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Kedves kilencedikesek!

Ez az algebra tankényv ugyanolyan szerkezetil, mint az a konyv,
amelybdl a 8. osztalyban tanultatok. Taléaltok benne elméletet, példakat
és gyakorlatokat, onallé munkat igénylé feladatokat, az 6nellenorzést
szolgald kérdéseket, matematikatorténeti utaldsokat.

A tankonyv elméleti részeinek a tanulasa soran kildnleges
figyelmet kell forditanotok a doit betilikkel szedett szavakra. Az igy
kiemelt szavak matematikai kifejezések, amelyeket tudnotok Kkell
értelmezni, és meg kell jegyeznetek Oket. A félkovér vagy kék
betiikkel kiemelt mondatok - szabalyok vagy fontos matematikai
allitasok. Ezeket is meg kell jegyeznetek, és tudnotok kell alkalmazni
Oket a példak és gyakorlatok megoldasanal.

A tankdnyvben a matematikai folklor targykorébe tartozé
feladvanyok, ismert matematikusok feladatai és torténelmi materna-
tikai rejtvények taldlhatok. Az algebra, a matematika egészéhez
hasonldan, nemcsak a tudomanyos megismerés fontos eszkdze, hanem
a tanuldk logikai gondolkodasat fejlesztd j6 modszer és az egyetemes
emberi kultlra része.

Minden paragrafusban megtalalhaté a Szeretnétek tobhet tudnil
rubrika, amelyben a matematika irdnt komolyabban érdeklddé tanulok

talalhatnak bdvebb ismereteket, a jel6lése . Az Ellenorizzétek

magatokafl rész kérdéseinek megvalaszolasaval rdgzithetitek,
altalanosithatjatok és rendszerezhetitek az adott témakor tanulasa
soran megszerzett ismereteiteket, tudasotokat és készségeiteket. Az
Oldjuk meg egyutt\ rubrikdban a legfontosabb gyakorlati feladatok
megoldasara talaltok példakat. Ezekkel ajanlatos még azt megeldzden
megismerkednetek, hogy hozzakezdtek a hazi feladat elkészitéséhez
(jelolése: ).

A tankdnyv kiilénbdz6é nehézségi fokozatli gyakorlatokat is
tartalmaz a sz6beli feladatoktol kezdve a meglehetdsen nehéz példakig,
feladatokig. Az ut6bbiak sorszdma utan csillag (*) talalhat6. Ezeket a
példakat és feladatokat elsdésorban azoknak a tanuléknak kell
megoldaniuk, akik késébb szakositott matematikai osztalyban
szeretnék folytatni tanulményaikat. A Felkészilés a témaismereti
értékelésre rubrika a megtanult tananyag ismétlésében és
rendszerezésében segit benneteket. A Matematikat6rténet cimi rész
minden tanul6 latdkorének szélesitését szolgalja.
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FEJEZET

A fels6fokl matematika egyik jellegzetes
sajatossadga az a meghatarozd szerep, amelyet
benne az egyenlotlenségek jatszanak.

R. Courant

% #



Az egvenldtlensegeket ugyan- A fejezet f6 temai:

olyan gyakran hasznaljak, mint az . 5 szamegyenlétlensegek
egyenlosegeket. A segitsegiikkel  yjajdonsagai;

celszerli médon modellalhatok a na-
gyobb - kisebb es a rdvidebb -hosz- o
szabb relaciok. Akarcsak az ° €gyvaltozos

egyenlBsegek, az egyenlotlensegek ~ €9yeniotiensegek

is kifejezhetok szamokkal es valto- ~ Megoldasa;

zOkkal. Egyes egyenlotlensegeket ¢ egyvaltozos :
bizonyitanak, masokat megoldanak. ~ egyenlotlenseg-rendszerek.

« kettds egyenlotlensegek;

1.8 . ALTALANOS TUDNIVALOK AZ
EGYENLOTLENSEGEKROL

Ha az a szam nagyobb vagy kisebb a b szdmnal, akkor a
kovetkezokeppen irjuk le: a <b vagy a >b. Peldaul

3<5, -7>-13.

A tobb” es a ,,kevesebb” relécio tartalma a kdvetkezd meghatarozéssal
altalanosithato.

Az a szamot a b szamnal nagyobbnak tekintjik, ha az
a - b kulénbseg pozitiv; az a szam kisebb a b szamnal,
ha az a- b kulénbseg negativ.

Mivel az a - b kilénbseg lehet negativ, pozitiv vagy nulla, igy a
kovetkezé harom egyenlotlenseg kozil egy es csakis egy lehet igaz:

a>b, a<bh, a=h.

Az el6z0 meghatdrozés segitsegevel 6sszehasonlithatunk szamokat,
azaz megéllapithatjuk, melyik a nagyobb es melyik a kisebb. Peld&ul ahhoz,

hogy 8sszehasonlitsuk a ~ es ~ tortet, meghatérozzuk a killénbsegiiket:

4 _ H _ 4-25-11-9 _ j
9 25~ 925 - 225°

A tortek kiulonbsege pozitiv, tehat 6 > k.
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A szdmegyenesen a kisebb sz&mnak megfeleld pont a nagyobb szamot
jeld1d ponttdl balra helyezkedik el. Peldaul az 1 abra a kdvetkezd relaciot
szemlelteti:

c<a, a<b, c<h

1 abra

Az egyenldtlenseg a tobbi kdzott a kisebb - nagyobb, lejjebb - feljebb,
rovidebb - hosszabb, sziikebb - tdgabb, vekonyabb - vastagabb olcsébb
- dragabb, fiatalabb - idosebb relaciok absztrakt matematikai modellje. A
< (kisebb) es > (nagyobb) jelek mellett gyakran hasznéljuk meg a < kisebb
vagy egyenldé (nem nagyobb) es a > nagyobb vagy egyenld (nem kisebb)
jeleket.

Az a <b- jeloles azt jelenti, hogy a <b vagy a = b.

Aza>Db jeloles aztjelenti, hogy a >b vagy a = b.
\4 )

Peldaul kijelenthetd, hogy 2<5, 4>4, -~< -0,5.

A <es>jelek aszigori egyenlétlensegjelei. Ezek ajelek ellentetesek,
mert haa <b, akkor b>aesez forditva is igaz. A <es >jelek is ellentetesek
es nem szigori egyenldtlensegeknek nevezzik oket. A <, >, a <es >
jeleket relaciosjeleknek nevezzik.

Ha ket kifejezest relacios jellel 6sszekapcsolunk, akkor
egyenlotlenseget kapunk.

Egyenlodtlensegek peldédi a 3 < VFo,a2+b2>1lab, 3x- 5> 0.

Azt a kifejezest, amely a reldcids jel jobb vagy bal oldalan
van, az egyenldtlenseg jobb vagy bal oldaldnak nevezziik. Pelddul az
5x + 4 < 8 egyenlotlenseg bal oldala az 5x + 4 kifejezes, a jobb oldala
pedig a 8 (barmely szamot szinten kifejezesnek tekintlink).

Azt az egyenldtlenseget, melynek mindket oldalan szam
all, szamegyenldtlensegnek nevezzik. A szémegyenlétlensegek lehetnek
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igazak és hamisak. Példaul a 2 < 3, ~2 > 1, -3 < -5 egyenlotlenségek
kozll az els6 kettd igaz, a harmadik pedig hamis, mivel -3 nagyobb,
mint -5.

A valtozét tartalmazd egyenlotlenségek a valtozé néhany értéke esetén
lehetnek igazak, ugyanakkor mas értékek esetén hamisak. Példaul a
2x + 3> 5 egyenlotlenség azx = 2, 3, 4, 5 értékek mellett igaz, de az 1, 0,
-1, -2 értékeknél hamis. Azt mondjuk, hogy a 2, 3, 4, 5 értékek az
egyenlotlenséget igazza teszik, az 1,0, - 1,-2 értékek viszont nem.

A fentebb hasznalt egyenlotlenségjeleken (<, >, <, >) kivdl

gyakran alkalmazzak a * (nem egyenld) jelet. Ha példaul a ,nem
nagyobb” (a <b) relacié azt jelenti, hogy a < b vagy a - b, akkor a ,nem
egyenlé” (@a* b) relacié aztjelenti: a <bvagy a > h.

A ,nem egyenlo” relacié lényegesen kilénbézik a ,nem nagyobb”
relaciotdl. Az =, <, >, <, > jelekkel kifejezett valamennyi egyenloségi és
egyenlotlenségi relaciék esetében igaz a tranzitivitasi (tranzitivitas =
atvihetoség) tulajdonsag, vagyis az a <b és b <c relaciébél kovetkezik,
hogy a<c. A ,nem egyenld” relacié esetében ez a tulajdonsag nem mindig
igaz: aza*hésh™*c relaciokbél nem mindig kovetkezik az atc. Példaul
a2*3és 3* 2 de a2* 2hamis, nem igaz.

Ezért a tovabbiakban az egyenlotlenségeken két olyan szamot vagy
kifejezést fogunk érteni, amelyek a <, >, <, >jelek barmelyikével, de nem
a * jellel van 6sszekapcsolva.

® i Ellenorizzétek magatokat!

> 1. Milyen feltételek mellett lesz az a szam nagyobb, mint a ¢?
Mit neveziink egyenlotlenségnek?
Milyenek lehetnek az egyenlotlenségek?
Milyen egyenlotlenségeket neveziink szigortiaknak, és milyeneket
nem szigorlaknak?
N 5. Mitjelentenek az a <b, a >b kifejezések? Olvassatok el ezeket!

>/ Oldjuk meg egyutt!

1 Az aésb szam kozul melyik a kisebb, ha:
a) a- b=(-1)2 b)a =b-3; c)a-5 =b?
J Megoldéas.a)¢7-/? = (-1)2= 1 (pozitiv szdm), tehdt b < a;
b) megkeressik az a és b sz&m kilonbségét: a - h = -3 (negativ szam),
vagyis a <b; ¢) a- b =5 (pozitiv sz&m), tehdt b <a.
Felelet.a) b <a; b) a <b\ c)b <a.
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2. Milyen feltételek mellett van legnagyobb értéke a 4 - (2x + 3)2
kifejezésnek?

y Megoldéas. A kifejezésnek a kivonandd legkisebb értéke
mellett van a legnagyobb értéke. A (2x + 3)2 kifejezésnek akkor van
legkisebb értéke, amikor 2x +3 = 0, vagyis hax =-1,5.

Felelet.Ha* =-15.

3. A kulonbségek kozil melyik a legnagyobb, és hanyszorosan:
2009200- 20092 vagy 200920B- 2009208
Megoldéas. 2009200 - 2009200 = 20092092009 - 1) =

= 2008 » 200921
2009200 - 2009208 = 20092082009 - 1) = 2008 « 200928

(2008 +200921) : (2008 2009208 = 2009.
Felelet. Az els6 kiildnbség 2009-szer nagyobb a masodiknal.

v Oldjatok meg széban!

1. Melyik a nagyobb az x ésy szamok kozil, ha :
a) x-y =1 b)yx -y =-1; c)y-x=2; d)y-5=x?

2. Ak I, m koordinataju K, L, M pontok a 2. &dbran lathatd6 mddon
helyezkednek el a koordinatatengelyen. Hasonlitsatok 6ssze a
szamokat!

K(k L(l M(m
O L0, M
- 10 1
2. 4bra

a) k és m; b) k és 1; c)més/;

d)0és/; e) kés/; fimés- 1L
3. lgaz-e az egyenlotlenség:

a)2>2; b) -3 <-5; c)3<2; d) -5 <-2?
4. Hasonlitsatok éssze a szdmokat:

a) 1,28és|; b)0,02és —; c)-*és-0,33; d) 1,6 és N!
5. Hasonlitsatok 6ssze a torteket:

a)7esy;  b)-3es-51 g5 7r d>-r365% 27!

6. Mindig kisebb-e az !( x megfeleld értékénél?

7. Mindig kisebb-e a Jx x megfeleld értékénél?
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17. Hasonlitsatok 0ssze a 2x + 3 és 3jc- 2 kifejezések értékeit, ha:

a)jc=-1; b)jc =0; c)x = 5; d)jr="7
18. Hasonlitsatok 6ssze azy = 2x - 1fiiggvény értékeit, ha:
a)jc= lésjc=2; b)jc=-1 ésjc=-2; ¢c)x =01 ésx=0,2!

$19. Hasonlitsatok 6ssze azy =x2fuggvény értékeit, ha:
a)x =-20 ésx =20; b)x=-2ésjc=—1; c¢)x=-8 ésx =0!
20. Bizonyitsatok be, hogy 10" - 100> 10D+ 109!
3>21. lgaz-e a3jc- 2 < 7 egyenlotlenség, ha:

a)jc = 4; b)jc = 3; C)X =2 d)jc=0?
22. Azjc= 10 esetén mely egyenlotlenségek igazak:
a)0,5jc+1>3; b)-7jc + 3<x; €)3- x>x- 17?

23. A c véaltoz6 valamennyi valds értéke mellett igazak-e a kovetkezd
egyenlotlenségek:

a)c2+3>0; b)(c + 2)2>0; c)(c-1)2>0?
3>24. Bizonyitsatok be, hogy az n minden értékénél:
a) nd+ 1> 0; b) {n- 5)2>0; c)n2- 2n+ 1> 0!

25. Nevezzétek meg az x valtozd néhany olyan értékét, melyek igazza
teszik a kovetkezo egyenlbtlenségeket:

a)2*+3<0; b)3-jc2>0; c)jet<1!

B szint

26. Rendezzétek ndvekvo sorrendbe:

(-2 JIT; -12 1f; -31; f; (-2)3 AE1; -5; (-3)°!
27. Rendezzétek csokkeno sorrendbe:

-2it; M 297»; (-8); * Qor (-2); it - f !
28. Hasonlitsatok 6ssze az 5m + 1és a 19-3m értékeit, ha;
aam=2; b)ym=sil; com=1—V2; dm=1+"3!

29. Hasonlitsatok ossze azy = 12 + 45jcés azy = z fliggvények
értékeit, ha:
a):c= byc= ; Cic=-1; d)jc= !
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30. A kuldnbségek kozul melyik a legnagyobb, és hanyszorosan:
19992000 _ 19991999 vagy 19991999 99919939

sV L2y

31. Bizonyitsatok be, hogy a minden értékénél igaz az egyenlotlenség:

a) (- 3)2+2>0; b) (2a+ 1)2+0,5>0;
C) 4a2- 4a+ 1>0; d) 9a2+ 2 > 6a\

32. Mi a nagyobb: két pozitiv szam 6sszegének a négyzete vagy négyzeteik
0sszege?

33. Mely feltétel esetén lesz legkisebb az 1+ (2x - 3)2kifejezés értéke?
34. Mely feltétel esetén lesz legnagyobb az 1- (2x - 3)2kifejezés értéke?
35. Hogyan helyezkednek el a koordinatatengelyen az A(a), B(b),
C(c) és D(d) pontok, ha:
a)a>b a+b=2désh+d=2c;
bya<b 2a=b +cés2d=a +bl
36. Keressetek az n valtozéhoz olyan értékeket, amelyek kielégitik
az alabbi egyenlotlenségeket:
a) 3n-2>2n- 3 b) 5« + 8 < 8« - 1!
2 37. Kétreciprok szam 8sszege 2,5. Keressétek meg a szamok nagyobbikat!
38. Novekszik vagy csokken a F tort értéke, ha a szamlal6jahoz és a
nevez6jéhez hozzaadjuk ugyanazt a természetes szamot? Mondjatok

példakat!

39. Melyik nagyobb az a és b szdmok koziil, ha:
aa+78=b+35; bya- 45=Db- 23;
c)85-a=73-b; d)2a+35=b- 35?

40. Melyik nagyobb az a és b szamok kozil, ha:
a) 2,5* = 3,2y; b) 53 :x=71":y;
C)X:38=y:26; d) 2x - 3y =5,4?

AN 41, Hét flzet dragabb, mint 9 ceruza. Mi dragabb: 12 fiizet vagy

15 ceruza?

2>42. Négy baratno: Halasz Dora, Kulcsar Eva, Miskolci Zsuzsa és Kovacs
Zita a fivéreikkel egyitt mentek korcsolyazni. A filk mindegyike
magasabb volt a lanytestvérénél. A fiatalok paronként kezdtek
korcsolyazni. Kiderilt, hogy mindegyik par filtagja magasabb, mint
a lanypartnere, de egyikik sem a lanytestvérével korcsolyazott. A
fmk kozott Halasz Andras volt a legmagasabb, a lanyok korében pedig
Dora - a legalacsonyabb. Ismeretes, hogy Miskolci Zsuzsa és Viktor
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magasabb Kovacs Lorantnal, de alacsonyabb Evanal. Kivel
korcsolyazott parban Kuicsar Balint?

43. Hasonlitsatok 6ssze a kifejezések értékeit:

a) a2+ 36 és 12a; b) 4(x + 1) és (x + 2)2

c) b3+2és2b + 1, d) (y- 3)26s {y- 2)(y- 4)!
44. Hasonlitsatok dssze aza és b nem negativ szamok értékeit:

a)a2>bz b)b-a =a-b; c)a-b =a+hb\

Vizsgaljatok meg az 0sszes lehetséges esetet!

«=» Ismétlo gyakorlatok

Szémitsatok ki (45-47)!

a) @§+E+121_5}1: 15’ b) ti-io+ )-'H -
o5 3
c) 1 (H ™ 4)lii-mi) =4
a) 2B+0,513 b) 257+0,,047, c) 0,51'-(-2)13
d)--52+0,22 g) 0,i-2+ 10-0 f) 0,241+ (-0,5)"°
3) b) J\32- 122+ ¢) 132+42.
d) ¥i2\82—8,225 e) V45,82—44,225 f) A 22- 18’
Egyszeriisitsétek a kifejezést (48-50)!
48. a) (c- 5)(c +2) + 3c + 10; b) x2+ax +ad(x- a) + a3

c)(@2—a+ @+ 1- a3 d) (x2-y) (x-y 2 -y3+xy;



¢) (V3-V5):+ JGO ; d) (15 +2]2- Vv240;

e) yi6+ £ -yi6-yf20 ; f) yi5+J24-yi5-J24 .
51. Oldjatok meg az egyenleteket:
a) X2+ 8jc+ 15=0; b) X+ I0jc+ 21 =0;
c)y2-7y- 18=0; d)z2-9z+ 14=0,
3v- 1 X- 3. 3c 2c-9 _
€ 3x+1 - 2 X+3’ 032 205 =2

52. Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

41 =-p 3

2 X- y- ' b) X+3
3 +—ZE—' :2; 4 + 5 =1
x+5 j-3 X-1 y+1

53. Abrazoljatok grafikusan az alabbi fiiggvényeket:

a)y =3-X; b)y = x; C)y =x2 d)y =-Vx!

54. Vizsgaljatok meg a 4. abran lathat6 fluggvénygorbét, és

magyardzzatok meg, hogy az mely intervallumokban novekszik,
csokken, s melyekben pozitiv, illetve negativ! Mutassatok meg
a fiiggvény legnagyobb értékét!
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55. Miutan a 40 g soét tartalmaz6 oldathoz 200 g vizet ontottek, az
oldat koncentraci6ja 10%-kal csokkent. Milyen volt a sooldat
koncentracidja kezdetben?

A SZAMEGYENLOTLENSEGEK
TULAJDONSAGAI

Vizsgaljuk meg az a <b, ¢ > cj egyenlotlenségeket, ahoi a, b, c és d
tetszéleges valGs szam.

f 1. tétel. Haa<bés h <c, akkor a <c.

Bizonyitds.Haa</>es6 <c, akkoraza- besb- ckilonbseg
negativ. Viszont ebben az esetben az 4sszegik (a - b) + (b - ¢) =
=a- cisnegativ. De haaz a- ckuldnbseg negativ, akkor a <c. Ezt kellett
bebizonyitanunk.

Az 1 tetel az azonos reldcios jell egyenlotlensegek tranzitiv
tulajDonsagait fejezi ki.

Pelda. Mivel JIj) < JI es <142, ezert VU9 < 1,42.

| 2. tetel. Ha egy igaz egyenldtlenseg mindket oldalaho/
hozzaadjuk ugyanazt a szdmot, akkor igaz egyenldtlenseget
kapunk.

Példaul, ha a <b és c tetszbleges val6s szam, akkora +c <b +c.

Bizonyitas. Haa <b, akkor az a - b kiilonbség negativ. Mivel
a-b=(@+c)- (b+¢c), ezértaz (a+c)- (b+c)kilonbség is negativ.
Ez aztjelenti, hogy a + c <b +c¢3

3. tétel. Ha egv igaz egyenlotlenseg mindkét oidalat
megszorozzuk ugyanazzal a pozitiv valés szanimal, akkor igaz
egyenlotlenséget kapunk.

Ha egv igaz egyenlétlenseg mindkét oidalat megszorozzuk
egy és ugyanazon negativ szanimal, és az egyenlotlenség relacios
jelét az ellenkezojére valtoztatjuk, akkor igaz egyenlotlenséget
kapunk.
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Bizonyitéds. Legyen a <b es ¢ barmely pozitiv sz&m. Ebben az
esetben a-b,(a- b)c, tehdt az ac - bc kiilénbseg is negativ sz&m, vagyis
ac <bc.

Ha a <b es c tetszdleges negativ szdm, akkor az (a - b)c szorzat,
kdvetkezeskeppen az ac - bc killénbseg is pozitiv lesz. Ezert ac > bc.

Peldak. a) 3<4es5>0, ezert 3+5<4 «5vagy 15< 20;

b) 3<4es-2 <0, akkor3¢(-2) >4 ¢(-2) vagy -6 >- 8.

Mivel a szorzést helyettesithetjik reciprok szammal vald osztéssal, ezert
& harmadik tetelben a szorzés sz6t osztassal helyettesithetjuk.

Haa<besc>0,akkor - < -; haa<besc<0, akkor - > -.

| 4. tetel. Ket azonos relacios jelti egyenlétlenseg bal es jobb
VIL oldalait kiillén-kiilén 6sszeadhatjuk.

Ha pelddul a <b esc<d, akkora+c<b +d.

Bizonyitds. Haa<besc<d, akkora2. tetel alapjana+c<b +c
esb +c<b+d, ahonnan az 1. tetel szerinta +c <b +4&.

Pelda. 2<3es5<7,ezert2+5<3+ 7 vagy 7 < 10.

5. tetel. Ket azonos relacios jelii egyenlotlenseg tagonkont
I I I beszorozhatd, ha a bal es a jobb oldala pozitiv szaniokbdl all.

Ha pelddul a <b, c <d es a, b, ¢, Z'is pozitiv szdm, akkor ac < bd.

Bizonyitds. Half<”esc<i/esaces/? pozitiv szdmok, akkor a
3. tetel alapjan ac < bc es bc < bd. Ebbdl viszont az 1 tetel szerint
ac <bd.

Megjegyzes. A 4. es az 5. tetel ervenyes hdrom vagy tetszéleges szamii
egyenldtlensegre is. Ha pelddul a <b, ¢ <d es n < m, akkor
a+c+n<b +d+m.

Az 1-5. tetelek a >, >, < relécios jeli egyenldtlensegek eseteben
majdnem ugyaniigy bizonyithatok, mint a < jelii egyenlétlensegek
vonatkozéséban.

Negyzetre vagy kobre emelhetbé-e az egyenldtlenseg
n mindket oldala? Legyen az a es b szadm pozitiv; ha tagonkent
beszorozzuk az a <b, a <b egyenlétlensegeket, akkor az a2< b2
egyenlotlenseget kapjuk. Amennyiben ennek az oldalait tagonkent
beszorozzuk az a < b egyenlétlenseggel, tUgy az ai < b3
egyenldtlenseget kapjuk. Ha tehat az a es b szam pozitiv, s az n
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termeszetes szam, akkor az a < b egyenlotlenseghbdl kovetkezik,

hogy a" < b".

Ha az a es b szam legalabb egyike negativ, akkor az a <b
egyenlotlensegbdl nem mindig kovetkezik, hogy a" < b". Peldaul
-3 <2, de a(-3)2< 22 (-3)4< 24egyenldtlensegek nem igazak.

A ,ha az a es b szam pozitiv es a < b” kifejezes rovidebben is
leirhat6: ,,ha 0 < a <b” Vizsgaljatok meg, mindig igaz-e a kovetkezo

allitas: ,ha 0 <a <b, akkor Ja < Jb".
<P| Ellentrizzetek magatokat!

1 Fogalmazzatok meg, es bizonyitsatok be az egyenlétlensegek
j o tranzitivitasarol szolo tetelt!
I 2. Fogalmazzatok meg, es bizonyitsatok be az ugyanannak a szdmnak
| « azegyenlotlenseg mindket oldaldhoz valé hozz&adasanak tetelet!
j »3. Fogalmazzatok meg az egyenldtlenseg mindket oldalédnak
1'i  ugyanazzal a szammal vald beszorzasanak tetelet!

4. Fogalmazzatok meg az azonos rel&cios jell egyenlotlensegek
jN  tagonkenti 6sszeadasanak tetelet!

5. Fogalmazzatok meg az azonos reldcids jeli egyenl6tlensegek
1~ tagonkenti beszorzésénak tetelet!

Oldjuk meg egyitt!

1. Ismeretes, hogy az a es b sz&m pozitiv, es az a < 3, b < 6.
Bizonyitsatok be, hogy ab < 20!

V Megoldds. Mivel aes b pozitiv szdmok, ezertaza<3esb <6
egyenldtlensegek 6sszeszorozhatok: a b <3 <6 vagy ab < 18. Haab < 18
es 18 < 20, akkor ab < 20.

2. Kovetkezik-e az a < 3 es b < 6 egyenldtlensegekbdl az
ab < 20 egyenl6tlenseg, ha az a es b szdmok legalabb egyike negativ?

Megoldéds. Ha az a es b szdm egyike negativ, a masik pedig
pozitiv, akkor az ab szorzat negativ. Ebben az esetben igaz az
ab < 20 egyenldtlenseg.

Ha az a es b szdm egyarént negativ, akkor az ab <20 egyenlétlenseg
ertelme valtozhat vagy nem valtozhat. (Méaskent fogalmazva: az egyenlot-
lenseg lehet mind igaz, mind nem igaz). Ha peldaul a =-\,b =-2, akkor
(-1) «(-2) < 20, tehdt az egyenlétlenseg ertelme nem valtozik, vagyis
igaz.

Haa =-7, b =- 10, akkor a (-7) *(-10) < 20 egyenldtlenseg ertelme
ellentetere véltozik, vagyis nem igaz.
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Felelet.Nem.

3. Ismeretes, hogy m > -5. Pozitiv vagy negativ a-3m - 20 kifejezés
értéke?

V Megoldas. Megszorozvaaz m >-5 egyenlotlenség mindkét olda-
lat -3-mal azt kapjuk, hogy -3m <15 (4. tulajdonsag). Az egyenlotlenség
mindkét oldalahoz a-20 szamot adjuk: -3m-20 < 15-20 (2. tulajdonsag),
ahonnan -3m -20 < -5, vagyis -3m -20 < 0.

Fe le let. Negativ.

Oldjatok meg szdéban!

56. Melyik a nagyobb az a és c szdmok kozil, ha: a) a - ¢ < 0;
by a- ¢c>2?
57. Az 5. abra alapjan mondd meg, melyik

a nagyobb a kdvetkezd kifejezések 6 0 a
kozll: az a vagy az a + 2b; a b vagy a
b- 2al 5. abra
58. Hasonlitsatok 6ssze az x és az szamot, ha:
a) jc< v ésy <z; b)x>jésy>z; c)x<aésa<z\
59. Pozitiv vagy negativ az n szam, ha:
a) 3« < 3,5«; b)-1,5«>-«; €)0,2«<-«?

60. Melyik nagyobb az  és j tortek kdzil, ha b <a <0?

61. Melyik kisebb az ~ és * negativ tortek kozil, ha x <y ?

62. Az a szdm nagyobb 1-nél. Milyen a kdvetkezd szdm: 3a, - a,
1-a, 1+ 2a?

63. Az x szam kisebb -1-nél. Milyen a kévetkezd szam: 5jg 5 - jg
X4 2 +X2?

A szint .

64. Hasonlitsatok 6ssze azaésab szamot, ha:
a)aza- césac- bkilonbség pozitiv;
b)ab- c ésac- akilonbség negativ;
C)aza- nésazn- bkilonbség nem negativ!
N 65. Hasonlitsatok 6ssze azaésab szamot, ha:
a)a-c>06s b- c<O0; b) @—c<0és jc—>< 0!
66. Hogyan helyezkednek el a szdmegyenesen az a, b, c és d
koordinataju pontok, haa <c, b >c, d >bl
N 67. irjatok fei a megfeleld igaz egyenlotlenségeket:
a) hozzadadva a 12 < 18 egyenlotlenség mindkét oldalahoz 5-6t;
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68.

$69.

70.

71.

72.

73.

£ B szint m)

74.

N5,

6*.

lfejezet

b) kivonva a 12 < 18 egyenldtlenseg mindket oldalabol 77-et;

) megszorozva a 12 < 18 egyenlétlenseg mindket oldalat 3-mal; -5-tel;
d) elosztva a 12 < 18 egyenl6tlenseg mindket oldalat 3-mal; —6-tal!
Az a > b egyenl6tlenseg mindket oldaladt szorozzdtok meg
| -dal; -del!

Ismeretes, hogy a > b. Helyettesitsetek a * jelet a megfeleld
relacios jellel:

a) 2a * 2b; b) 1,5a * 1,5b; c)-a *-b;
d) -3a *-3b; ¢)-\<**-\b ; t)2a'*2V\
Pozitiv vagy negativ az a szam, ha:

a) 2a<3a; b) 0,5a > a; ) -5a <-Aal
Adjatok 6ssze tagonkent a kdvetkez6 egyenldtlensegeket:
a)5< 12es7<8; b) 3<6es-3 <-2;

C) 5<6esx <z d) a <besdt<z\
Szorozzétok 6ssze a kdvetkezd egyenldtlensegeket:
a)2<3es5<8; b) -A <-1 es-5< -A;

d) 5<es*< *I

Hasonlitsatok 6ssze a L es | pozitiv szdmokat, haa <bes ¢ >0!

Ismeretes, hogy m <n. Hasonlitsatok §ssze a sz&mokat:

a) m+7esn+7, b) -0,1mes-0,1n;

¢) V(-I):mes n; d) 1- mes 1- n;

e) 5m- les5n- 1 f)-2n—les—1—2m\
Ismeretes, hogy x >y >0. Helyettesitsetek a *jelet.a megfeleld
relacios jellel:

a) yix * Jy; b)x2*xy; c) (I-V2)x * (I-V2)y;,

d 7 *

Ismeretes, hogy x <y < 0. Helyettesitsetek a * jelet a megfeleld
relécios jellel:

a) x3*y2 b) -x * 10 c) INx * JNy

i . Vo,.y . vHl | y+l.
@ 5 y & 3Ty x-y° Iy "5y h
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77. Bizonyitsatok be, hogy:
a)x >y és " akkorx >0ésy > 0;

b) a <b és ab < 0, akkor 5 <!
78. Rendezzétek noévekvd sorrendbe az
szdmokat, haa <c, d <b és d >c\
$79. Rendezzétek ndvekvd sorrendbe az
szamokat, haa >c, d >b ésd <c\
2>80. Bizonyitsatok be:
a) haa <b ésb <c, akkor a <g;
b) haa <b és ¢c >0, akkor ac <hc\
c) haa <b és ¢ <0, akkor ac >hc\
81. lgaz-e az a és b pozitiv szdm esetében, hogy:
a) az a <b egyenlotlenségbol adéddan a2< b2
b) az a2< b2egyenlotlenségbol adéddan a <b;
c) az a <b egyenlotlenségbol adédéan Ja < Jb ;
d) a Ja < Jb egyenlotlenségbol adéddan a <bl
82. Bizonyitsatok be, hogy: a) a négyszog atldja kisebb a
félkerileténél; b) a négyszog atléinak 0Osszege kisebb a
keruleténél. Vizsgaljatok meg a két esetet (6. abra)!

83. Az x - y = (Ix-Jy) (IJx +Jy) azonossag felhasznalasaval
bizonyitsatok be, hogy, ha Jx > Jy, akkor jc>y!

$>84. Bizonyitsatok be, hogy azy = Jx ftiggvény az egész értelmezési
tartomanyaban novekvd értékeket vesz fel, vagyis ha jg < X,,
akkory, <>2!

6. abra
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85. Bizonyitsatok be, hogy:
a) azy =x2flggvény ndvekszik, hax >0;
b) azy =" fliggvény csokken, hax >0!

<p» Ismétlo gyakorlatok

86. Athalad-e azy = x2- 5x + 6 fiiggvény gorbéje az A(-3; 14)
ponton? Es a B(3; 14) ponton?

87. Az n mely értéke mellett halad at azy = x2- 3x + n fuggvény
gorbéje az M(3; 7) ponton? Es a K(-2; 3) ponton?
Bontsatok tényezokre a haromtagu kifejezést (88-89)!

88. a)x2+ 2x-35; b)6x2-x -1. 5 4 3 7

89. a)6a2+a- 2; bh)c2+ - 4. 54 32

90. Sudokujaték. Irjatok at a tablazatota 7 3 58
fuzetetekbe (7. &bra)! Toltsétek ki az 9 6 3
Ures kockakat szamokkal 1-t6l 9-igoly 8 3 6 15 4 2
maddon, hogy egyetlen vizszintes és 9 3 7
egyetlen fiiggoleges sorban, tovabba g 1 9
egyetlen 3x3-as kisnégyzetben sem 714 6
szerepelhet kétszer ugyanaz a szam! 3 7 8 4 5

7. abra

3.8. KETTOS
|~ > EGYENLOTLENSEGEK

Ha az a <x és x <b egyenldtlenségek igazak, akkor azok leirhatok
kettd's egyenlotlenség alakjaban: a <x <b. A kettds egyenldtlenségben
harom tag - bal, k6zépso, jobb - és két relacios jel van. Példak kettds
egyenlotlenségekre:

3<x <4 (x nagyobb, mint 3 és kisebb, mint 4);
27+ 3<x+ 3<5c(x+ 3 nagyobb, mint 2a + 3, nem nagyobb, mint 5c).

e 6. tétel. Ha az igaz kettds egyenlotlenség mindegyik tagjahoz
f él ugyanazt a szamot hozzaadjuk, akkor igaz kettds egyenlot-
lenséget kapunk.

Bizonyitds. Haa <x <b, akkor az a <x és x <b egyenl6tlenségek
igazak. Ekkor a 2. tétel szerint barmely ¢ valds szdm esetében igazak az
J+c<X +césx +c</> + c egyenlbtlenségek. Vagyisa +c <x +c¢ <b +c.
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A ¢ szam lehet mind pozitiv, mind negativ. Példaul:
ha25<x- 3<2,6ésc=3, akkor 5,5 < jc< 5,6;
ha0,7<x+ 1< 12ésc=-1, akkor-0,3 <x <0,2.
Hasonldképpen bizonyithaték az alabbi allitasok:

*haa<x <hésk >0, akkor ka <kx <kb;
*haa<x <hésk <0, akkor kb <kx <ka;
ehaa<x<bésc<y<d, akkor:
at+c<xty<b+d;
a-d<x-~<b-c;
ac <xy <bd (haa=>0¢ésc=>0)

q <7<?(haa>Oesc>0).

Figyeljétek meg a kettds egyenlotlenséggel végzett kivonasi és osztasi
muveletek szabélyait! Az elsd egyenlotlenség kisebb tagjabdl a mésodik
egyenlotlenség nagyobb tagjat vonjak ki, a nagyobb tagjabdl pedig a
kisebbet. Az elsd egyenlotlenség kisebb tagjat a masodik egyenlotlenség
nagyobb tagjaval osztjak, a nagyobb tagjat pedig a kisebbel. Példaul ha
4<x<6es2<”<3, akkor

4-3<x-"<6-2 vagy 1<x-y <4

A‘ * 6 "
3y 2 vagy 5< *y <3.

A vizsgalt tulajdonsagok lehetové teszik a kettds egyenlotlenségek
egyszerisitését. Példaul a 16<3x-2< 19 kettds egyenlotlenség helyett
vizsgélhatd a 18 < 3x < 21 vagy a még egyszeriibb 6 < x < 7 kettds
egyenlotlenség.

Kilénoésen célszeri a kettés egyenlotlenségek alkalmazésa a
mennyiségek és kifejezések értékeinek megbecsiilésére. Az olyan
mennyiségek, mint a tdmeg, tavolsag, ido értéke mindig megkdzelitd
pontossagu. Példaul nehéz deciméternyi pontossaggal meghatarozni a fa
magassagat. Ezt ezért ugy jeldlik, hogy nagyobb 9,2 m-nél, de kisebb 9,4
m-nél, ami a kovetkezd kettds egyenlotlenség alakjaban jegyezheto le:
92<h<94.

A kettés egyenlotlenség tulajdonsdgainak felhasznalasaval

megbecsiilheto az x +y, x-y, xy, * kifejezések értéke.
Legyen példaul 3,5 < x < 36 és 21 <y < 2,2. Ekkor
35+21<x+y <36+22vagy 56<x+y <5,8(8.abra);
35-2,2 <x-y <3,6-2,1 vagy 13<x-y <15
3521 <xy <3,6 2,2 vagy 7,35 <xy <7,92;
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35VX 36
0 1 2 3 4 5 6 -7

2,In</N2.2
0 i 2 3 4 5 6 7
565 53
0 1 2 3 4 5 6 7
8. dbra
35 X 36 X

23<7 <2)JVa®'159<? < *-72-

jel az olyan alaki egyenlétlenségekben, mint a |y| < a és
<@, ahola>0.

Példaul a |id < 3 egyenlotlenség kielégiti x valamennyi olyan érté-
két, amelynek az abszolut értéke kisebb 3-ndl. llyenek a 3-nél kisebb
pozitiv szamok, a -3-nal nagyobb negativ szamok és a 0 szam.
Ez a szamhalmaz a kovetkezo kettés egyenlétlenséggel irhato
le:-3 <x <3

Hasonlé moédon irhaté le a |x] < 3: -3 <X < 3 egyenlotlenség.

Figyeljétek meg! Barmely \M\ <a alaku egyenlotlenség, amelyben
a > 0 és M valamely kifejezés, a kovetkezO kettés egyenlotlenség
alakjaban irhat6 le: - a <M <a.

Példaul a |x] > 3 egyenlotlenség nem irhato le kettds egyenlotlenség

alakjaban. Miért?

A kettds egyenlotlenségek révén elhagyhatd az abszolut érték
[X

Ellenorizzétek magatokatl

1. Mondjatok példakat kettds egyenlotlenségre!
» 2. Mitjelent a,,mennyiségek értékének becslése”?
> 3. Hogyan becsllhetd meg kettds egyenlotlenségek segitségével egy
* mennyiség két értéke 6sszegének vagy szorzatanak megkdzel itd értéke?
* 4, Hogyan becsilhetd meg kettds egyenldtlenségek segitségével egy
I mennyiség két értéke kiilonbségének (hanyadosanak) megkdzelitd
értéke?

VvV Oldjuk meg egyutt!

1 Ismeretes, hogy 10<x < 12. Milyen értékeket vehet fel a kifejezés:
a) 3x- 5 b)x2
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yMegoldéas.a) Megszorozzuk 3-mal az egyenl6tlenség minden tagjat:
3-10<3eX<3¢12vagy 30 < 3x < 36.

Kivonunk az egyenl6tlenség minden tagjabol 5-6t;

30- 5<3x- 5<36- 5vagy 25 < 3x- 5<3l,

b) Mivel az adott egyenlétlenseg minden tagja pozitiv, ezért négyzetre

emelhetdk: 100 < j2< 144.
Felelet:a)25<3x-5<31; b) 100 <j2< 144.

2. Becsuljétek meg a 0,2a - b kifejezés értékét, ha 5 < a < 15 és

2<b<I\

yMegoldas.Ha5<a<15, akkor 1<0,2a< 3. Ha2<b <7, akkor
-2 >-b >-7 vagy -7 < -b <-2. Tagonként dsszeadjuk a kapott
egyenlétlenségeket: -6 <0,2a-b <1

Felelet.-6 <0,2a-b <1

W Oldjatok meg széban!

91. Olvassatok el az egyenlotlenséget:

a)d<a<T, b)0<05< 1 €)-3 <je< 3
92. lgazak-e a kettds egyenl6tlenségek:

a)-7<0<7, b)0<5<10; €)-1<-2 <-3?
93. Kielégitik-e az jc= 3 és az jc = -3 értékek a kdvetkezo feltételt:

a) 0 < X< 2x; b) -x <x2<3x; C) -X <x2<-X3
94. Az a mely egész értékei elégitik ki a kettds egyenl6tlenségeket:

a)-l<ac<l; b)-2 <a<?2; c)0,I<ax<l?

95. Léteznek-e az x-nek olyan értékei, amelyek nagyobbak, mint §

és kisebbek, mint ~?

96. Becslljétek meg az egyenld oldald hdromszog kerlletét, ha a
sz&ra nagyobb 1,8 m-nél és kisebb 2,1 m-nél! Lehet-e egyenld
J3 m:-rel az adott haromszog teriilete?

A szint

$>97. ird le kettds egyenldtlenség alakjaban a relaciokat:
a)jc< 12ésx> 3; b)x >-2 ésx <2; €)jc< 30 ésjc>—0,3!
08. Léteznek-e a C-nek olyan értékei, amelyek: a) kisebbek -3-nal
és nagyobbak -JT0 -nél; nagyobbak 10 2nél és kisebbek 102nél?
Ha igen, akkor irjatok le a megfeleld kettds egyenlotlenséget!
$99. Ismeretes, hogy 4 < n < 5. Becslljétek meg a kifejezések értékét:
an+3; b)n- 5 c) 2n; d) -3n; e) nA
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100.

101.

102.

103.

2 104.

105.

2 106.

107.

108.

A 100.

1 fejezet

Tudva, hogy 1,7 < VI <1,8, becsiiljétek meg a kifejezések értékét:
a2+ VI; b M -1 c)-VI; d)2A3!
A négyzet oldalaacm, ahol 4,2 < a < 4,3. Becsiiljétek meg a keriiletét
és a terliletét!

Becsiiljétek meg azx+y 0sszeg értékét, ha:

a)4d<x<b5és2<y <3

b) -2 <je<3és-5 <y <4l

Becslljétek meg az x -y kiildnbség értékeét, ha:

a) 12<je< 13és5<y < 6;

b) 0,32 <jc< 0,33 és 0,25 <y < 0,27!

Becsiiljétek meg az xy szorzat értékét, ha:

a) 3<x<4és5<y<T,

b)-2 <je<-1és-3 <y<-1!

Becsiiljétek meg azx :y hanyados értékét, ha:

a) 12<je< 15655<y<6;

b) 6<jc<8és2<y<3!

Ismeretes, hogy -3 < je< 5. Milyen értékeket vehetnek fel a kifejezések:
a) 2jc + 3; b) 0,1jc—2; c)2-X; d) 10—9,1j

A téglalap a hosszat és b szélességét (méterekben) megmérve a
kovetkezd eredményt kaptdk: 13 <a < 14, 0,6 <b <0,8.
Becsiuljétek meg a téglalap

keriiletét és teriletét!

A kocka élhossza ¢ mm, ahol

1,53 - 102< ¢ < 1,54 - 102 Becsiil-

jétek meg: a) a kocka valamennyi

élének 6sszegét; b) a kocka felsziné-

nek tertiletét; c) a kocka térfogatat!

Az eredményeket kerekitsétek

tizedekre!

A 9. abran lathaté egy lakohaz

belterének beosztdsa. Ismeretes,

hogy az egész haz és a nappali

négyzet alaki. Becsuljétek meg a

nappali, a halészoba és az egész haz

teriletét, ha 49 m <jc< 51 m,

29m<y< 31lm 9. &bra
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B

12.

113.

SU

116.

117.

118.

2 19

szint

Az 14 < -Jl <156 22 < J5 <23 egyenlotlenségek alapjan
becstiljétek meg:

b) 5 -fi;c)2- d) 75 : 75 1.
Legyenek a hdromszdg szbgei a és (3 62° <a < 63°, 95° < p < 96°.
Becsiiljétek meg a haromszdg harmadik szogének nagysagat!

Ismeretes, hogy 3,14 < Tx< 3,15. Becsiiljétek meg a korvonal hosszatés
a kor teriiletét, ha a sugara nagyobb 2,5 dm-nél és kisebb 2,6 dm-nél!

Ismeretes, hogy 10 <x < 12. Milyen egész szamu értékeket vehetnek
fel a kifejezések:

a) 2jc C) 3jc—5; d)r?
Ismeretes, hogy 3<x< 4és 1,2<7 < 1,3. Milyen értékeket vehetnek
fel a kifejezések:

a)(*+.y)2 b)JIxy; c)y2-X; d) ~ +
Miilyen tartomémyolkiban helyezkednek el a * 2 kifejezés értékei, ha:
a)l<x<4; b) 5<jc< (; €)-10<x<10?

Milyen értékeket vehetnek fel az alabbi kifejezések a - 3cem<?®

és 3 < n <10 egyenlotlenségek alapjan:

a) 2m + 3n; b) 4m - n; c)m +n2; d) ri~- m2
Bizonyitsatok be az allitasokat:

a) haa <je< b, akkor-b<-x< -a;

b)haa<x <beésa>0,akkor g < 1 <}

c) haa<x <bésa>0,akkora2<x2<b?

Bizonyitsatok be az llitasokat: lcm

a) ha a <b, akkor a < < h\

b) ha 0 <a<h, akkora < Jcib <b\

irjatok fel kettds egyenlotlenség
alakjaban a 10. abran lathatd alakzat
teriiletének értékét!

10. abra
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120. A derékszdgli haromsz6g a és b befogdi olyanok, hogy
8,4 <a <85, 6,5<b<6,6. Becsuljétek meg a haromszdg teriiletét
és keruletét!

A 121* Trjatok le az abszolutértékes egyenldtlenségeket kettds
egyenl6tlenségek alakjaban:
a) W <3 b) X < 0,5; 0)2|id< w d) id- 7<-6!
122*.Irjatok le az abszolutértékes egyenlétlenségeket kettds
egyenlétlenségek alakjaban és egyszerisitsétek:

a) [|2ic—11< 3; b) |2- 0,5%| < 2,5;

*~p Ismétld gyakorlatok

123. Egy motorkerékparos 10 6rakor elindult A varosh6l B varosba,
11 orakor pedig egy autos induit el 4-bdl B-be. Hany érakor érte
utol az autos a motorkerékparost, ha B-be 13 drakor érkezett meg,
mig a motorkerékparos 14 drakor futott be ugyanoda?

124. Irjatok le norméalalakban az alabbi tdmegeket:

a) Hold - 73 500 000 000 000 000 000 t;
b) Nap - 1990 000 000 000 000 000 000 000 000 t!

125. Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

EGYVALTOZOS EGYENLOTLENSEGEK
MEGOLDASA

Az eldz6 osztdlyokban kétféle, valtozdt tartalmazo egyenléséggel
ismerkedtiink meg: az egyenletekkel és az azonossdgokkal. Az
azonossagokat bizonyitjuk, az egyenletet megoldjuk. Ugyanigy kétféle,
valtozo6t tartalmazd egyenl6tlenséget kilonbbdztetiink meg: azonos
egyenldtlenségeket és ismeretleneket tartalmaz6 egyenlétlenségeket. Az
azonos egyenlétlenségeket bebizonyitjuk (lasd a 7. 8.), az ismeretleneket
tartalmaz6 egyenlotlenségeket megoldjuk.

Vizsgéljuk meg az 5x- 2> 8 egyenlétlenséget, ahol jea valtoz6. Ha az
x valtozot 1-gyel helyettesitjik, akkor hamis szamegyenlétlenséget kapunk:
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5- 2 > 8. Azt mondjuk, hogy az x = 1 ertek nem elegiti ki az adott
egyenlotlenseget. Ha az x valtozot 3-mal helyettesitjuk, akkor igaz
egyenlotlenseget kapunk: 5-3-2>8. Azjc = 3 ertek Kielegiti az adott
egyenlotlenseget, vagyis 3 az 5jc- 2 > 8 egyenlotlenseg megoldasa.

Az egyismeretlenes egyenlotlenseg megoldasanak a
valtozo azon erteket nevezzuk, mely Kielegiti az adott
egyenlotlenseget.

Egyenlotlenseget megoldani annyit jelent, mint megtalalni valamennyi
megoldasat vagy bebizonyitani, hogy nines megoldasa.

Egyenlotlensegeket ugy oldunk meg, hogy egyszerubb, az eredetivel
egyenerteku (ekvivalens) egyenlotlensegekkel helyettesitjuk.

Ket egyenlotlenseg ekvivalens, ha megoldasuk megegyezik, vagyis
ha mindkettot a valtozok ugvanazon ertekei teszik igazza. Azokat az
egyenlotlensegeket, amelyeknek nincsenek megoldasaik, szinten
ekvivalenseknek tekintik.

Peldaul az 5jc- 2 > 8 egyenlotlenseg ekvivalens az 5&> 2 + 8, 5x > 10
es x > 2 egyenlotlenseggel is.

A valtozokat tartalmazo egyenlotlensegek sok olyan tulajdonsaggal
rendelkeznek, amelyek megegyeznek az egyenletek tulajdonsagaival.

1. Ha az egyenlotlenseg egyik oldalarol ellenkezo elojellel
atvisztink egy tagot a masik oldalra, akkor az eredetivel
ekvivalens egyenlotlenseget kapunk.

2. Ha az egyenlotlenseg mindket oldalat ugyanazzal a pozitiv
szammal szorozzuk vagy osztjuk, akkor az eredetivel ekvivalens
egyenlotlenseget kapunk.

3. Ha az egyenlotlenseg mindket oldalat egvazon negativ
szammal szorozzuk vagy osztjuk es az egyenlotlenseg iranyat
az ellenkezojere valtoztatjuk, akkor az eredetivel ekvivalens
egyenlotlenseget kapunk.

Ezek a tulajdonsagok a 2. §-ban bizonyitott tetelekbol kovetkeznek.
Az alkalmazasukkal az egyenlotlensegeket ugy oldjuk meg, mint az
egyenleteket.

1. pelda. Oldjuk meg az 5x <2x + 15 egyenlotlenseget!

</ Megoldas.A2jc tagot atvissziik az egyenlotlenseg bal oldalara:

5ic- 2jc< 15.
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Osszevonjuk az egynemii tagokat:
3x < 15,
Elosztjuk az egyenl6tlenség mindkét oldalat 3-mal:
*<5.

Fe le let. Az egyenlotlenséget barmely 5-nél kisebb valés szam
Kielégiti.

2. példa. Oldjuk meg a 7(2 - x) < 3x + 44 egyenlotlenséget!

Z Megoldéas 14- Ix <3x+ 44,

-Ix - 3x<-14 + 44,
-I0x > 30, x >-3.

Fe le let. Az egyenlotlenséget barmely -3-nal nem kisebb valds szam
kielégiti.

Megjegyzés. Az egyenlétlenségek megoldasat célszerli interva/lummal
megadni. Az 5-nél kisebb valos szamok halmazat minusz végtelenségtol
5-ig terjedo intervallumnak nevezzik, ajel6lése (-°°; 5). Ez az intervallum
all. abrén satirozassal van &brazolva, mig az 5 értéket, amely nem tartozik
a megoldasok halmazaba, vilagos koérdcske jelzi.

yHITTTITTEErrrro

0 5
11. abra

A -3-né&l nem kisebb valamennyi valés szam halmazat -3-t6l a
végtelenségig terjedd intervallumnak nevezzik, beleértve a-3 értéket is.
A jel6lése [-3; °°). Szemléletes abrdzolasa a 12. abran lathatd, ezen a
megoldasok halmazaba tartozo -3 értéket sotét kdrdcske jeldli.

Kdvetkezésképpen a fenti egyenlétlenségek megoldasa intervallumok
segitségével is felirhatd: (<> 5), [-3; o).

Mint mar tudjatok, az egyenletek koz6tt a legegyszeriibbek az ax = b
alaku lineéris egyenletek. Az egyismeretlenes egyenldtlenségek esetében
is a linearis egyismeretlenes egyenlétlenségek a legegyszeriibbek.

-3 0

12. abra
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Ha a es b megadott szamok es az x ismeretlen valtozo,
akkor a koévetkezo egyenlotlensegek

ax < b, ax> b, ax< b, ax> b *
mindegyiket egy x valtoz6s linearis egyenldtlensegnek
nevezzuk.

Peldak linearis egyenldtlensegekre:
2jc<3, -7x> 14, 0,5x<Il, 9x>0.

A lineéris egyenlotlensegeket gyakran a kdvetkezd forméban irjak:

ax - b<0, ax- b> 0, ax- b<0, ax- b>0.

Ha az a nullatdl elter6 szam, akkor a (*) egyenldtlensegek
mindegyikenek megoldasa olyan halmaz, amelynek vegtelen szdmegyenes
felel meg.

A linearis egyenldtlenseg megoldasainak fliggeset a valtozd
egyutthatdinak erteketdl es a relacios jeltdl az alabbi tablazat szemlelteti.

ax >b ax <b
Ha a >0, akkor Ha a >0, akkor
b (b. A\ b (00 BN
x> a1xe \a,(D) X<é,.I:€ N
WAY/[IN T —"
b b
Ha a <0, akkor Ha a <0, akkor
b ( . b}, . Mh . \b,
X<é,Xe\/'OO,'a JC>?‘|C€LH )

A

b b
a a

Ha a =0, akkor vagy az (*) egyenlétlensegek egyikenek sin.cs megoldasa
(peldaul Qc> 5) vagy mindegyikenek a valés szamok halmaza a megoldasa
(peldaul 0x < 5).

¢5 A linearis egyenlétlensegek megoldaséara vezethetd vissza a
legegyszeribb abszolutertekes egyenlétlensegek megoldéasa.
Oldjuk meg az alabbi egyenlétlensegeket:
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a) W <5 b) W>3; c)|x|<-2; d)|x|>-0,5!

a) Az egyenlotlenséget az x dsszes olyan értéke kielégiti, amélyek-
nek az abszolut értéke kisebb 5-nél. Ilyen minden 5-nél kisebb valés
szam, minden -5-nél nagyobb szdm és a 0 szam. Ezeknek a szdmok-
nak a halmaza a -5 < x < 5 kettds egyenlotlenségekkel irhat6 le. A
szamegyenesen ennek a szamhalmaznak a 13. abran lathaté interval-
lum felel meg. A -5 és az 5 nem tartozik ehhez az intervallumhoz,
nem elégitik ki az adott egyenlotlenséget, mig a |x| <-5 egyenlot-
lenséget kielégitik (14. abra).

b) A X\ > 3 egyenlotlenséget kielégitik a 3-nal nagyobb és a —3-nal
kisebb valamennyi szam (15. abra).

-5 0 5
13. dbra

15. abra

c) Minden szam abszollt értéke nemnegativ szam, amely nem lehet
kisebb a -2 negativ szdmnal vagy egyenl6é -2-vel. Ezért az adott
egyenlotlenségnek nines megoldasa.

d) Minden nemnegativ szdm nagyobb -0,5-nél. Ezért az adott
egyenlotlenséget minden valds szam kielégiti.

Ellenorizzétek magatokat!

*1. Mondjatok példakat ismeretlent tartalmazo egyenlétlenségekre!
*2. Mit neveziink az ismeretlent tartalmazé egyenlétlenségek
*  megoldasanak?

»3. Hany megoldasa lehet az egyvaltozds egyenlotlenségnek?

>4, Hogyan irhaté le az ismeretlent tartalmaz6 egyenlétlenség
*  megoldasainak halmaza?

VvV  Oldjuk meg egydutt!

1 Oldjatok meg a 2x + 3 < 2(jc+ 3) egyenlotlenséget!
"Megoldéas. 2jct+3<2jct 6,

2X- 2Xx<6- 3,

Ox< 3.
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A Ox< 3 egyenlbtlenség x minden értéke mellett igaz.
Felelet.(~°% °°).
2. Oldjatok meg a 6z + 7 > 2 (3z + 4) egyenl6tlenséget!

/

Megoldas.6z + 7>6z +8,
6z- 62>8- 7,
> 1

A Ox> legyenl6tlenséget nem elégiti ki z egyetlen értéke sem.
F e le let. Az egyenlbtlenségnek nincsenek megoldasai.

3. Oldjatok meg az + — >y - legyenlbtlenséget!

y Megoldas.Az egyenlotlenség mindkét oldalat megszorozzuk
6-tal (6, 3 és 2 legkisebb kdzos toébbszorose):

X-5+2(x- 8 >3 e5x- 6
X-5 +2x- 16> 15x-6;
X+ 2x- 15x>-6 + 5+ 16;

-12x> 15;x<-||;x<-1,25.

Felelet.(-°°;-1,25).
4. Oldjatok meg a-2 < I0x- 3 <5 kettds egyenl6tlenséget!
y Megoldas.-2 +3<10x-3 +3<5 +3,

1< I0x < 8,
0,1 <x <0,8.

Felelet.[0,1; 0,8].

N

126.

127.

128.

129.

Oldjatok meg szdban!

Oldjatok meg az egyenldtlenségeket:

a) 2x < 6; b)-3x>9; €)10x<20;
d) 0,5z > 2; e) jy <10, f)- V2ic > 2!
Hany megoldasuk van az egyenldtlenségeknek:

a)x2+ 1<0; b) ¥ < 0; c) X <0?
Oldjatok meg az egyenldtlenségeket:

a)x + 3<x; b)x-3<x; c)3+x>3!

A0, 1 2, 3, 4, 5 szamok ko6zul melyek elégitik ki az
egyenlotlenségeket:
a)2x-5>0; b)4x+1<13; c)3x +4>5?



130.

131.

» 132.

133.

134.

1 fejezet

Jelbljétek intervallumok alakjaban a koordinata egyenesen az alabbi

egyenlotlenségeket kielcgitd halmazokat:

a) je< 4; b)je>- 1 c)x<0,5!
Oldjatok meg az egyenlotlenségeket (131-134)!

A XxX+2>5 b) X- 4>0; C)2+x >3

d) 3jc> 15 e) 4y < 36; f) 5z > 35.

a) 3jc> 15; b)yx +7>0; C) 2x- 5> 0;

d) - 4jc> 20; e)x- 15<0; f) 10 + 5x<0.

a)-je<5; b)-z > -4; C)-x <0

d)-5x< 15 e) -3x >-3; f) 5z <-1.

a) 3ic+ 2<5; b) 7x- 4 > §; C) X+ 5>5;

d) 5ic- 4 < 3j¢ e) 6z + 1> 2z fly +5 <2y.

Ekvivalensek-e az egyenlétlenségek:

135.

a)2x +3 > jc+ 8ésjc> b;

b) 2jc- 3>26és2x- 4> 1;

c) 3- 5jc<jeés 6jc >3;

d) 3jc—1<6- 2jcés 1—3jc< 2x - 6?

Oldjatok meg az egyenlotlenségeket (136-139)!

p 136.

137.

138.

» 139,

140.

2 141.

a) 8x- 3>5x + 6; b)7y- 13<5y- 9

c) 2x- 3<3x- § d)x- 15>4x+ 3;

e)3+X> 2x- 3; f)5-2y <y +8;

g) 3- 5x>4- 5x; h) 8+ 6z< 13 + 6z.

a) 6x + 21 <5x + 8, by 3x+ 7<7x+ 3;

C) 7X- 5>3x + 7, d) 2x- 9>9x + 5;

e) X- 15<6x- 10 f) lIx - 3<8x- 15

g) 18- 7x > 5x + 30; h) 17- x> 10- 6x.

a)3(x+ 1)>x +5; b) 2(x- D+4<x+ 7,

C) 4(x-2) <x+ L d)3(x+2)- 4>x+2;

e) 2(x +3) >5x- 9; )a(x+3)- 3x"x- 5
a)-5(x- 1)< 3-7x b) 2(3- X) - x <7+ 3x;

c) 3(2-x) >x - 6 d)-3(2 +x) + 5x<2x + 1;

e) 8- 3(x- 2) >4x; f)by< 12- 4 (y+ 5).

Milyen feltételek mellett vesznek fei negativ értékeket a kifejezések:
a) 7 + 5j¢ b)10-0,5x; c) V2-2x?

Milyen feltételek mellett vesznek fel nemnegativ értékeket a

kifejezések:
a) 2,5 + 0,5jc b) 3,9 + 15j¢ c) 12- 3@
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N 142.

143.

» 144,

145.

Milyen feltételek mellett vesznek fel 10-nél nagyobb értékeket a

.kifejezések:

a) 3+ 7x; b)5,4-2,3x; €)12-xVx?
Milyen feltételek mellett lesz nagyobb a 3x - 7 kifejezés értéke a
kifejezések megfeleld ertékénél:

a) 2x + 1 b) 5x - 2; €)3x-5?
Oldjatok meg az egyenlotlenségeket (144-147)!

ay <3 b)~ <5; e) 0> ff; d)f>-3:

e)-f <1; B3 <2; g) 2V 5>3;

a)y >2; b)y <4; c)y<-4; d)o>1y:

146.

147.

148.

N 149,

150.

151.

e)”>3,; f)4x6" <O0; g |(ax4)> 12

a) (X+2)2> 5x +x2 b) (x + 3)2- 2x > 5x + x2,
C)4- (X- 2)2>x- X2, d) (7 - x)2- x2<x- 11
a) (x- 3)2<x1-x; b) (x- 2)2+ 7x <x2- 3x;
c) 1- (x+2)2< I, d) (x- 5)2- 7>x2+ 8.

irjatok le harom olyan egyenl6tlenséget,
amelyek megoldasainak a halmaza
megfelel a 16. abran lathat6 inter-
vallumnak!

Az n mely legnagyobb természetes szam értéke elégiti ki az
egyenlotlenségeket:

a) 18- 3(n- 15) > 1\n\

b) 0,3(/7 - 2) < 1,2- 0,5(« + 2)?

Az m mely legkisebb egész értéke elégiti ki az egyenlotlenségeket:
a) 3m+ 8(2m - 1) > 5m + 35;

b) m2+4m <(m + 2)22

szint

Azx mely értékei mellett lesznek az>>= fx - 7 ftiggvény értékei:
a) pozitivak; b) negativak;
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$ 152.

153.

1 fejezet

c) mai mari decét 5; d) - j -nal nem kisebbek?

Azx mely értékei mellett lesznek azy =5,2 -2,5x fiiggvény értékei:
a) negativak; b) pozitivak; ¢) 7,7-nél nem nagyobbak?
Az jevaltoz6 mely értékei mellett van értelme a kifejezéseknek:

a) J3x -6 ; b) j4-x; ¢) J-(2-x);

d) Jo.5- 0,3x; e) VI-5(x + 3); x+ JI-x?

Oldjatok meg az egyenl6tlenségeket (154-161)!

» 154,

155.

156.

» 157.

158.

159.

» 160.

a)3(x +4) +2(3x-2)>5x-3(2x + 4);

b) 2x- 6- 5(2-x) < 12-5(1 -x);

C)X+2<52x+8)+ 13(4- x) - 3(x- 2).

a)y +7>4(2-y) - 12(4- 2y) + 1{y- 1);

b) 0,2(x- 2) - 0,3(3 - x) >0,4(2jc- 1)- 0,5(x- 1
€)252-2)- 35(z-1) <25z+2)- 152- 2.

a) £+ >6; by f - f >2; C)x+ j >15
2 3- .
d> J:r’:x- 2y>0;e )A -0 >2.

a) "3 1 56- 29+ 1<

b) 3(2x- 4) + 5(x- 2)- 3< §(x- 2).
a) -6<llil -
b) _27-10r > 3z-12 _ 9-4r
10 4 "5
) (X- 2)(jc- 3) >x2 b) (x + 5)(x - 7) <x2
c) (2x- D(3x +5) <6x2 d) (3x - 2)(3 + 2x) > 6x2,
e) (3x- 1)2<9x(x- 2); f) (3x - 2)2> (3x + 2)2
a)(z-2)2<(z-3)(z +5); b)(y+3)2>y(y- 5);

\2

c(i+vi d)(*_AR>" >



162. A 17. &brén ay=>fx esy =4- 7
fuggvenyek gorbei Il&thatok.
Ezeket alapul veve hatérozzétok
mega Jx <4-  egyenldtlenseg
megolddsainak halmazét!

163. Oldjatok meg grafikusan az
egyenlotlensegeket:

a) Jx >| ; b) yfx >x2 €) Jx <x-2\

2 164. Allitsatok 6ssze olyan x valtozos egyenlotlenseget:
a) amelynek egyetlen megolddsa sincs;
b) amelyet minden valds szdm igazza teszi;
c) amelynek csak az egy 5-0s szdm a megoldasa;
d) amelynek megoldashalmaza a (-2; 3) intervallum!

165. A turistdknak legkesdbb 3 6ra milva vissza keil terniik
a széllashelyukre. Mekkora tédvolsagra tudnak letiszni mo-
torcsénakkal a folyon a vizfolyds irdnyéban, ha a
vizi jarmu sebessege 18 km/h, a vizfolyds sebessege pedig
4 km/h?

166*. Oldjatok meg az egyenldtlensegeket:

a) (2x- 3)(5jc+ 2) - (3x- D@jc+2)>2 (1 -*)(1 +i0 - ¢
b) (Bjc- 2)(Bic+ 2) - (2x- 3)2< 5jc(x + 7) + 10;

c) (4jic+ D(3jc- 5) + (2x + 3)(5jc- 4) < 22+ 5 (2x- D2

d) (Bic+ 1)2- (2jc- 3)(3 - 2i9 > (2jc+ 1)2+ (3jc- 7)(3jc+ 7)!

167. a)-3 <sjc- 1<4; b) 1<3x+4<7,;
€)-5 <3 - 2x< d)-8 <7-5x<-3;
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£) 0,7 < 3jic+ 1< 13; f)-3,4 <5- 2jc < 18; .
-1 3. 2-05x N if
g)-7<"< -5 5« 3. .

$ 168. Oldjatok meg a kettds egyenldtlensegeket, es hatarozzatok meg a
legnagyobb egesz szdm{ megoldasat:

a)2<3x- 5<7,; b) -3 <4- Ix<3;

€) -2<1- 3jc<4 d)-0,3<27+0,\x <17
Oldjatok meg az egyenlétlensegeket (169-170)!
169*a)|x|<5; b)ljc-3|<7; c) |2ic—3|< L
170*.a) |3x| <1; b) W+ 1\ <3; C)[1- 5% <2

Az a parameter minden ertekere oldjatok meg az egyenlétlensegeket
(171-172)!

171*.a)ax>5; b) ax <0; c)(2a-)x<4a2- 4a+ 1
172*.a) ax > g; b) crx <O0; c)a2+a- 12<(9- adx

*=* |smetld gyakorlatok

173. Vegezzetek el a miveleteket:
a) 8 » 105+ 4 « 105 b)5-108- 8-107
c) (4,2 1092 d) (3,7 - 109 -2,4- 108
e) (3,6 106 :(2,4 103!
174. Abrézoljatok a fiiggveny grafikonjat:
Al»+ 6=0; bjy2- x = 0!
175. Korabban 3 kg his annyiba kerdlt, mint amennyibe most 2 kg kerdl.
Héany szézalekkal dragult a hiis?

5.§. INTERVALLUMOK

Az egyenlétlenseg megoldasainak halmaza leggyakrabban intervallum.
Az intervallum fogalméat gyakran alkalmazzak a matematika egyeb
tertiletein is. Ezert ajanlatos kiilénbseget tenni az intervallumok tipusai
kozott, es megtanulni megtalalni a metszetiiket es unidjukat.

Ket intervallum metszetenek a k6z6s resziuket
nevezzik.
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Példaul a 4) és (-3; °°) intervallumok metszete (-3; 4).
Mivel két halmaz metszetét fl jellel jeldlik, ezért ezt a kdvetkezoképpen
irjuk:
(-00; 4) n (-3; 00) = (-3; 4).

Szemléletesen ezt az egyenldséget a 18. abra mutatja.

Egyéb példak. A 19-21. abraknak az alabbi egyenléségek felelnek meg:
(-3: 5) fl (-2; 4) = (-2; 4);
[-3;5) D (- 4;-3] = {-3};

(-3; 5) fl (-5; -4) =0.

-3-2 0
18. abra 19. dbra
-4-3 0 5 -5-4-3 0 5
20. abra 21. dbra

A masodik egyenl6ség azt mutatja, hogy a [-3; 5) és a (- 4; -3]
intervallumoknak egy kézds szdmuk van, a-3.
A 0 jellel az tres halmazt jelolik. Az utolsé egyenloség azt
mutatja, hogy a (-3; 5) és a (-5; -4) intervallumoknak nincs kdzés
szamuk.

Két intervallum unidjanak (egyesitésének, 6sszegének)
nevezzik azt a szamhalmazt, amely mindegyik inter-
vallum mindegyik szdmat és csakis ezeket a szamokat
tartalmazza.
Két intervallum unidjanak jele: U. Ezért a kdvetkezdket irjuk:
(2,4) U35 =(25).
Szemléletesen ezt az egyenldséget a 22. abra illusztralja.

-I0 2345

22. abra



A 23-25. &brak megfelelnek az aldbbi egyenloségeknek:
(-3;5) U (-2; 4) =(-3; 5);
[-3; 5) U (-4; -3] = (-4; 5);
(-00; 4) U (-3; 0) = (-00; 4).

-3-2 0 4 5 -4-3 0 5
23. abra 24. abra
3 0 4 -5-4-3 0 5
25. abra 26. abra

A (-3; 5) és (-5; -4) intervallumok unidja két kiilonallé halmazbol all
(26. abra); ajelolése a kovetkezo:
(-3; 5) U (-5; -4).
Elofordul, hogy hdrom vagy tébb intervallum uni6jat keil vizsgélni.
Héarom intervallum metszete olyan szdmhalmaz, amely mindh&rom
intervallumnak elemei. Peld&ul:
(-4; 5) H (-00; 6) D [-3; 7) = [-3; 5);
(-4; 5) U (-00; 6)U[-3;7) = (-00; 7).

Ezeknek az egyenloségeknek megfelel a 27. a és b abra.

-4-3 0 567 -4-3 0 567

27. abra

Mivel az intervallumoknak tobb tipusa letezik, ezert ennek megfeleld
elnevezest keil alkalmazni a jel6lesiikre. Hagyomanyosan a kovetkezd
elnevezeseket haszndljak. Ha a es b tetszdleges szdmok, akkor:

(-00; a), (b;-00) - vegtelen intervallumok;

@\ b) - nyilt intervallum;

[&; b] - zart intervallum;

[a\ b) - jobbrdl nyilt intervallum;

(a; b] - balrdl nyilt intervallum.
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A 28. 4brén az intervallumok tipusai és azok jelolési modjai lathatok.

X

(a; 6 a< x <b
a b
X
oy U4 T ~ a<x<b
a b
X
(a; by T - a<x<b
a b
, X
[a;b) S — " a< x<b
a b
X
(-0 b) X <b
b
X
(a; 00) X>a
(-00; 00) X R
28. abra

Az intervallumok a halmazok speciélis esete. Ezeken kivil vizsgalnak
olyan halmazokat, amelyeknek tetszoleges objektumok az elemei: emberek,
allatok, novények, évszakok, a hét napja, mértani alakzatok, egyenletek,
fliggvények. A metszet vagy unid fogalmak barmilyen halmazra
alkalmazhatok (29. bra).
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TEGLAL

30. abra

Példaul a négyzetek a téglalapok és a rombuszok halmazanak
metszetében helyezkednek el (30. abra). A racionalis és irracionalis szamok
halmazanak unioja a valés szamok halmaza (31. abra).

31. abra

A halmazok metszeteit és unidit célszerii Euler-diagrammal abrazolni
(30. és 31. abra).

fil Eléfordul, hogy meg kell hatarozni két vagy tébb egyenlot-
lenség megoldasainak unigjat. llyen esetekben egyenlétlenség-
uniorél beszélnek. Ezeket szdgletes zarojelekkel jelolik:

2ic>17, X > 8,5,
jc—1<3, va%y je<4

Az egyenldtlenség-unié megoldasanak a valtozé azon értékét
nevezik, amely az adott egyenlétlenségek legalabb egyikét kielégiti.
Az egyenlotlenség-uniét megoldani annyit jelent, mint valamennyi
megoldasat megtalalni vagy bebizonyitani, hogy nem léteznek
megoldasok. Az adott egyenlétienségek megoldasainak halmaza a
(-00; 4) U (8,5; ~).

Az uniét egyes egyenlet- és egyenlotlenségtipusok, egyebek mellett
az abszolutértékes egyenlotlenségek megoldasara hasznaljak.

Barmely \M\ >a alaku egyenlétlenség, ahol M valamely kifejezés,
leirhat6 egyenldtlenség unidkét:
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Ellenorizzétek magatokat!

« 1 Mit neveziink két intervallum metszetének?

“2. Milyenjellel jel6lik két halmaz metszetét?

A 3. Mit neveziink két intervallum uni6janak? Milyen jellel jel6lik?
- 4. Mondjatok példkat intervallumokral

~ 5. Mondjatok példakat végtelen halmazokra!

Oldjuk meg egyditt!

1. Hatarozzatok meg a (-6; 8) és (5; intervallumok metszetét és
unigjat!

/ Megoldas. Abrazoljatok mértanilag az adott intervallumokat
(32. abra). A kozos szamaik (elemeik) az (5; 8) intervallumot képezik.
Vagyis (-6; 8) D (5; «,) = (5; 8).

Az intervallumok unidja:

(-6; 8) U (5; «,) = (-6; «,).
2. Oldjatok meg a |5x - 3| > 2 egyenlotlenséget!
y Megoldés. a) A|5x-3|>2 egyenlotlenség a kdvetkezd egyen-

) . ) 5x- 3>2, OX > 5,
lotlenség-unioval ekvivalens . 5 2, Vay  gy<q

X>1,
ahonnan X <0.2.

A 33. abra az adott egyenlotlenséget kielégito megoldasuniénak
megfelelo intervallumot mutatja.

32. abra 33. dbra
Felelet: (- 0,2] U[1 <»).
W Oldjatok meg szdébanll

176. Hatarozzatok meg az intervallumok unidit:
a) (0; 1) és(0;2); b)(0; )eés(0,5; 1),
¢ (1;2]és[25); d)(—=0)és]o;3)!
177. Hatarozzatok meg az el6zo feladat intervallumainak metszeteit!



178.

179.

180.

181.

182.

183.

2 184.

185.

S 186.

187.

188.

1l fejezet

Milyen termeszetes szdmokat tartalmaz a (1; 8) intervallum? Es a
[1; 8] intervallum?

Milyen egesz szémokat tartalmaznak az intervallumok:

a) [-3;4]; b)(-3;4) c) (-3; 4]; d) [-3; 4)?

Az a es b valamennyi erteke mellett tartalmazza-e a [a\ b] intervallum

a (a; b) intervallumot?
Mivel egyenld a [a; b] es (a; b) intervallumok metszete? Es az

unidjuk?
szint I

Abrazoljatok a koordinéta-egyenesen az intervallumokat:

a) (2,00;  Db)(-00; 0); o) [-3;~); d)(-~; -4]!
Irjatok le jelekkel a 34. &bran lathatd intervallumoknak megfeleld
intervallumokat!

-10 5 -4 -10 1

34. abra

Abrazoljatok intervallumok alakjédban es koordindta-egyenesen is
az alébbi egyenlétlensegek megoldéshalmazat:

a)x<3; b)x>-2; c) je<0; d)x>7!

Mely linedris egyenldtlensegnek megolddshalmaza az aldbbi
intervallum:

a)(3;00); b)(-2;00); c) (—=7]; d) [-3; <¥)?
Mely linedris egyenldtlensegnek van a 34. dbran lathato
megoldashalmaza?

Abrazoljatok jelekkel es grafikusan az al&bbi kettds egyenlétlensegek
megoldashalmazat:

a)-3<j:<2; b)O<x<4; €)-5<x<0!
Hatérozzatok meg az aldbbi intervallumok unidjt es metszetet:
a) [23]es[3;5]; b) [-5; 0] es [-3; Q];

¢) [-5; 71 es [-7; 5); d) (-2; -1) es [-3; -1];

e) (L 2)es(-2; 1) f)(—;:2)es[-2;-)!
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£- 189. Masoljatok &t a tblazatot a fiizetetekbe és toltsétek ki a megadott
‘ intervallumok unidival és metszeteivel!
S.sz. Intervallumok Unio Metszet
(0; 3) és (0; 5)
(-2; 0) és (-3; 0)
(-o0; 1) és (0; 2)
(-2; oo) és (0; @)
(-o0; 1) és (0; oo)

o > DN Py

190. Hasonlitsatok ossze az a és ¢ szamokat, ha:

a) (-00; @) U (c; 00) = R; b) (a;x) O (x; ¢)=0;

c) (y; a fl (c;y) =0; d) (a; °0) U (-00; c) = Al
Oldjatok meg az egyenldtlenségeket és a feleleteket irjatok le intervallum
alakjaban (191-192)!

» 191. a) bx- 3> 12 b)3x +5> 11; c) 0,5jc+ 2,6>3;
d) 1+2x<7; e) 5- 3jc< 2; f)-1,3jc- 9<4.
192. a) 3je< 1-2x; b) -Ix <3x+5 C) 5x>x - 2;
d) -2x >9- 5x; e) 2x <Ix +3; f) 1,1jc>x —5.

Abrazoljatok a koordinata-egyenesen az egyenldtlenségek megoldashal-
mazait (193-195)!

193. a) 0,5jc- 4(jc- 3) > 3x; b) 6x < 0,2x- 2(jc+ 3);
c)0<y-0,3(2-y); d)4>5z- 02(1 -z).
3>194. a) 0,3<1,2 +0,5(a- 2); b) 0<45+0,l(2y - 3);
c) 2,7(x + 3) < 7,2(jc- 3); d) 3,4(2x + 3) < 6(x + 2).
3
195, a)2x+§<21"+§ 4 v 5
c)x- j(x-3)>04; d)2y- \ <0,2(y + 3).
C B szint
196. Milyen feltételek mellett igaz:
a) (a t) U (m;n)=(a;b); c) (a;t) fl (m; <) =(a; H?
197. Hasonlitsatok ossze az x és a, y és ¢ szamokat, ha:
) (a0 n (6y) = (a0 b) (@ ©) fl (%) = (6 y):

) (@c)Uxy)=(@o); d) @) U (xy) = (& y)!
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198.

199

200.

$>201.

202.

1lfejezet

Irjatok le kettds egyenldtlenseg alakjdban az a, x esy szdmok kozotti
relaciot, ha:

a) (@°)n (xy)=(a y\ b) (@ ») U (xy)=(a *°)

C) DU XY) =(C<; y); d) (<= a) fl (x;y) = ("»; a)!
Milyen 2-es nevezoji tortek talalhatok az intervallumokban:

a) (1;6); b) (2; 3); c) [-5; 0I; d) [-2; 3]?
Vegyiik a [a; b] intervallum hosszénak a b -a kiilonbseget. Hanyszor
nagyobb az elsd intervallum hossza a masodik hosszénal:

a) [0; 10] es [0; 5]* b) [1; 15] es [1; 3];

c) [-6; 10] es [-3; 5]; d) [na; nb] es [a; b]?

Az x mely ertekei mellett tartozik bele a 3x + 2 kifejezes az alabbi
intervallumokba:

a) [-1; 5] b) (1; 17); ¢) [0;3); d)(-7;-1]?
Az x mely ertekei mellett tartozik bele az 1,3 - 0,3x kifejezes az
alabbi intervallumokba:

) (-0,2; 2,5);  b) [1; 4); ) (-2,6;02]; d)[-2;01]?

Oldjatok meg az egyenlétlensegeket, a megoldasaikat irjatok le intervallu-
mok alakjéban (203-204)!

203.

205.

a) 5(ict+ 2) + 2(jc- 3) <3(x- |) +4(* + 3);

b) 3(2jc- 1) +3(x- 1)>5(x+2) + 2(2x + 3);
€) 2(x- 3)+5(x-2)>3(2-j9- 2(3-je);

d) 9(x- 2)- 2(3x- 2) <5(x- 2)- 2(x +5).3

2 3 < 6 3
X-2 1+ Ix X+11 N 542X,
2 4 3 0« 4

3-2V  x-l1 > 53V  4x+3
c) o 3 4 6

d 6v- 5 N+7x N 4v+3 2V+3
) 3 5 5 10

Egy négyzet teruletét 1-nek véve mely
intervallumba tartozik a 35. abran lathato
alakzat:

[1 2), [23), [3;4) vagy [4; 5)? 35. 4bra
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Hatérozztok meg azoknak a halmazoknak az unioit és metszeteit, amelyek
az egyenlotlenségek megoldésai (206-207)!

206. @)~ ! +" <065*g3 A >4

b) AAA 4 >Oés4.v7+3,x;-l<2_
207. ) 3x- —>06 T **3>2

b) 3i5x 'yéS>OéS 3x4—2 5x3+1>1-
2208. A 36. abran egy 4x4-es négyzetre

n szami kockabdl oOsszerakoftt

alakzat lathaté. A kovetkezo

intervallumok kézil melyikbe

tartozik az n szam: (57; 67),

(50; 69) vagy [55; 65]?

36. abra

Oldjatok meg az egyenlétlenségeket (209-210)!

209*%. a) |4 > 1; b) \x +2\> 5; c) |3x+ 1| > 5;
d) |5id > 2; e) \x- 1> 3; f)|p—2x >3
210. a) |x+ 5/ >-3; b) - 3x <-I; c) |2x —11> 0;
d) [x- 1] <0; e) |5x + 3| > 0; f) [8—4x| <.

<=p» Ismétld gyakorlatok
211. Hatarozzatok meg a szorzatok értékét:
a) V6eM =M b) "6 +\V48 «\50 ;
c) JA2mJi «J20 «J\S ; d) VI5 e\V/72 ¢\ « V45 |
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212. Hatarozzatok meg az egyenletek gyokeit:
2 5JIx =0; b) \0Jx =4; c)6"-48 =0
d 3 +20=0; e)4\Vic+9=11; H7-2wx=12!
213. Al-Karkhifeladata. Hatarozzatok meg annak a teglalapnak a
teriiletet, amelynek az alapja magassaganak a ketszerese, teriilete
pedig szam szerint a keriiletevel egyenlo!
214. Az osztaly tanuloi karacsonyi udvozlolapokat valtottak egymassal.

Hany tanulo volt az osztalyban, ha 812 kepeslapra volt sziikseg
egymas koszontesehez?

egyvAltozos egyenlotlenseg-
RENDSZEREK

Elofordul, hogy tobb egyenlotlenseg kozos megoldasat kell

meghatarozni. K.eressiik meg peldaul a kovetkezo ket egyenlotlenseg
2x- 3<5 es 2—7Pjc<l1l

kozos megoldasat, vagyis jc azon ertekeit, melyek mindket
egyenlotlenseget kielegitik. llyenkor egyenlotlenseg-rendszerrol
beszeliink.

Az egyenletrendszerhez hasonloan az egyenlotlenseg-rendszert is
kapcsos zarojellel jeloljuk:

2jc- 3< 5,
2 —3jc< 1L

® Az egyvaltozos egyenlotlenseg-rendszer megoldasa a
valtozonak az az erteke, mely kielegiti a rendszer
mindegyik egyenlotlenseget.

Az egyenlotlenseg-rendszert megoldani annyitjelent, mint meghatarozni
az osszes megoldasat vagy megmutatni, hogy nines megoldasa.

Oldjuk meg a vizsgalt egyenlotlenseg-rendszert, fokozatosan
helyettesitve mindegyik egyenlotlenseget egyszeriibb, vele ekvivalens
egyenlotlenseggel:

2x - 3 <5, 2X < 8,
2- 3*< 11; -3x<9;



EGYENLOTLENSEGEK 49

Az egyenlotlenség-rendszer megoldasainak halmaza egyenlotlenségei
megoldashalmazainak metszete lesz. Hatdrozzuk meg a metszetet
koordinata-egyenes segitségével.

Az elso egyenlétlenség megoldasa a 4-nél kisebb valamennyi szam, a
méasodiknak valamennyi -3-nal nagyobb szam (37. &bra).

-3 0 4
37. abra

A rendszer mindkét egyenl6tlenségét igazza teszik az x olyan értékei,
mint a -3 <x <4. Az x értékeinek ezen halmaza a (-3; 4) intervallum.
A -3 és a4 nem tartozik az intervallumhoz.

Oldjunk meg még két egyenlotlenség-rendszert:

V Megoldés.

Mind a két egyenldtlenségei x 5-nél nagyobb értékei elégitik
ki (38. abra).

0 5

38. abra

Nem létezik olyan szam, amely egyszerre kisebb 1-nél és nagyobb
4-nél (39. abra).

39. abra

Felelet.a) (5 < b) nincs megoldas.
Egyenlotlenség-rendszerek megoldasara vezethetd vissza példaul az
alabbi egyenl6tlenségek megoldésa:
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a)(*-2)(x +5)<0; b)*|<0.

A"Megoldéds.a) Ketszam szorzata negativ, ha az egyik szdm negativ,
a mésik pedig pozitiv. Vagyis az adott egyenlétlenseg ket egyenlot-
lenseg-rendszer megolddsara vezethetd vissza:

ix~2>0" e p - 2<0’
Ix+5<0 1*+5>0.

Az els6 rendszernek nincs megolddsa, a masodik rendszer
megoldasainak halmaza a (-5; 2) intervallum.

b) A tort erteke negativ, ha vagy a szdmlalé vagy a nevezd negativ.
Ezert a b) egyenl6tlenseg megoldésa ugyanolyan, mint az a) egyenlétlenseg
megoldasa, es mindkettdre a felelet is ugyanolyan.

Felelet.a) (-5; 2); b) (-5; 2).

*25* Oldjuk meg az egyenldtlensegeket:
155 a)\2x- 3| <5; b) [x- 1]>2x-5!

a) A [2jc- 3 <5 egyenlotlenseg es a -5 <2x- 3 <5 kettos egyenlot-
lenseg ekvivalens a kdvetkezd egyenldtlenseg-rendszerekkel:

[2x- 3 <5, [2x < 8,
12x- 3>-5, vagy \2x>-2.
Megoldasainak halmaza [-1; 4].
b) A \x- 1 > 2x - 5 egyenlétlenseg ekvivalens az egyenlotlenseg-
egyuttessel:

X- 1>2x- 5, X- 1>2x- 5 X <4,
o = L2 D X-1<5- 2jg _3X<6;
Az adott egyenldtlenseget a (-°°; 4) es 2) intervallumokba

tartozd valamennyi szam kielegiti. Ezek unidja (-°°; 4).
Felelet.a)[-1; 4]; b) (-°°; 4).

Ellentrizzetek magatokat!

, 1. Mondjatok peldédkat egyenlétlenseg-rendszerekre!

- 2. Mitjelent az egyvaltozos egyenldtlenseg-rendszer megoldésa?

> 3. Mitjelent megoldani az egyenlétlenseg-rendszert?

-J 4. Hogyan hatdrozhat6 meg a rendszer megoldasa, ha ismert a rendszert
alkot6 egyenlétlensegek megoldésa?
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Oldjuk meg egyutt!

1. Oldjatok meg az egyenlotlenseg-rendszert:
j (z2-2)-3>3z2-5,
122+ 2z2<(z- D(z+ 1!
"Megoldas. {3z22~6> 3z2- 5, -6 > -5,
122+ 22<22- 1 1z<-0,5.

Az elso egyenlotlenseg nem igaz, ezert a rendszemek nines megoldasa.
Fe le let. A rendszemek nines megoldasa.

2. A koordinata-egyenes felhasznalasaval oldjatok meg a
[x- 2| + ic+ 11> 7 egyenlotlenseget!

J Megoldas.A|jc-2| kifejezes az x es 2 koordinataju pontok
kozotti tavolsag, a\x + 1| kifejezes azx es -1 koordinataju pontok kozotti
tavolsag.

A 40. abran lathato, hogy azx koordinatajanak 4-nel nagyobbnak vagy
-3-nal kisebbnek kell lennie.

-3 0 4

40. &bra
Felelet. -3) U (4; ©o).
w Oldjatok meg szdéban!

215. Vannak-e megoldésai az egyenldtlenség-rendszereknek:

Uu>3, \x> 0, X >-3, U<-3,
3 U<2; b) \x< 5 ) x<2; d y<22

216. Kielégiti-e a j 3" <™ egyenlotlenség-rendszert az alabbi szam:

a) 2; b) 3; ) 0; d) 67

217. A kovetkezd egyenldtlenségek koziil:
a) lid < 3; b) W- 1<0,5; ¢) lid >5; d)7-]id<0
melyik ekvivalens a megfelel6 egyenlotlenségek rendszerével?
Melyik ekvivalens a megfelelé egyenlétlenség-egydittessel?
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A szint
C 3
$218. Megoldasa-e a 2 a kdvetkez6 az egyenlotlenség-rendszereknek:
fici—3 <5, 3ic>x + 2, 0,5jc> 2x - 3,
a) tdjic+2>9; b) 112<8x- 5 c) 13jc- 1>4?
219. A-1, 0, 1, 2, 3 szamok kdziil melyekre teljesil az egyenlotlenség-
rendszer:
3—x >0, \2x + 3> 5,
3 7+je>0; b) il-jc<0?

220. Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszert ésjeldljetek meg két olyan
egész szamot, amelyek kielégitik azt:

2X+7>0, 2x - 5<0, X+ 1<0,
a)i.3x + 6>01 b>[Bfc+ 9<@; C) I2x+5>0!
Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszert (221-224)!
22ic+ 3>x, 2 - 5jc< 7, 8 < 4jc+ 8,
P21 ix-x <3 D lger1<-8, O 0>3cre
\Sy-K2y, 4- 3y>-2y, 5y-7 <3y,
222. a)llB3-2y <y; b)ly - 3>4; ) 2-4y<s.
\0,5z- 2 <z, 0,8jc- 3>5, 1—1,5jc< je,
223 a)110,3-22>3z; D loe+1>9; 9 1+15%< 186
(-1> f [62+1<4Z, |<x-2,
20, L3712HRE 0 3
H[X_1<7; |f'f>03,
2x-3>0.

225. Adjatok az a-nak olyan értékeket, amely mellett az a), b), c)
egyenlotlenség-rendszereknek: 1) van megoldasuk; 2) nines
megolgéstik .

8 x<3 b) x<.3; )i\

Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszereket (226-228)!

. 15 —3jc< 9ic—12, 12-z2<8z2- 15
» 226. @) | gc_ 7> SCch4; b) 7z- 6>6z+4;
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12(x-3)<5x +7, i5(x +2) > 2x- 4,
©) 13+ 4x> 3(jic—5); d) 13(x +3)<7-8x.
i3-2(x- 1)<0, J-4(2x - 1)< 3,
221 8) 15_ 3. 4)> 0 b) 1.5(jc-3) >4;
U<2-3(x+ 1), i8(1 +x)>3(2x- 1),
JI5x>3 + (x-4); d) 15<3x- 2(8x - 3).
[2x - 0,2(x - 2) > 4,
228. a) \ x b)
[7x - 1> 48;
[05x + 3< 2,5- 3%, i04z+2>35- 2z
c) [5-0,2x< 0,2- 5%; d) [7- 132>0,3- 5z
A 229. Hatarozzatok meg az egyenlétlenség-rendszerek egész szamu
megoldasait:
\2n + 3<4(3« - 5), Ja(« + 1) > (« + 2)(« - 2),

a) 18-4« <7-2(4«- 13); b) N(«- 3)2>3- «(2- «)!
230. Oldjatok meg a kettds egyenlotlenséget:

a)-2<3x-4<5; b)3<2-x<5;
¢) 04<2x+ 1<0,6; d)0,7<3-2*< 12
e)-l<1(6-2<1 0-25<|(1-3y<15!
(JLsdrF
Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszereket (231-234)!
iC2- 3<(C+3)2 J5- (x+3)2> (x- 2)(1 - x),
231, a) |2C+C2>(C_2)2 IX(X + 7)<(x + 7)2- T,
j(z2-2)-3> 322 J(X- D2+ 3x>(x- D(x+ 1),
0) \z2+2z<(z- 1)z d) I(x+3)(x-)>(x+2)2- 1
J(x+ 1)2>x2+ 4, 17 + (x + 3)2<5x + (x-3)2

» 232. @) 1(X-1)2>x2-4: F{(x- D(x+2)<(x+ D(x- 2);
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233.

»234.,

235.

»236.

237.

lfejezet
(x-1)2>x2+7, 3X- (x+ 1D2<5 {1 —x)2
9 (x- 22>x2- 8 (- 3) (X+3) > (X + T)(X- 7).
2v+1 ;
VR Mz 4lx - 1<3x+32,
a) b) s 10
X + 8+X
2y> "N, -, +3>
4x+3  _3x-I i 8-x
3 8 1 6
c)
7x+3 Sx+1 . X-4
5 2 4 2
14c+3 2+ «<5
ct025< 7, 5 2 3
a) -3 +8 b) A
c A8 e 6- 255 = g
21 2 Ux
c)

3(X- D2+ 8x+2<x(3x- 2)+ 1

Az x valtozd mely értékei mellett van értelme a kifejezéseknek:
a) "5Mx +Jx-3 b) Jix~l - V3x+2;

¢>'/7+3 + ITT3 : d) X 3+ 50,7

Az x valtozd mely értékei mellett tartozik a 4x-1,5 Kifejezés a
kdvetkezd intervallumokhoz:

a) (1; 2); b) [-2; 0]; c) 0); d) [3; 7)?
A C mely értékei mellett tartozik a 2 kifejezés a kovetkez6

intervallumokhoz:
a) (-oo; 0); b) [0; «); ¢) (-1; Iy; d) [1; 8]?

Oldjatok meg az egyenl6tlenségeket (238-241)!

238.

a) (x+2) (x- 7)<0; b) (x- 3) (2x- 5)>0;
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»239.

» 240.

241.

» 242.

243.

244,

245,

246.

247.

c)(3- 2z)(1+z)>0; * d) (2~ + 8) (7 - 4y) <0;
e) 0,5x(x+3)<0; f)(*2+ 1)(5-x) <0.
a) (2x+ 1) (10- 7)>0; b) (5- 2x)(I - 3x) <OQ;
c) (x2+5) (x +5) > 0; d) x3+ 2x2+ x < 0;
e) 5x2-3x-2<0; f) x3+ 3x2> 0.
A+3 5- 2a _ 3-A
8) a7 2O b) 247 7 0; 0) 2a-1 <©
3)V 3a +5- ) \V&]
d) _3 <O/\ e) X(X2+I) > 01 f) A. 3 <0.
3a-1 5- 2x , -3* <.
2) s SO b) 5454 70 ©) 7a-14
2a+3 A-4
d) 2a4n <2: © 4-A 5 f) 3a+2 >3
Az n mely crtékei mellett lesz az és —j kifejezések kildnbsége

nagyobb a szorzatuknal?

Az n mely értékei mellett lesz a Sngs 3

kifejezések Gsszege
kisebb a szorzatuknal?

Oldjatok meg a harom egyenlétlenségh6l all6 rendszert:

2X- 1>5, 3X- 2<5x- 8§,
a) 4x- 3<37, b) 2x- 1<4(2- x),
3x-5>T7, 2x- 7<3(1 -x)!

Oldjatok meg a kettds egyenlotlenségek rendszerét:

i0<1—2x<1 11<5- 3x< 3,
a) 13<3x+4<5 b) [-3 <3-2x< 1

Oldjatok meg az egyenldtlenségeket:

a)x2<25; b)x2> 16; c)x2<2!

lgaz-e az a pozitiv értéke esetén, hogy az egyenlotlenségek:
a) x2< a2ekvivalens a |[x| <a egyenlétlenséggel;

b) x2> a2ekvivalens a |x > a egyenl6tlenséggel?
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248. Oldjatok meg kétféle modszerrel az egyenldtlenségeket:

a) fic—11< 2;
d) lic—8|> 1

b) Gc- 1)2< 4;
e) (x- 2)2> 25;

c) (2x + 1)2<9;
f) (5jc- 3)2> 49!

Oldjatok meg az egyenlétlenségeket (249-251)!

249* a) \2x + 3| < 5;
c) [8jic-1|>2;

» 250*. a) |5 —d > 0,5;
c)|4x-3| <*;

251*a) (x-3)<JIx -2 <0;
c) (56- 2x)Ix2+3 >0;

<> Ismétlo gyakorlatok

b) 1*- 3 + fic+ 1 <7,
d - 2+Wx+ 1 >3
b) - 1+ 1-x\ >1;

d) lic—7| > c—11

h( 2 x - >0
d) (4x- 5) : <0.

252. Bontsatok fel tényezOkre a négyzetes haromtagokat (masodfoku

polinomokat):
a) j& IOx+ 21;
d) c2- llc-26;

b) a2+ 2a - 15;
e)9a2+3a-2;

c)2j2+ 5x-3;
f) 4c2+ 25¢ + 25!

253. Bizonyitsatok be, hogy a 170+ 3 « 70- 3 « T + 179 kifejezés

maradék nélkul oszthatd 36-tal!

254, irjatok le normélalakban a szdmokat:

a) 47 000 000;

b) 308 000 000;

c) 0,000000039;

d) 0,00000407; e) 803 « 109 f) 0,067 « 107,

g) 3,7 1005 h) 0,42 <10 7, i) 20005!
255. Abrazoljatok az egyenleteket grafikusan:

a)2x + 3y = 6; byx~=12;

C)X2+y2=4; d)y2-x2=0!

EGYENLOTLENSEGEK BIZONYITASA

Elofordul, hogy azt kell bizonyitani: az adott valtozds egyenlétlenséget
a valtozok minden megadott értéke igazza teszi. Ez legkénnyebben a
»kevesebb” és a ,,t6bb” fogalmak meghatarozasa alapjan tehetdé meg:

ha a >b, akkor a - b pozitiv szam.
1 példa. Bizonyitsatok be, hogy az a valtozé barmely valos értékére

igaz a kbvetkezd egyenlbtlenség:

a2+ 2> 2al
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Bizonyitds.a2+2- 2a=a2- 2a+ 1+ 1=(a- 1)2+ L Aza
valtoz6 barmely valos erteke mellett a (a- 1)2kifejezes erteke nemnegativ,
ezerta (a- 1)2+ 1kifejezes erteke mindig pozitiv. Tehat a2+ 2 > 2a.

2. pelda. Bizonyitsatok be, hogy pozitiv a es b mellett:

n > Vafc!
Bizonvitas. =1~D !.

A Kkapott (VA->/a)2 kifejezes barmely pozitiv a es b eseten nemnegativ.

Tehat, haa >0 es b> 0, akkor

ay>"b.
Az egyenldseg csak akkor ali fenn, haa=b.

Megjegyzes. Az kifejezest az a es b szdmok szamtani

kozeparanyosanak, a -fob kifejezest pedig mertani kozeparanyosuknak
nevezziik. Ezert a bebizonyitott egyenldtlenseg igy is megfogalmazhat6:

pM ket pozitiv szdm szadmtani kdzeparanyosa nem kisebb mertani
v e J kodzeparanyosuknal.
3. pelda. Bizonyitsatok be, hogy pozitiv a, b es c eseten:
(a + b){b + c)(c +a) > 8abc\
Bizonyitas. Mivel ket pozitiv szam szamtani kdzeparanyosa nem
kisebb, mint a mertani kézeparanyosuk, ezert
ay >S-,ya >JFc->

Az egyenlétlensegeket tagonkenti 6sszeszorzasaval a kovetkezot
kapjuk:

c+a 7 P
=, =

vagyis
(a +Db)(b +c)(c +a) > 8abc.

A véltozot tartalmazo allitds bebizonyitasa annak megmutatésatjelenti,
hogy az adott allitas a valtozok minden megengedett erteke mellett igaz.
Az allitds cafolasa annak bizonyitasat jelenti, hogy az adott allitas hamis.
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A valtozo6t tartalmazd egyenlodtlenség cafolasa annak igazolasat jelenti,
hogy az adott egyenlo6tlenség a valtozd akar egvetlen értéke mellett is hamis.

Példa. Céafoljatok a (n + 1)2> rr egyenlotlenséget!

Céafolat. Ha « = -1, akkor az egyenl6tlenség a kdvetkezd alakot
veszi fel: > 12 Ez az egyenlétlenség hamis. Ezért hamis az adott
egyenldtlenség is.

Azt a példat, amely barmely allitast céafol, ellenpéldanak nevezzik.

¢5* A szamtani és a mértani kozéparanyosokon kivul a tudésok
gyakran vizsgaljak két vagy t6bb szam négyzetes k6zép-
aranyosat. Tébb szam négyzetes kdzépardnyosénak nevezzik a
négyzeteik szamtani k6zéparanyosabdl vont négyzetgyokkel egyenlo
szamot. Az a és b vagy X, y és z szamok négyzetes k6zéparanyosa
megfeleléen:
\a2 +b2 I-x2+y2+22
VvV 2 Y 3
Két szam négyzetes kdézéparanyosa mindig nagyobb szamtani
kézéparanyosuknal. Prébaljatok meg bebizonyitani, hogy barmely
a és b pozitiv szamok esetében:

u <akbh< +h2

A 41. abra felhasznalasaval illusztraljatok, hogy igaz az ilyen kettés

egyenlétlienség!
P

41. abra

Ellenérizzétek magatokat!

*1. Mitjelent az ,,allitas bizonyitasa”! Mit jelent az ,,allitas cafolata”?
A 2. Mitjelent az ,,egyenlétlenség bizonyitésa”?

*3. Fogalmazzatok meg, mi két szam szamtani és mértani
*  kbzéparanyosa!

>4. Hasonlitsatok dssze két pozitiv szam szamtani és mértani
*  -kdzéparanyosat!
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Oldjuk meg egyitt!

Bizonyitsatok be, hogyha a <b, akkor a < <b\ Fogalmazzatok
meg ezt az allitast!

Bizonyitads.Haa <b, akkor 2a <a +b, ahonnan a < "y—.

Ha a <b, akkor a +b <2b, ahonnan <h.

A ket esetet egyesitve:

ha a <b, akkor a < <bh.

A kapott kettds egyenldtlenseg a kdvetkezokeppen fogalmazhato meg:
ket egymassal nem egyenld valds szdm széintani kdzeparanyosa
nagyobb az adott szamok kisebbikenel es kisebb azok nagyobbikanal.

w Oldjatok meg sztban!

256. Hatéarozzatok meg a kdvetkezd szamok szdmtani kdzeparanyosat:

a) 1,3 es2,7; b) 38 es 0;
c) 409 es -409; d) 10, 20 es 30!
257. Hatarozzatok meg a kdvetkezd szamok mertani kdzeparanyosat:
va) 50 es 8; b) 1000 es 40;
e) 0,2es0,8; d)5"es57
Bizonyitsatok be az egyenldtlenseget (258-259)!
258. a) (a- 2)2+3>0; b) (1 - 2a)2+ 1> 0;
e) (a + 2)2> 4a.
259. a)a2+6a+ 10> 0; b) 9 - 12a + 4a2> (;

c)ad+ 1>2a2
% Szint

Bizonyitsatok be az egyenlotlenseget (260-263)!

260. a) a2+ 2a +2> 0; b) a2- 2a+5>0;

e) 2a2+4a+5>0; d) 2a2+a+1>0.
261. a) a2+ 3> 2a\ b) a2+ 5> 4a\

e) 2a2+ 1> 2a\ d) 3a2+ 1> 2a.
262. a) (2a- 1) (2a+ 1)<4az b) (a- 3)2> a(a- 6);

e) a2+ 65 > 164a; d) a4+ 82 > 18a2
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263.

2 264.

265.

( B

l.fejezet

a) (a +1)2> 4a; b) 99 + 20a < (a + 10)2

Bizonyitsatok be, hogy x minden negativ értéke esetén:
a) (x- 1 (ic—2) > 0; b) x2+ 9> 1Q¢

C) Ge- 3)(B-i0 <0 d) 2-j9 (jic- 3) <
Bizonyitsatok be, hogy ¢ minden pozitiv értéke esetén:

a)c+r>2;- b)9c++>6; c) +1(;+1 >4

szint )

Bizonyitsatok be az egyenlotlenséget (266-267)!

266.

267.

268.

269.

~ 270.

271.

2 272.

a) a2- ab +b2> 0;

b) a2+ b2+ 2 > 2(a + b).

a) a2+ b2+ c2> ab +ac + be;

b) a2+ b2+ c2+ 3>2(a+b +¢).

Bizonyitsatok be, hogy barmely két valds szam négyzetének dsszege
nem kisebb kétszeres szorzatuknal!

Mi a nagyobb:

a) két pozitiv szdm négyzeteinek 6sszege vagy dsszeglk négyzete;
b) két negativ szadm négyzeteinek dsszege vagy 0sszegik négyzete?
Bizonyitsatok be, hogy két val6s szdm négyzeteinek félosszege nem
kisebb félosszegik négyzeténél!

Az egyenld teriletl 6sszes négyszog kozll a négyzetnek a legkisebb
a kerilete. Bizonyitsatok be!

Az egyenld &tfogdju osszes derékszogll haromszog kozil az
egyenld szarl haromszog teriilete a legnagyobb (42. &bra).
Bizonyitsatok be!

42. abra
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273. Egy adott korbe beirt valamennyi négyszdg kozil legnagyobb
teriilete a négyzetnek van. Bizonyitsatok be!

Bizonyitsatok be az egyenldtlenségeket a valtozék barmely val6s értékei
esetére (274-278)!

274. a) a2+ b2+ 1>ab +a+ b\ by{a+b+ 1)2<3 (a2+b2+ 1).
275. a) ad+ b4+ 2c2>4abr, b)ad+ b4+ c4+ d 4>4abcd.
276. a) 8a2+ l14ab +1b2+\>0; b) 2a2+ 5¢2+ lac + 1> 0.

277. a) (ax + by)2<(a2+b2 (x2+y2);
b) <@+xf +{p+yf ~ Ja2+b2 + +f
278. a) \a\ + \b\ >\a + b\ b) \a - \b\ <\a-b\.

Bizonyitsatok be, hogy igazak a szamegyenlotlenségek (279-281)!
279. a) J2+V2+\2+\2 <2 b) JOWOW 6 +i/6 =3

280. a) h +2V3+2V3+2\3 < 3; b) VI2-V12-VI2 >3

281. @) + 23 . 3.4 + eeet+ 90 MO0 - *»

1
b) 4r+ + " + ...+ 1000 < 1.

<=» Ismétlo gyakorlatok
282. Oldjatok meg az egyenleteket:
4 _ .. 3 5
a) 43 =" 2 b) yigt o, =11

283. Az X2+ 2x2- 9x + a - 0 egyenlet egyik gyoke: -2. Hatarozzatok
meg az egyenlet tobbi gyokét!

284. Az érc 60% vasat tartalmaz. A beidle olvasztott nyersvas vastartal-
ma 98%. Hany tonna vasérchol olvaszthaté 1000 t nyersvas?

285. Szémitstok ki, hogy/9), fi99), fi999), ha fix) =  ~ !



lfejezet

OLDJATOK MEG ONALLOAN A FELADATOKAT!

l.valtozat

lo. Oldjatok meg a 3x - 5 < 13 egyenlotlenséget!
2. Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

3- X-2¢ X,
C-7/ud b) s5(xx-2)<8x+1
3* Oldjatok meg a-1 < 2x - 3 <5 kettds egyenlotlenséget!

Il.valtozat
lo. Oldjatok meg a Ax- 7 < 13 egyenlotlenséget!
2. Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszereket:
3x- 7<5, rz-"~1i >x
) 2x+ 1>3; ") x- 3)>5x- 2
3°. Oldjatok meg a-3 < 2c + 1< 7 kettds egyenlotlenséget!

ML véaltozat

lo. Oldjatok meg az 5x - 4 > 26 egyenlotlenséget!
2. Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

2-X
ao\ i5x 2< 18, 4- > X

"i2x+3>5; } 2(x-4)>5x- 2
30. Oldjatok meg a-2 < 3n + 4 < 10 kettds egyenlotlenséget!

IV.Vallozat

lo. Oldjatok meg a 7x + 3 > 38 egyenlotlenséget!
2. Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

4x - 3> 5, 3- X~ 4 <3x
¥ sx+2<or, " - p>ax- 1
3* Oldjatok meg a-5 < 2w - 1< 7 kettds egyenlotlenséget!
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r* A FEJEZET TARTALMANAK 0SSZEFOGLALASA W

Ha két kifejezést <, >, < vagy > relacios jellel kapcsolunk dssze,
akkor egyenlotlenséget kapunk. Azt az egyenlotlenséget, melynek
mindkét oldalan szdm All, szamegyenlotlenségnek nevezzik.

A szamegyenlotlenségek tulajdonsagai
Ha: a<bésh <c, akkora <c\
a <b és c tetszbleges szam, akkor a + ¢ <b +¢;
a<b és c >0, akkor ac < bc\
a<bésc <0, akkor ac > be;
a<bésc<d, akkora +c<b + d\
a<b,c <désa, b, c, d pozitiv szamok, akkor ac <hd.

Aza<x<bh, a<x<b, a< x<b, a< x< balaklegyenlotlenségeket
kettds egyenlotlenségeknek nevezzik. Ezeket a mennyiségek és
kifejezések értékeinek megbecsulésére célszerii alkalmazni. Tehat
haa<x<bésc<y<d, akkor

atc<x+y<b +d a-d<x-y<b-c,
ac <xy <bd, a:d<x:y<b:c

A két utdbbi kettds egyenlotlenség akkor igaz, ha az a és ¢ szamok
pozitivak.

A2x + 17 < 1ésa 12-3x>2az egyvaltozos egyenlotlenségek
példai.

A valtozokat tartalmazd egyenlotlenségek az egyenletekhez
hasonl6ak.

Az ismeretlent tartalmazé egyenlotlenség megoldasanak a valtozd
azon értékét nevezziik, mely kielégiti az adott egyenlotlenséget, azaz
igaz szamegyenlotlenséggé alakitja at. Egyenlotlenséget megoldani
annyitjelent, mint megtalalni valamennyi megoldasat, vagy bebizonyita-
ni, hogy nines megoldésa.

Az egyenlotlenség megoldédsainak halmaza leggyakrabban
intervallum. Példaul a2x + 7< 15és8 + 3*>2 egyenlotlenségek
megoldasai a kdvetkezd halmazok: (-<», 4) és [-2; °°).

Az egyazon valtozot tartalmazo tobb egyenlotlenség egyenlotlen-
ség-rendszert alkot, ha a kdzos megoldasaikat kell meghatarozni. Az
egyenlotlenség-rendszert megoldani annyit jelent, hogy meg kell haté-
rozni valamennyi megoldasat vagy bebizonyitani, hogy nines megolda-
suk. A kdvetkezd egyenlotlenség-rendszer

i2x+ 7 < 15,
13x+ 8>2

megoldashalmaza: [-2; 4).
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MATEMATIKATORTENET

Az emberek mar az idoszamitasunk el6tt is meg tudtdk hatarozni,
hogy ket szdm kozll melyik a nagyobb es melyik a kisebb. Eukleidesz
(i. e. 1ll. sz.) Elemek ciml miveben talalhatd egy egyenlétlensegnek a

bizonyitasa, amely ajelenlegi jelrendszerrel a kovetkezokeppen irhato le:

: ;' ® > yfob . Abban az idében azonban az a es b nem tetszoleges szamokat.

hanem szakaszhosszakat jel6lt; a bizonyitasa mertani modszerrel,
egyenlotlensegjelek nelkdl tortent.
Archimedesz (i. e. l1l. sz.) bebizonyitotta azt az egyenldtlenseget, amely

mai formaban a kovetkezdkeppen irhato le: 3 <7i<3y.

A <es > jeleket eloszor egy angol matematikus, T. Harriot alkalmazta
az 1600-as evek elejen. Annak ellenere, hogy az egyenldtlensegjelek
alkalmazasat kestbb javasoltak, mint az egyenldsegjelet, megis korabban
kezdtek hasznalni a V betii nyomdai alkalmazasanak készénhetden, mig
=jel abban az idében meg nem volt a nyomdékban.

A nem szigorii egyenl6tlensegek jeleit 1670-ben vezetette be J. Wallis
angol matematikus, azzal a kilonbseggel, hogy a vonast 6 meg az
egyenlotlensegjel folott hasznalta. Az ilyen jeleket ritkdn hasznaltak. A
szdmunkra megszokott forméjukban a < es > jeleket egy francia
matematikus, P. Burger javasolta 1734-ben.

A korszerii matematikaban es alkalmazott tudoméanyokban az
egyenldtlenseget gyakran hasznaljak a kdzeparanyosok, igy tébb valds
szam szamtani es mertani kdzeparanyosai kozétt. Peldaul ha av a2 a3

Ismeretesek olyan egyenldtlensegek, amelyeknek sajat neviik van.
Az n pozitiv szamok szamtani es mertani kdzeparanyosai kozotti
egyenldtlenseget Couchy-egyenldtlensegnek nevezik:

Bunyakovszkij-egyenlotlensege:



EGYENLOTLENSEGEK 65

o~s | — '
Agustin Louis Couchy - francia matematikus, a Périzsi Akadémia, a
londoni Royal Society és t6bb mas tudomanyos akadémia tagja. A

matematika kilonbozd agazataiban - szamtan és szdmelmélet, algebra,
matematikai analizis, differencial-egyenletek,

elméleti és égi mechanika, matematikai fizika-
tevékenykedett. Osszességében tobb mint
800 publikacioja jelent meg. A Périzsi Aka-
démia 27 kotetben jelentette meg 6sszegyujtott
muveit.
A XIX. szdzadban élt ukran matematikusok
kozul az egyenlotlenségek problematikéajat
leginkabb Viktor Jakovics Bunyakovszkij
kutatta. A Vinnyicaterlleti Barban sziletett,
Franciaorszaghan és Németorszagbhan tanult.
Parizsban védte meg a disszertaciojat és  Agustin Louis Couchy
szerezte meg 1825-ben a doktori cimet. Az (1789-1857)
altala bebizonyitott egyenlétlenséget gyakran
tulajdonitjak H. Schwarz német matema-
tikusnak, de Bunyakovszkij 16 évvel korabban
oldotta meg a probléméat. Az ukran tudods
népességstatisztikai kérdések kutatasaval, az
orosz hadsereg kontingensnagysaganak, a
birdsagi tanavallomasok valdsaghiiségének, a
megfigyelések soran eldforduld tévedések
matematikai vonatkozasaival is foglalkozott.
1858-ban az orosz kormany statisztikai és
biztositasi foszakértdje volt (207. oid.).
Az egyenldtlenségeket a mértanban is
alkalmazzak. Példaul az ABCA csak akkor és V. J. Bunyakovszkij
csakis akkor létezik, amikor igaz a kdvetkezd (1804-1889)
harom egyenlotlenség:

AB <BC + CA BC <CA +AB és CA<AB + BC.

Igaz-e, hogy a harom egyenlétlenség rendszere ekvivalens a kovet-
kezo kettds egyenlétlenséggel: |JAC- CB\ <AB <\AC + CB\1
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lfejezet

FELKESZULES A TEMAISMERETI ERTEKELESRE

1. sz. tesztfeladat

Valasszatok ki az igaz egyenlotlenseget:
a)0,2>V2; b) -1 <-2; c)5>5 d21<22

Az 5> 3 es 2 > -1 egyenlotlensegek osszege a kovetkezo
egyenlotlenseg:

a) 4 >5; b)4<5; c)7>2; d)7>2!

Mutassatok meg a szigoni egyenlotlenseget:

a) 15> 5; b) 2<2; c)7>-2; d)-10 > 10!

Az x2+ 2x + 1< 0 egyenlotlenseget az alabbi szamok elegitik ki:

a) 2; b) 1; c)0; d)-I.

Hany egesz szam elegiti kia— <jc< 1egyenlotlenseget:

a) egy; b) ketto; c) harom; d) negy?

Valasszatok ki a >/3-nak megfelelo intervallumot:

a) [2; 3]; b)(-~; 71);

c)(2</3; 3</3); d)(-V3;~).

Valasszatok ki azt az egyenlotlenseget, amelynek nines megoldasa:

a) W >-3; b) * <-3; c)7- lid<0; d) je< 0!

A | N egyenlotlenseg-rendszemek a kovetkezo megoldas-
[x +1<2

halmaza van:

a) 1; b) [1,5; -); ¢)(—:;158; d)[2 3]

Melyik az x2- 2x >x2+ 2 egyenlotlenseg legnagyobb szamerteku
megoldasa:
a) 2; b) 1; c)-1; d)-2?

10. Hatarozzatok meg az y = -L + yfx fuggveny ertelmezesi
Jc

tartomanyat:
a) 0l; b) 0); ¢) [0; «©); d) (0; °o)!
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7\

mm MBI

Tipusfeladatok az 1. sz. dolgozathoz
Hasonlitsatok dssze a torteket:
a)7es?; b)-3es~3; c)6es?; d)-13es 27
Ismeretes, hogy x <y. Hasonlitsatok 6ssze:
a°)x- 3ésy- 3; b°) 1,3x és 1,3
c*) -2x és-2y; d*)5- xés5-yl!

Adva van: 7 <b < 12, 2 < ¢ < 5. Becsuljétek meg a kifejezés
értékeét:

2°) 3b; b°) b\ . c93p+2  4)
Oldjatok meg az egyenlétlenséget:
a°) 2x- 5<7, b°) 3x+ 7 < 7x+ 3;

a X-3  2x-1
cM4- (x- 2)2>x- X2 d) s 0 4
Hatarozzatok meg az * és C halmazok uni6jat és metszetét, ha:
a)A=(2;5), C=(1, 3); b)* =(-3; «), C=(-°% 3I;

c)A= (€o; ©, C=[VIIi; VIT]!
Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

29) 6Xx- 7> 4x- 3 . X(xX+7)> (x-7f,
3X +16 > 8x - 4; ) 33X - XXY+3)>0,5x- x2
Hatarozzatok meg a fuggvény értelmezési tartomanyat:
y= JIx+3- j9_2x-
Oldjatok meg az egyenlbtlenséget:
a) |5x- 3 <L b) [3x- 15 > 9!
Oldjatok meg az egyenletet:
X+ 1+ [x- 2[ =3
; Bizonyitsatok be az egyenldtlenséget, ha: a>0,b >0, c> 0:

(a+2c) (c+ 2b) (b+2a) > 16J2 abc\



MASODFOKU FUGGVENY

Az emberi tudasnak nines olyan terllete,
amelynek ne lennének részei a fuggvények és
grafikus at * jfe

- vincev
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A fliggveny - sok folyamat vizsga- A fejezet fo temai:
latanak celszerti matematikai mo- a figgvenyek tulajdonsagai;

dellje. Azy =ax2+ bx + c keplettel N .
leirhato fiiggveny - masodfoki * fliggveny-transzformaciok;
masodfoki fliggveny;

fiiggveny. A gorbeje - parabola. Az
ilyen flggvenyeket gyakran aikal-

mazzak a tudomany kilénb6z0 * masodfoku
4gazataiban. Ezck a masodfokil eg"yenlotle“nsegek;
egyenletekhez es egyenlétlcn- * masodfoki
segekhez kapcsolddnak. egyenletrendszerek.

8 .8 . FUGGVENYEK

A filiggveny az egyik legfontosabb matematikai fogalom. Sok pelda
hozhatt fei a valtozdk kozotti osszefuggessel es megfeleltetessel
kapcsolatban. Az S = 4wulc keplet peldaul a gémb sugara es fellletenek
terilete kozotti 6sszefuggest fejezi ki.

A T=2nR keplettel az inga / hossza es T lengesi periddusa kozotti

megfeleltetes hatdrozhaté meg. Vagyis T az | fiiggvenye (itt & = 3,14,
g « 9,8 m/s2

Idezziik fei a fuggvenyekkel kapcsolatos fontosabb ismereteket.

Fuggvenynek neveziink minden olyan megfeleltetest, amely valamely
D halmaz minden x elemehez csakis egyy elemet rendel hozza. Ebben az
esetben azx-ctfiiggetlen véltozonak vagy argumentumnak, azy-tfiiggo
véltozénak, a D halmazt a fiiggvcny ertelmezesitartomanyéanak nevezziik.
Azy 6sszes ertekenck halmazét, amelyet a fliggveny felvehet, a fliggveny
ertekkeszletenek nevezzik es E betlivel jeloljik.

Fliggvenygorbenek nevezziik a koordinatasik valamerinyi olyan
pontjanak halmazat, amelyek abszcisszédi az argumentum ertekeivel, az
ordinatai a fuggveny megfelel6 ertekeivel egyenlok.

A fliggvenyt leggyakrabban keplettel, ertektablazattal vagy grafikonnal
adjék meg. Pelddul azy = x2keplet azt a fliggvenyt adja meg, amely a
szdmok es negyzeteik kozotti megfeleltetest fejezi ki. Ha a fliggveny
ertelmezesi tartomanyéanak a [-3; 3] intervallumhoz tartoz6 egesz sz&mokat
tekintjuk, akkor a fliggvenyt a kovetkezo ertektdbldzat foglalja magaban:
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Ennek a fliggvénynek a grafikonja a 43. abran lathatd hét pont.
Ertelmezési tartomanya aD = {-3,-2,-1,0,1,2,3} halmaz, értékkészlete
azE = {0, 1,4, 9} halmaz.

Ha azy =x2fuggvény értelmezési tartomanya a [ -2; 2] intervallum,
akkor a fiiggvény grafikonja a 44. dbran lathaté parabola egy része. A
fliggvény értékkészlete a [O; 4] intervallum.

Az 8sszes val6s szam R halmazan értelmezetfy=x2fiiggvény grafikonja
egész parabola (45. abra). Ennek a fliggvénynek értelmezési tartomanya a
val6s szdmok R halmaza, értékkészlete a [0; °< intervallum.

Idézziink fel néhany fliggvényt.

y = kx az egyenes aranyossag fliggvénye k * 0. A grafikonja olyan
egyenes, amely athalad az origén. A fliggvény értelmezési tartomanya az
R halmaz, értékkészlete szintén az R halmaz. Példaul azy = 2x fliggvény
gorbéje a 46. abran lathato.

y = kx + hfiiggvényeket linearisfliggvényeknek nevezzik. A grafikonja
olyan egyenes, mely nem parhuzamos az y tengellyel. Ertelmezési
tartomanya az R halmaz, értékkészlete szintén az R halmaz, ha k * 0. Ha
k=0, akkor értékkészlete egyetlen szam, a b. Példaul.y =x +2 (47. abra),
y =3,5 (48. é4bra).

43. dbra 44, abra 45, abra
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y =" —forditott aranyossag (k * 0). A grafikonja hipérbola. Ha
k>0, akkor a hipérbola agai a koordinata-rendszer 1. és Ill. negyedében

taldlhatdk, ha k < 0, akkor a Il. és IV. negyedében vannak. Azy = -

fliggvény értelmezési tartoménya: az R halmaz, a nulla kivételével,
értékkészlete ugyanaz a halmaz (-°°; 0) U (0; °°).

Példaul azy =~ (49. a dbra),y ~ ~~ (49. b abra).

49. adbra



2.fejezet

Az y = x3filiggvény grafikonja az 50. abran lathatd. Az értelmezési
tartomanya és értékkészlete az R halmaz.

Azy = Jx fuggvény grafikonja egy parabolaszar (51. abra). Az
értelmezési tartomanya [0; °°) és értékkészlete [0; °°).

Ha az y valtoz6 az x valtoz6 fliggvénye, akkor ez igy jeldlhetd:
y =/(x) (és igy olvashatd: y egyenld az/ fliggvény x helyen vett
helyettesitési értékével). Azfa) jeldli azy =fix) flggvény értékét,
hax =a. Ha példaul a figgvényt azy =3x2- 5 képlettel adtuk meg, akkor
ez igy is felirhat6:”) = 3*2- 5. Ebben az esetben /(0) =3 «@- 5=-5;
X-2)=3.(-2)2-5=.7.

Megjegyzés. Haazy~flx), akkor gyakran azt mondjak, hogyy az
x fliggvénye, vagyis azy valtozot nevezik fiiggvénynek. Pedig a fliggveé-
nyen nem egy fuggd valtozot kell érteni, hanem a két valtozd kozotti
megfelelést. Rdadasul nem barmilyen megfelelést, hanem csak egyértelmi
megfelelést, amikor az x valtoz6 minden értékéhez egyetleny érték van
hozzérendelve.

Vi
4
3
2
1
0.

123456789 101112 x
-2
51. abra

A Egyes fliggvényeket értelmezési tartomanyuk egyes helyein kiilon-
b6z6 képletekkel adnak meg. llyen példaul a kbvetkezo figgvény:

f(x) = x2ha x <0,

X, ha x >0.
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Ennek a flggvénynek az értékét az argumentum negativ értékei
mellett az/(x) =x2képlet alapjan hatarozzak meg, mig pozitiv értékek
mellett azf(x) =x képlettel. A gorbéje az 52. dbran lathatd.

Léteznek mas fiiggvények is, amelyeket szdmotokra Ujjelekkel jeloInek.

Az x val6s szam egész részének nevezzilk azt a legnagyobb [X]
egész szamot, amely nem nagyobb, mint x. Az y = [X] figgvény
grafikonja az 53. abran lathato.

1234 X

52. abra 53. &bra

Az x valos szam tortrészének nevezziik e szam és egész részének

a kulénbségét: {x}= x - [x]. Azy = {x} fliggvény grafikonja az
54. &bran lathato.

Ellenorizzétek magatokat!

" 1. Fogalmazzatok meg a fliggvény meghatarozésat!
m;2. Mi a fliggvény argumentuma? Mondjatok példakat!
i 3. Hogyan adhat6 meg a fliggvény?
Mi a figgvény értelmezési tartomanya és értékkeszlete?
Milyen fliggvényeket neveziink linedrisaknak? Milyenek a
j " tulajdonsagai?
8 6 . Nevezzétek meg a forditott ardnyossag tulajdonségait!
i 7. Mi a fuggvény grafikonja (gorbéje)?
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Y, Oldjuk meg egyiitt!

1 A ftiggvenyt az f (x) = x3+ 1keplet adja meg. Hatérozzétok meg:

1(~3), 1(0), /(-1), [(-JI)ertekeit!

J Megoldas. /(-3) =(-3)3+ 1=-27 + 1=-26,

/(0) =03+ 1=0+ 1= 1 /(V2) =(V2)3+ 1=272 +1

Felelet./(-3) =-26, /(0)=1, /(V2)=2V2 + 1

2. Az>> = x2- 3x + 2 fuggveny mely pontokban metszi:

a) az>;-tengelyt; * b) az x-tengelyt?

"Megoldas. a) Ha a ftiggveny grafikonja azjMengelyt valamely
pontban metszi, akkor ennek a pontnak az abszcisszdja nullaval egyenlo,
a koordinatdi pedig kielegitik a ftiggvenyt megadd egyenletet.

Advavan: jt=0; *=02-3-0 +2=2,

Tehat a fliggveny grafikonja a (0; 2) koordinatajl pontokban metszi az
A-tengelyt.

b) Ha grafikon az x-tengelyt valamely pontban metszi, akkor ennek a
pontnak az ordinétdja nulldval egyenld, a koordinatéi pedig Kielegitik a
ftiggvenyt megado egyenletet.

Advavan:y =0; x2- 3x+2=0; X, = 1, x, = 2

Tehat a fliggveny grafikonja a (1; 0) es (2; 0) koordinatdji pontokban
metszi az x-tengelyt.

Felelet.a) (0; 2); b)(1;0)es (2; 0).

v Oldjatok meg szdban!

286. Mondjatok ragozott formaban a kovetkezd szavakat: a)fiiggveny;
b) argumentum; c) grafikon\

287. Adjatok meg keplettel azt a fliggvenyt, amely kifejezi a megfelelest
a szamok es: a) a kobeik; b) az ellentetes szamaik; c) a reciprok

szamaik kozott!

288. Milyenek a kovetkezo kepletekkel megadott fliggvenyek grafikonjai:
ay =3x+ 1, b)y =x2 ot=3
dyy=2z\ e)y="f: fly=J3x?

289. lgaz-e, hogy:
a) azy = jx - b fuggveny gorbeje egyben a 2x - 3y = 15
egyenlet gorbeje?
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b) azy= Jx fliggvény gorbéje ugyanolyan, mint azy2=x fiiggvényé.
Miért?

290. A flggvények melyikének a gorbéje halad at a koordinata-rendszer
origéjan: a)y = 2{x- 3); b))y =2x2 c)y =x(x-2)2

291. Hatarozzatok meg a fuggvények értelmezési tartomanyat:

a)y =3x-2; b)y=4-x2 o>=-2,5;

dy="r~T)» etry=V2IC-4;, fly= ~ 5~2x!
A szint

$ 292. A fuggvény azy = \x 2képlettel van megadva a D = {-4, -3, -2,
-1,0,1,2,3,4} értelmezési tartomanyban. Adjatok meg a fliggvényt
tablazat és grafikon formajaban!

293. Abrazoljatok azy = ~x2fluggvény gorbéjét a [4; 4] intervallumban!

Hatarozzatok meg a fliggvény értékkészletét!

294. Az y = \x 2fliggvény az R halmazon van megadva. Hatarozzatok

meg az értékkészletét! A fliggvény gorbéjéhez tartozik-e az
4(-100; 5000) pont?
295. A fliggvény az alabbi tablazattal van megadva:

y 5 10 15 20 25 30 35 40

Adjatok meg a fuggvényt képlettel! Mutassatok meg az értelmezési
tartomanyat és az értékkészletét!

N 296. A fuggvény azf(x) =x2+ 10 képlettel van megadva. Szamitsatok
ki:/(2), 3/(2), 2/(3), 0,5/(10)!

297. A fuggvény azJ(x) = x2- 5 képlettel van megadva. Hatarozzatok
meg:/(-3), /(-2), /(-1), /(0), /(7), f{\\
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$ 298. A fuggvény az/(x) = x2- x képlettel van megadva. Hatarozzatok
meg: a)/(-2) +/(-1); b)/(0) +/(1); c)/(2) -/(30)!
299. /(x) =x2- x + 1 Hatarozzatok meg:
a)/(0) +/( D) +/(2) +/(3); b)/(10)-/(- 9)+/(8)-/(-7)!
300. Az 55. abran azy=J{x) fuggvény lathatd.

Hatarozzatok meg:

a) az adott fuggveny értelmezési tartomanyat és értékkészletét;

b) 1(-5), /(-4), /(0), /(4), I(5);

c) az argumentum mely értékei esetén /(x) =4, f (x) =0;

d) az x mely értékei mellett legnagyobb, legkisebb az / (x)!
Hatarozzatok meg a fuggvények értelmezési tartomanyat (301-302)!

: 10
301. a)y =3x- 2 C)y:X2+l’
1
d)y = (x- x4 e) —JIx2+1; t)y=Jx +5
» 302. a)y =5bx- 1 b)y= ylx + 1; Oy =74-V
_ 2 . _Xx-1
d)y =gy _x-ax+dr DY E g0
303. Abrazoljatok a fuggvények grafikonjat:
a)y =3X- 2; b)y =0,5x- 1 )y =3X;
dy=7-2x o =9 f)y =3 -x!
S 304. Abrazoljatok az alabbi képletekkel megadott fuggvények grafikonjat:
a)/(x) =2- 3x; b)/(x) =-1;

c) f(x)=3-2x d)/(x) = 0,5x!
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305.

306.

2 307.

308.

309.

310.

311

312.

313.

314.

Hatarozzatok meg a fliggvények értelmezési tartomanyat:
a)l(*)=T1, b)/(x) = 2x; c)y =x2A

Azy = V25 - x2 flggvény gbrbéjéhez tartozik-e az

N (3; 4) pont? A B (-4; 3) pont?

Athalad-e azy =x (x- 3) ftiggvény gdrbéje az

A (2;-2); Z2?(-1;4); C(1,5;-2,25) pontokon?

Az ' (-2; -6); B (1,5; 8); C (-3; 4); D (-2; -6); E (3; 4) pontok
melyike tartozik az alabbi fliggvényekhez:

a).y=-10x-26; byy=™; O>>= Vx2+7 ?

Az alébbi flggvények:

a)y = 2,5x; b)j =3- 2x; €)>=2(x- 1) gorbéi
mely pontokban metszik az x- és >>-tengelyt?

Jel6ljétek a hofokot a Celsius-, Fahrenheit- és a Kelvin-skalak szerint
rendre tc, tF, tKbetiikkel! Az atszamitasi képletek a kbvetkezd médon

irhatbk le: tF= | (tc + 32), tK= tc + 273. Hatarozzatok meg a

Celsius-skala szerinti 10 tetszoleges homérsékleti érték Fahrenheit-
és a Kelvin-skalak szerinti megfelel6 hdomérsékleti értékét! A kapott
adatokat foglaljatok tablazatba! A kapott hozzarendeléseket

abrézoljatok grafikusan!

szint

A fliggvény az/ (x) = x2képlettel van megadva. Valamennyi a szam
esetén teljesiil-e az/ (- a) = /(a) egyenloség?

A flggvény az/ (x) =x3képlettel van megadva. A filiggetlen valtozd
X valamennyi értéke esetén igaz-e az / (-x) =- / (X) egyenldség?
Hatarozzatok meg az/ (-2);/ (-1);/ (0);/ (1);/ (2) értékeit, ha a
fliggvények a kdvetkezd képletekkel vannak megadva:

a)/(x) = 2x2+ 3; b)/(x) =3x3- 2; *
c)/(x) = Vx2F1; d)/(x) = Jx2+8x+ 15!
A flggvény az>>= képlettel van megadva az els0 tiz természetes

szadm halmazéan. Adjatok meg a fliggvényt tablazattal!
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2 315.

316.

317.

318.

S 319.

320.

321.

2. fejezet

A fuggveny azy = 2 keplettel van megadva a D = {-4; -2,75;
-1; 1,25; 4; 11} ertelmezesi tartomanyban. Adjatok meg a figgvenyt
tablazattal es grafikonnal!

Hatérozzatok meg a 9x - 2y = 14 egyenletnek - gdrbeje megrajzolasa
nelkil - azt a pontjat, amelynek az ordinétdja az abszcisszajaval
egyenlo!

Hatérozzatok meg azy =x2- 2 egyenletnek - gorbeje megrajzolasa
nelkll - azt a pontjat, amelynek az ordinétdja es abszcisszaja
ellentetes szd&mok!

Minden termeszetes szdmnak vele ellentetes szdm felel meg. Van-e
ilyen, fliggveny szerinti megfeleles? Ha van ilyen, akkor adjatok
meg keplettel es grafikusan!

Minden termeszetes szdmnak vele egyenl6é szam felel meg. Van-e
ilyen, fliggveny szerinti megfeleles? Ha van ilyen, akkor milyen a
go6rbeje?

Azy =f(x) az 56. dbran lathatd gdrbevel van megadva. A fliggetlen
valtozo mely ertekei eseten:

a)/(x) =0, /(*) <0; b)/(x) =-2, I(*) >-2, f(x) <-2;
)/ (x)=3,/(i9>3;/(j9<3?

Mely pontokban metszik az x- es az y- tengelyt a kdvetkezd
flggvenyek:

a)y=jx +3 b)y =x-J; c)y=Ix+][;

d)y =x2-4; e)y =x2-2x; f)ly=6-5x-x22
Abrézoljatok azonos koordinita-rendszerben az alabbi figgvenyek gorbeit
(322-324)!

322. y =x2 y =x2+ 3 esy =x2- 2.

323. y==1Jx, y=Jx+28iy=y[x-3.
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324.
325.

"N 326.

327.

f 328.

329*.

2> 330*.

331*.

y=X,y =+ 1lésy=|x-2

Az m mely értéke mellett halad &t azy = m - 2x fiiggvény gdrbéje
az A (2; 3) ponton? Athalad-e ugyanez a gorbe a B (3; 1) ponton?

Az m mely értéke mellett halad at azy =x2+m fiiggvény gorbéje a
K (-2; 5) ponton?

Azy = Jx +m fiiggvény gorbéje athalad a P (5; 5) ponton.
Mivel egyenl6 m?

Rajzoljatok meg az alabbi fiiggvények gorbéit:
b)y =-f;

e)y = 0,5x2 y =x2- 1
Hatarozzéatok meg az alabbi flggvények értelmezési tartomanyét:

dy= Jx +5 +J5-X ;

A. M. Kolmogorov feladata. Milyen kiegészitd feltétellel kell
felruhdzni az jc értékét az / (jo = 1 képletben, hogy az

f(x) = (Ixf + M—x) fiiggvény értékkészletét megkapjuk?
Rajzoljatok meg az alébbi fuggvények gorbéit:

4, ha x < -2,
a)y =mx2 ha-2<x<]

2- X,hax>1

X + 1 ha x< ]
byy = 3- X hal<x <4,

-1, ha x > 4;
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332*,

333.

334.

335.

9

2. fejezet

c)y =1[2x-3|; d)y =2\x\-3; e)y =W+ 1- W;
9)y= M; h)y = y/x2+ 10V+ 25 !

Az aru irdnti kereslet fuggvenye: QD = 9 . p. Az arukinélat
fliggvenye: Qs=2p- 6. Itt QD a kereslet merteke es Qsa kinalat
merteke (millid db evente) p ar (penzegyseg). Hatarozzatok meg a
kiegyensilyozott arat (a kereslet egyenld a kinalattal) es az
eladas merteket! Hogyan hat az &ru kiegyensiilyozott arénak ertekere
a kereslet 20%-o0s csokkenese?

Ismetloé gyakorlatok

Hasonlitsatok dssze a kifejezesek erteket:

a) 3V2 es V20, b) 375 es V44 : c) VI3 es2\3;

d) 3yfi es §; e)4\5 es9; ) 5J7 es7!
Milyen hat&rok kozott inozog a 3x - 2 kifejezes erteke, ha:
a) 1<x <4 b) -5 <x <0; ¢)-10 < je< 10?

Oldjatok meg az egyenldtlensegeket:

0) 250 > 1

.8 , A FUGGVENYEK

TULAJDONSAGAI

Ahhoz, hogy vizsgalni lehessen a kdrnyez6 vilagban el6forduld
jelensegeket es folyamatokat, eldsz6r meg keli tanulni a megfeleld
matematikai modellek jellegzetes tulajdonsagainak elemzeset. Ez
mindenekel6tt a fiiggvenyekre vonatkozik.

A fiiggvenyek tulajdonsagainak leirasat rendszerint az ertelmezesi
tartoményaval kezdik, megjeldlve az dsszes erteket, amelyet a fiiggetlen
valtoz6 felvehet.

Ha a fiiggveny keplettel van megadva, s az ertelmezesi tartomanya
nincs megjeldlve, akkor azt olyannak tekintik, mint a kepletbe tartozd
valtoz6 megengedett ertekeinek tartomanyat.
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Ha a fliggvény grafikusan van megadva, akkor az értelmezési
tartomanya gorbéjének az x-tengelyre eso vetilete, értékkészlete pedig
gorbéjének azy-tengelyre eso vetiilete (57. abra). Példaul azy = x 2fiiggvény
értelmezési tartoménya az 0sszes valés szam R halmaza, értékkészlete
a [0; °°) intervallum. Azy= V4-jr fliggvény értelmezési tartomanya és
értékkészlete a [-2; 2] és [0; 2] intervallum (58. abra).

R

R

\D

W

57. &bra 58. abra

A fliggvény vizsgalataban a kdvetkezd 1épés annak meghatarozasa, hogy
paros vagy paratlan-e az adott fliggvény.

Azy -/ (x) figgvényt parosnak nevezzik, ha értelmezési
tartomanya szimmetrikus a nullahoz viszonyitva és az x
értelmezési tartomanyabdl vett minden értékére nézve
igaz, hogy f(-x)=f(x).

Az y - f (*) figgvényt paratlannak nevezzik, ha
értelmezési tartomanya szimmetrikus a nulldhoz
viszonyitva és azxértelmezési tartomanyabdl vett minden
értékére nézve igaz, hogy/ (-x) =-/(X).

Léteznek nem paros és nem paratlan fliggvények. Ezek olyan
fliggvények, amelyeknek vagy az értelmezési tartomanya nem
szimmetrikus a nulldhoz viszonyitva, vagy amelyekre nézve nem teljesiil
az / (-x) = x/(x) egyetlen feltétele sem.

Ha a fliggvény grafikusan van megadva, akkor elég egyszerii annak
kideritése, hogy paros-e vagy paratlan, mivel a paros fliggvény gorbéje
szimmetrikus az j-tengelyhez viszonyitva, a paratlané pedig a
koordinata-rendszer kezdopontjahoz képest.

Példa. Azy =x2filiggvény, amelynek R az értelmezési tartomanya és
azy =j amelynek [-5; 5] az értelmezési tartomanya - paros fliggvények
(59. abra). Azy =x2fliggvény, amelynek R az értelmezési tartoménya és
azy =3, amelynek [-27; 27] az értelmezési tartomanya - nem paros



2. fejezet

59. abra

flggvények (60. &bra). De példaul a [-2; 1] értelmezési tartomanyu
fuggvény és a barmilyen értelmezési tartomannyal rendelkezé mindegyik
y =x2+ x figgvény - se nem paros, se nem paratlan (61. a, b abra).

Yoi y
2 2
/I\1 \ 1
-2 -1 0 1 = i
a b
61. abra

Vizsgaljuk meg azy = /(x) fuggvényt, amelynek a gorbéje a 62. abran
lathaté. Ha* =-2, jc= 3 ésx = 5, akkor a fuggvény értéke nullaval egyenlo.
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A fuggetlen valtozo (argumentum) értékeit, amelyek
mellett a fuggvény értéke nullaval egyenlo, a fuggvény
zérushelyeinek nevezzik.

Azy =x - 6 fliggvény értéke csak az x egy értéke, x =6 esetén nulla.

Azy =/(x) fuggvény zérushelyeinek meghatarozasahoz meg kell oldani
az/(x) = 0 egyenletet. Ennek az egyenletnek a gyokei a fliggvény
zérushelyei.

Azy =/(x) fliggvénynek, amelynek a gorbéje a 62. abran lathatd, pozitiv,
zéro és negativ értékei vannak. Ertékei a (-2; 3) intervallumon pozitivak.
Ez az intervallum stabil el6jel(i: ezen az intervallumon a fliggvény
valamennyi értékének allandé, nevezetesen ,,+” az eldjele. A (5; 6)
intervallum is stabil, ,,plusz” eldjell. A (-4; -2) és a (3; 5) intervallumok
ugyancsak stabil elojeliek: avizsgalty =/(x) fliggvény valamennyi értéke
ezeken az intervallumokon negativ.

A fuggvény értéktartomanyanak azokat az intervallumait,
amelyeken a fliggvény nem valtoztatja elojelét (azaz csak pozitiv vagy
csak negativ az értéke), monoton eldjelli intervallumoknak nevezzik.
A monoton (stabil) el6jelu intervallumon a fliggvénygbrbe nem metszi az
abszcisszatengelyt.

Figyeljétek meg a 62. abran lathaté fliggvényt. A [4; 1] intervallumon
a gorbe felfelé ivel: az x ezen intervallumhoz tartozo értékeinek
novekedésével nonek a fliggvény megfeleld értékei.

Hax, < x2 akkor/(x,) < /(x2.

Ilyenkor azt mondjak, hogy a [- 4; 1] intervallumon azy =/(x) fliggvény
ndvekszik (vagy novekvd). A figgvény a [4; 6] intervallumon is névekvo.

A [1; 4] intervallumon azy =f (x) fuggvény gorbéje lefelé ivel: a
flggetlen valtozo értékeinek ndvekedésével csdkkennek a fliggvény
megfeleld értékei. Ilyenkor azt mondjék, hogy ezen az intervallumon az
y = f(x) csokkeno.

Aflggvényt valamely intervallumon névekvonek nevezzik,
ha az ezen intervallumhoz tartozo fiiggetlen valtozo min-
den nagyobb értékének nagyobb fuggvényérték felel meg.

A figgvényt valamely intervallumon csokkenoének
nevezzuk, ha az ezen intervallumhoz tartozo nagyobb
argumentumértéknek kisebb fliggvényérték felel meg.

Léteznek olyan fliggvények, amelyek ndvekvok (vagy csdkkendk) értel-
mezési tartomanyuk egészében. Példaul azy =2x,y=xi,y ='Jx fliggvények
novekvok, az y =-2x,y =- Vx fuggvények pedig csokkenok.
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Afuggveny vizsgalata legfontosabb tulajdonséagainak a kideriteset
jelenti:

1) ertelmezesi tartomanyéanak a meghatarozasat;

2) ertekkeszletenek a meghatarozasat;

3) az adott fuggveny parossadganak vagy paratlansaganak a kideriteset;

4) afuggvenygorbe y-tengellyel valé metszespontjanak a meghatarozasat;

5) a fuggveny zerushelyeinek es monoton el6jelii intervallumanak a

meghatarozasat;
6) a novekedes es csokkenes intervalluménak a meghatérozasat;
7) a ftiggvenygorbe megrajzolasat.

¢i* A fuggveny tulajdonsagainak jellemzese soran gyakran utal-

A nak arra is, hogy mely pontokban a legnagyobb es mely
pontokban a legkisebb az erteke. A fuggveny, amelynek a gdrbeje a
62. abran lathato, az x = 6 pontban veszi fel a legnagyobb erteket; ez
2-vel egyenld. Legkisebb erteket, a-2-t a fliggveny az X =- 4 pontban
eri el.

A figgveny erteke az X = 1 pontban a legnhagyobb a hozza
legktzelebb esd 6sszes ponttal 6sszehasonlitva. llyenkor azt mondjak,
hogy az adott fliggvenynek az x = 1pontban maximuma, mig azx = 4
pontban minimuma van.

Az R ertelmezesi tartomany egeszen megadott y = 0,5x - 2,
y =x2y =x3fliggvenyek folytonos vonalak. Azy =\ flggveny gor-
beje ket kilon agbdl ali. Ha x = 0, a flggvenynek nem letezik erteke.
llyenkor azt mondjak, hogy az X = 0 pontban szakadasa van.

Ellendrizzetek magatokat!

al Mi a flggveny ertelmezesi tartoménya es ertekkeszlete? Ezek
hogyan hatérozhat6k meg gorbe segitsegevel?

2. Milyen fiiggvenyt neveznek péarosnak? Péaratlannak?

3. Milyen a paros fuggveny gérbeje? A paratlane?

4. Mit neveznek a fuggveny zerushelyenek?
fi 5. Milyen fliggvenyeket nevezink ndvekvonek? Milyeneket
fi csokkendnek?

6. Elofordul-e, hogy a fliggveny egyik intervallumon csokken, a
masikon pedig novekszik?

S Oldjuk meg egydtt!

1. Hatérozzatok meg azy = x2- x - 6 fuggveny zerushelyeit!
Megoldas. Oldjuk meg az x2- x - 6 = 0 egyenletet!
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2)=(-1)2-4 «1e(-6)= 1+24-25;
1-i/25
2 =22 2
Fe le let. Az adott fiiggveny zérushelyei: -2 és 3.
2. Bizonyitsatok be, hogy azy=x2+ 3 fiiggvény a (-00; 0) intervallumon
csokkeno!

Megoldas. Legyen x, és x0az adott fiiggvény x valtozdjanak
(-00; 0) intervallumhoz tartozo két, tetsz6leges értéke, mikdzben x, < xQ

A fiiggvény megfeleld értékei:, =x,2+ 3,_y2=X,:+ 3.

y2 yi=(x2+ 3“ XR+3)=x2 - x\ = x2- x,)(x2+
Az X és x, (-00; 0) intervallumbdl vett értékei
negativak. Mivel X, gy X, - X, pozitiv szdm,
X, +X, pedig negativ szdm, a szorzatuk szintén negativ.
Ezért az y\ - yxnegativ, y2<y,.Vagyis a fliggetlen
valtozo nagyobb értékének a fiiggvény kisebb értéke
felel meg; az adott fiiggvény ezen az intervallumon
csokkend (63. abra).
3. Paros vagy paratlan-e a fiiggvény:
a)y =x2- 1\ b)v=5x-1?
'i Megoldéas. a)azy =x2- 7 D(y) értelmezési
tartomanya valamennyi val6s szdm R halmaza, amely
szimmetrikus a 0-hoz és azfl-x) = (-x)2- 7 =x2- 7 =fIx) viszonyitva.
Vagyis azy =x2- 7 fiiggvény paros.
b) D(y) =R szimmetrikus a 0-hoz viszonyitva.
[ (-X) =5(-x) - 1=-5x- 1=- (5x+1). Az adott fiiggvény nem egyenld
sem az/ (x)-szel, sem a - / (x)-szel.
Vagyis azy = 5x - 1se nem paros, se nem paratlan.

Fe le let: a) paros; b) se nem paros, se nem paratlan.

~NOldjatok meg széban!

336. Hatarozzatok meg a fiiggvények értelmezési tartomanyat és
értékkészletét:

a)y = 2x2 b)" =x-2; c)y =x3 d)y= Jx;

Qy=I> fly=y+5; g)r=y,;
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337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.
344.

345.

346.

N 347.

N 348.

2. fejezet

Azy =x2ésy = id figgvények értelmezési tartomanyai egyformak.
Mondjatok példadkat mas fliggvényekre, amelyeknek ilyenek az
értelmezési tartomanyai!

Egyformak-e a fuggvények értelmezési tartomanyai:

a)y =lic+ 3 é>>= X+ 3; b)y =x2+ 3 ésy = (* + 3)2
A 336. feladatban vizsgalt fuggvények kozil melyek parosak,
melyek paratlanok? Mondjatok példdkat paros és paratlan
fliggvényekre!

Vannak-e zérushelyei a fuggvényeknek:

d)y =x2+\\  b)y =x4-4; c)y=-x4-9; d)y=|d?

A fiiggvény goérbéje «-szer metszi az abszcisszatengelyt. Hany
zarushelye van ennek a fuggvénynek?

Azy =f(x) fiiggvény az egyetlen A(\2; 0) pontban metszi az
abszcisszatengelyt. Hany zérushelye van ennek a fuggvénynek?
Hany gydke van azf{x) = 0 egyenletnek?

Lehet-e csokkend a (-2; 2) intervallumon a péaros fiiggvény?
Létezik-e olyan fiiggvény, amely egyszerre paros és paratlan?

Hatarozzatok meg a fliggvények értelmezési tartomanyait:
Sy =-1x +3; b)y =j2-4; c)y= Jx+4 ;

Hatarozzatok meg a fliggvények értékkészleteit:
a ) =0,0ljg b)y =x2 c)y= VI-x2;
d)y =48 e)j>= 2jr"; lv= yh+x2!

Hatarozzatok meg a fliggvények értelmezési tartomanyait és
értékkészleteit:

a)y =x2- 1, b)y =~ L\ c)y="+2;
d)y=\-y[x; e y=W; Hj>=*I + 2!
Abrézoljatok barmelyy =/(x) fiiggvény gorbéjét, amely esetében:
a) D=[-6:2], E=[-272];

byD=1[-1;3)U(3;5), E=[-3; 1) U(; 3]
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349. Azy =\,5x - 2 fuggveny a [-2; 5] intervallumon van megadva.
. Hatarozzatok meg az ertelmezesi tartomanyat es ertekkeszletet!
350. Abrazoljatok a [1; 4] intervallumon megadotty = 0,5x2 fuggveny
gorbejet, es vetitsetek a koordinatatengelyre! Milyen az adott
fuggveny ertelmezesi tartomanya?

351. lgazoljatok, hogy azf(x) =x4+ 3 fuggveny paros, azf(x) = x3+x
fuggveny pedig paratlan!

352. Ugyanaz-e atartalma annak a mondatnak, hogy ,,azy =f(x) fuggveny
nem paros” es ,,azy =f{x) fuggveny paratlan”?

353. Mutassatok meg, hogy azf(x) =x2+ x fuggveny se nem paros, se
nem paratlan!

354. Bizonyitsatok be, hogy az adott fuggveny paros:

a)y =x4+ 3; b)y=1:x2 C)y =x2+*4
355. Bizonyitsatok be, hogy az adott fuggveny paratlan:
a)y = 2c3 b)y = -jc3 c)y =ja3+x!
356. Bizonyitsatok be, hogy az adott fuggveny se nem paros, se nem
paratlan:
a)y =A3+1; b)y =xJx; cy =(jr-12
357. Hatarozzatok meg a fuggvenyek zerushelyeit:
a)yy = 2x+ 3; b)y = j@+ Sjc+ 6; c)y= Jx -2!

358. A 64. abran azy=f(x) fuggveny gorbeje lathato.

64. abra

Hatarozzatok meg: a) a fiiggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét;
b) a fiiggvény zérushelyeit; c) a stabil el6jelli (monoton) intervallumait;
d) afiiggvény maximumait és minimumait; €) azokat az intervallumokat,
amelyeken a fiiggvény novekszik; f) azokat az intervallumokat, amelyeken
a fiiggvény csokken!
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359. Hany zérushelye van a fuggvényeknek:
a)y =X +x3 b)y=6; c)y=I-|x|;  d)y=-7x?
360. Allapitsatok meg a fiiggvény stabil eléjelii intervallumait:

a)y =x+3; b)y =x2-4; c)y =3>/x\
361. Mely fiiggvények ndvekedok, melyek csdkkenok:

a)y = 2x; b)y =-x-2; c)y =x3 d)y=>fx;
e)r=y; fy=.y; Qy=\yfx;  hyy=y?
362. Abrazoljatok a fiiggvenyek gorbéit és irjatok le a tulajdonsagaikat:
a)y =0,5x-I; byy=2x2 c¢)y=JIx+\; dy=x1I

B szint

363. Hatarozzatok meg az alabbi intervallumokon megadotty =4 - x2
fiiggvény értelmezési tartomanyat:
a) [-3; 3]; b) [L; 7); c) [0; <=}
364. Hatarozzatok meg a fiiggvények értelmezési tartomanyat és
értékkeszletét:
a)yy =4+x2 b)y =3+ Jx+2 ; c)y=1:(1+x2!
365. Hatarozzatok meg azy =x3- 8 fiiggvény értelmezési tartomanyat,
ha értékkészlete [-35; 0]!
366. Bizonyitsatok be, hogy azy =/ (x) fiiggvény péaros, ha:
a)/(x) =x4+ 3x2, b)/ (X) = 3x(x3- 2x);

c)f(X)="rrj; d)/w =7~j 1!
367. Bizonyitsatok be, hogy az v fiiggvény paratlan, ha:
a)y =x(I1-x2; b)y = 7x3+X; c)y=n +|!
368. A fiiggvények kdzul melyek parosak, melyek paratlanak, és melyek
se nem parosak, se nem paratlanok:
a)y=x3-1; b)y =-x2+ 3; c)y =x(I-x);
d y=y; e)y= Vx; Ny =

X
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369. Masoljatok &t a fuzetetekbe a 65. &bran lathato gorbeket! Mindegyiket
gy szerkesszetek, hogy a kapott figgveny legyen: 1) paros; 2) parat-
lan; 3) nem péaros es nem paratlan!

Az elvegzett 1-3 feladatok mindegyike eseteben hatdrozzatok meg
a flggveny zerushelyeit, a stabil eldjelli, ndvekvo es csokkend
intervallumait! Milyen kovetkezteteseket tudtok levonni a feladatbol?

65. abra

2 370. A fiiggvenyek gorbeinek megrajzolésa nelkil allapitsatok meg, hogy
x mely ertekei mellett vesznek fei pozitiv ertekeket, ha:

a)y =-2x +5; b)>>=0,5x-3; QLy= Jx +4;

d)y =3x-x2-2-, e)y=3- "

371. A fuggvenyek gorbeinek megrajzolésa nelkiil allapitsdtok meg, hogy
x mely ertekei mellett vesznek fei nem pozitiv ertekeket, ha:

a)jy=5x- 1 by = -4; o>=(x+ 1) (1-x);

dy=(x+2)3 e)y=+2; fly=-1
2 372. Bizonyitsatok be, hogy a fiiggveny:

a)y = 3x + 5 novekszik az R halmazon;
b) y=\-yfx csokkena [0; intervallumon;
c)y =-x3csokken az R halmazon;
d) >=2x2no6vekszik a [0; «) halmazon!

373.  Novekvo vagy csokkeno-e a fuggveny:
ayr=x-5; b)y = 2x3 )y =J3+x ;



374.

375.

2.fejezet

dy= 13- Jx; e) =8- xi; )y =x3+x?
Mutassatok meg azokat az intervallumokat, amelyeken a fuggvények
csokkenok:

a)N =x4+ 3; b)y =\x-3\; c)™ = |x|-x!

Mely intervallumokon névekvok az adott fuggvények:

ajy=x*|X; b)y = J4+x2; c)N=J4- x27?
376. Az adott fuggvények kozil melyek parosak és melyek paratlanak:

a)y =x* b)N =x5; c)y= 1—jc

dy=1:j8 . ey =y5+x2; fly = J\- x2?

2377.

378.

379.

~ 380.

381.

Azy =/(*) flggvény paros. A (-<»; -2) intervallumon névekvo,
a (-2; 0) intervallumon pedig csokkend. Milyen értelmezési
tartomanyanak tovabbi részeiben?

Az>>=f(x) fliggvény paratlan. A (-°0; -3) intervallumon csdkkend,
a (-3; 0) intervallumon pedig novekvé. Milyen az értelmezési
tartomanya tovabbi részeiben?

Abrazoljatok vazlatosan annak a paros fuggvénynek a gorbéjét,
amely a [-4; -2] intervallumon 1-t6l 5-ig novekvd, a [-2; O]
intervallumon pedig 5-t6l -1-ig csokkend!

Abrézoljatok vazlatosan annak a paratlan fuggvénynek a gorbéjét,
amely a [-4; -1] intervallumon 3-tél -3-ig csokkend, a [-1; 0]
intervallumon pedig -3-t61 0-ig novekvo!

Jellemezzétek azoknak a fliggvényeknek a tulajdonségait,
amelyeknek a gorbéi a 66-68. abrakon lathatok!
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Abrézoljatok a fliggvényeket ésjellemezzétek a tulajdonsagaikat (382-385)!

> 382. a)y = |x; b)y = [x-3]; c)y =\x\-3.
383. a)y = Jic2; by = yi{x-2f ; c)y= y/(4-xf .
384 a)y = o ¢
3>385. a)y =6x" b)y =x2
386. Vizsgaljatok meg a fliggvényeket és abrazoljatok a gorbéjiket:
a)y =x2- 6; b)y =5- xz; c)y =-(x2+1);
dy=y ’ e)y=yfx2; f)y =->19-x2!

<=p» Ismétlo gyakorlatok

Oldjatok meg az egyenleteket (387-389)!

387. a)-3x x2=3; b) 4x ex3+ 2 =0; C) 2x2x5= 0.
388. a) 2x2+ 3x=9; b) 9x2- 12x + 4 =0; C) 5x2+4x =1
389.a) (x+3) Vx+5 =0; b) (x+5)Mc+3 = 0.
390. irjatok le normalalakban a szdmokat:
a) 7 800; b) 140 000; c) 84,17; d) 486 000 000;
e) 0,085; ) 0,00045; g) 0,58954;  h) 0,0000008!
FUGGVENY-

TRANSZFORMACIOK

Készitslk el: a) azy = x2és b) azy = -x2fliggvények értéktablazatat a
D=4{3,-2,-1,0, 1 2, 3} halmazon.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
y -9 -4 -1 0 -1 -A -9

Altalaban azy =-x2fliggvény értékei azy = x2 filggvény megfeleld
értékeinek az ellentétei. Ezért ezeknek a fliggvényeknek a gorbéi
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szimmetrikusak az jc-tengelyhez viszonyitva (69. abra). Ugyanezzel a
tulajdonsaggal rendelkezik barmelyiky =J{x) ésy =-f(x) fuggvény.

Azy =/(x) és azy = -/(x) fuggvények grafikonjai
szimmetrikusak az x-tengelyhez viszonyitva.

Hasonlitsuk dssze azy = 2f(x) ésy =f(x) fuggvények grafikonjait!
Ahhoz, hogy megkapjuk az elsd fuggvény barmelyik értékét, a masodik
fuggvény megfelelo értékét meg keil szoroznunk kettdvel. Ezért az elso
flggvény gorbéjét Ggy kaphatjuk meg, hogy a masodik fliggvény
grafikonjat az jc-tengelytdl kétszeresére nyujtjuk. Ahhoz viszont, hogy
megszerkessziik azy = " f(x) flggvény grafikonjat, azy =/(jo fliggvény
gobrbéjét harmadara keil 6sszenyomni az”-tengely iranyéaba.

Azy=kf(x) fluggvény gorbéjének megrajzolasahoz, ahol
k>0, azy =f(x) fuggvény goérbéjét A-szorosan meg keil
nyUjtani az jc-tengely iranyaban, ha k > 1vagy 6sszenyom-
ni | -szor az jc-tengely felé, haO<k < 1

Példa. Abrazoljatok azy = 2Jx ,y =0,5Jx ,y =-0,5 Jx fiiggvények
grafikonjat!
Megoldas. Eloszor abrazoljatok azy = Jx fliggvény grafikonjat!
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A 70. abran ennek romai | ajel6lése. Kétszeresére ndvelve a gorbe minden
pontjanak ordinatajat, a Il. grafikont kapjuk. Ez lesz azy =2Jx fiiggvény
gorbéje. Ha az 1. fiiggvény minden pontjanak ordinatajat felére csokkentjik
és a megfeleld pontokat a koordinatasikra vissziik, akkor megkapjuk a Ill.
gbrbét - azy = 0,5Jx fiiggvény grafikonjat. A IV. gorbe, amely az
x-tengelyhez viszonyitva szimmetrikus a Ill. gorbével, azy =-0,5 Jx
fuggvény grafikonja.

Azy —#{x) +4 fiiggvény minden értéke 4-gyel tébb azy=f(x) fiiggvény
megfeleld értékénél. Ezért azy=f(x) +4 fuggvény gbrbéjétmegkaphatjuk,
ha azy = /(x) grafikonjat az y-tengellyel parhuzamosan eltoljuk folfelé
4 egyseggel (71. dbra). Azy =f (x) - 6 fiiggvény grafikonjat gy kaphat-
juk meg, ha azy =f (x) grafikonjat 6 egységgel az ellenkez6 irdnyba
toljuk.

Azy-f{x) + nfuggvény gorbéjének megrajzolasahoz az
y =/(x) fuggvény grafikonjat n egységgel el kell tolni az
j-tengellyel parhuzamosan felfelé, ha n > 0, vagy n
egységgel lefelé, han < 0.

Hogyan kell transzformalni azy =/(x) fiiggvény gorbéjét ahhoz, hogy
megkapjuk azy =f(x - m) fiiggvény grafikonjat? Szamitsuk ki x ugyanazon
értékeire a) azy =x26és b) azy = (x- 2)2fiiggvények értékeit!
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x -4 -3 1 4

y 1 9 4 1 4 L6
m 3 2 1 1 3

y 3 25 16 9 1 1 J

Amint latjuk, az x =c barmely értéke esetén azy = (x - 2)2fiiggvény
értéke megegyezik azy =x2fliggvény értékével, hax =c- 2

Ezért azy = (x - 2)2fiiggvény gorbéjét megkaphatjuk, ha azy =x2
fiiggvény grafikonjat 2 egységgel eltoljuk azx-tengely iranyaban (72. abra).
Azy =(x + 3)2fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk, ha azy =x2fiiggvény
grafikonjat 3 egyseggel eltoljuk az x-tengellyel ellentétes iranyban.

Azy =f(x-m) fiiggvény gorbéjének a megrajzolasdhoz
elegend6 azy = /(x) fuggvény grafikonjat m egységgel
eltolni az x-tengelyen, ha m > 0, vagy m egységgel az
ellenkez6 iranyban, ha m < 0.

A 73. abran lathatd, hogyan allithaté el az y = x3 fiiggvénybol az
y = (x- 2)3és azy =(x + 3)3fiiggvény.

73. abra
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Hogyan szerkeszthet6 meg azy - /(*) fuggvény adott gorbéje
alapjan azy =|/(x)| fuggvény grafikonja?
Az abszolut érték meghatarozasa alapjan

*%

Ezért azy = |/(X)| ésy =/(x) fuggvényértékek egyenlok, ha
f(x) i 0 és ellentétesek, ha/(x) <0. Vagyis azy =|/(x)]| fuggvény
megrajzolasdhoz elegend6 az y =/(*) fuggvény gorbéjének
x-tengely alatti részeit tiikr6zni az x-tengelyre, a tobbit valtozatlanul
kell hagyni. Példaul az y = x2- 4 adott gorbéje (74. abra) alapjan
megszerkeszthet6 azy = |x2- 4| fuggvény grafikonja (75. 4bra).

-2012 X

74. dbra 75. &bra

Vizsgaljatok meg, hogyan szerkesztheté meg azy =/( |x|) figgvény
goOrbéje, ha ismert az y=/(x) fuggvény grafikonja!

-2. Azy-f(x) fiiggvény adott gérbéje alapjan hogyan rajzolhaté meg a
t  kovetkezo ftiggvények grafikonja:
a)y =-/(x); b)y =/(x) +n\
0 OV =kF00;  dy=f(x-m);
&)y-\fT(x)\; fjv=/(W)?
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(v Oldjuk meg egydutt!

1. A76.adbran azy =/(x) lineéris ftiggvény gorbéje lathatd.

Abréazoljuk azy =-f (x) fuggvény grafikonjat!

V Megoldas. Azy =f(x) és azy =-f (x) fiiggvények gorbéi az
abszcisszatengelyhez viszonyitva egymas tiikorképei (az abszcissza-
tengelyhez viszonyitva szimmetrikusan helyezkednek el). AzA(-3; 0) pont
mindkét gorbe esetében kozos, és a B(0; 2) pont az x-tengelyhez viszonyitva
szimmetrikus a £,(0; -2) ponttal. Az ABlegyenes azy =-f(x) fuggvény
grafikonja.

2. Abrazoljuk az>>=x2y = "x2ésy= fiiggvények gorbéit!
f Megoldas. Az~ = x2fuggvény gorbéje kdzdnséges parabola
(77. dbra). Azy= \x 2fuggvény gérbéjének megrajzolasahoz felére kell

csOkkenteni az elsé grafikon minden pontjanak ordinétajat; az bran ez a
parabola kék szin.

y = j = "x2 Ha negyedére csokkentjik a kdzdnséges parabola

valamennyi pontjanak ordinatajat, akkor megkapjuk a sziikséges gorbét,
amely az abrén piros szini vonal.

77. abra
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v Oldjatok meg széban!

391.

392.

393.

394.

395.

396.

Mi a kiillénbség az alébbi fiiggvények gorbéi kozott:

a) y=%x2y=(-x)2ésy=-x2

b)y =4jc2, y =- (2X)2 és y =(-2X)2,

c) y=JIx2,y=J(-xf ésy=|x?

Milyen az aldbbi figgvények gorbéinek egyméshoz viszonyitott
helyzete:

a)y =2jc sy =-2x\ b)y =i3és y =-jc3;

d(y=sl* esy=. al*; dy= % ésy=-"?

Azy =J{x) fliggvény értelmezési tartomanyanak egészében ndvekvo.
Novekvdk vagy csokkenodk-e az alébbi fiiggvények:

a)j>=2/(*); b)y =0.,5/(:c); Qy=-/(*)?

Igaz-e, hogy azy =0,3*,y = 0,3jc+ 2 ésy =0,3jc- 5 fliggvények
grafikonjai parhuzamos egyenesek?

A 78. abran két fliggvény grafikonjai - két parhuzamos egyenes -
lathaté. A flggvények egyike azy = 0,5jc+ 3. Nevezzétek meg a
masodik fuggvény képletét!

A 79. dbrén lathatd 1legyenes azy =/(*) fliggvény gorbéje, a vele
parhuzamos 2 egyenes az a és b pontban metszi a koordina-
tatengelyeket. A tanuldk egyike Ugy véli, a2 egyenes azy =/ (jc- a)
fliggvény grafikonja, mig a masik tanul6 azt gondolja, hogy az az
y="f(b +x) fuggvény gorbéje. Kinek van igaza?

78. abra 79. abra
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397. Mi a kuldnbség a ftiggvények goérbeéi kdzott:

a)y =x2+ 2 ésy =x2- 2 b)y =x2- 2 ésy =(x- 2)2

C)y =x3+ 1lésy = (x + 1)3 d)y =(x- 2)3ésy =(x +2)3
398. Azy =fix) ftiggvény értelmezési tartomanya a (a; b) intervallum.

Milyen az alabbi ftiggvények értelmezési tartomanya:

JV=-/(x);  by=f(x)+n  c)y=1/(X); d)y =kf(x)
399. Azy =J(x) ftiggvény értékkeszlete a (c; °°) szamegyenes. Milyen az

alabbi ftiggvények értékkészlete:

a)y =~f(x); b)y=f(x) +n; c)y="f(x)-nr,d)y =kf(x)?

A szint

> 400. A 80. abran azy = /(x) ftiggvény grafikonja lathato. Masoljatok at a
gorbét a flizetetekbe és abrédzoljatok ugyanabban a koordinata-
rendszerben azy =-/(x) ésy =3 ¢ (x) ftiggvények gorbéit!

Abrazoljatok a ftiggvénygdrbéket (401-403)!

401. a)y =-x2A b)y =-x3 c)y =-x|.
402. a)y = 2VX; b)y=V9x; c)y =.J\6x.
> 403.a)y =3x2 b)y =-3x2 c)y =-0,5x2

404. Hogyan kell transzformalni azy = Vx ftiggvény gorbéjét ahhoz,
hogy megkapjuk azy =- Jx ftiggvény grafikonjat? lgaz-e, hogy az
y = >fx és azy =- Jx ftiggvények (unidja) egyesitett gorbéje az
y2=x ftiggvény grafikonja?
> 405. Hogyan kell transzformalni azy = 3x - 4 ftiggvény gf)rbéjét ahhoz,
hogy megkapjuk azy =4 - 3x ftiggvény grafikonjat? Abrazoljatok a
gorbét!
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406. Abrazoljatok azy =x ésy =x2-4 fiiggvények gorbéit! Hatarozzatok

meg értelmezési tartoméanyaikat! Az x mely értékei mellett pozitivak
a fiiggvények értékei, és az x milyen értéke mellett negativak?
Hatarozzatok meg a gorbék koordinatatengelyekkel alkotott
metszéspontjainak koordinatait!

407. Milyen fiiggvények gorbéi lathatdk a%\.a,b abrakon?

81. &bra
Abrazoljatok egy koordinata-rendszerben a fiiggvények grafikonjait
(408—409)!
> 408. a)y =2x, y =2x +\ ésy =2x-3;

b)y=-x2 y=-x2+2 ésy=-x2- 1
409. a)y= Jx, y=Jx- 1ésy=Jx +2;

b)y =2x2 y=2j2+1 ésy =2x2- 1
410. Hogyan kell transzformalni azy - x 2fiiggvény gdrbéjét ahhoz, hogy

megkapjuk az alabbi fiiggvények grafikonjait:

a)y = (x+3)2 b)y =("-3)2 )y = G +3)2
Abrazoljatok egy koordinata-rendszerben a figgvények grafikonjait
(411-412)!

> 411, a)yx=2x, y2=2(x- 1) és y3=2{x+3);

b)N, =-*2 y2=- (x+2)2és y3=-(x- 3)2

-51
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412.

413.

2. fejezet

4
yI= %, y2 43 BY =,
byy]=Jx, y2=Jx-1ésy3=Jx+2.
Miiyen fliggvények gorbéi lathatok a 82. a, b abrakon?

AN 414. Adva van az y =x2 parabola. irjatok le annak a parabolanak az

415.

" 416.

417.

N 418.

egyenletét, amelyhez az alabbi transzforméacidkkal juthatunk:
a) 2 egységgel jobbra és 3 egységgel feljebb;

b) 4 egységgel balra és 2 egységgel lejjebb!

Abréazoljatok azy = (x + 1)2- 3 fiiggvény gorbéjét!

szint

Azy =f (x) fiiggvény grafikonja szimmetrikus az y-tengelyhez
viszonyitva. Szimmetrikusak-e ehhez a tengelyhez képest az alabbi
fliggvények gorbéi:

a)" = 2/(x); b)y =-/(*); )y =-2/(*)?
Abrazoljatok a megfeleld grafikonokat!

Azy = f (x) fiiggvény a (-°0; a) intervallumon csdkkend, mig a
(a; o00) intervallumon noévekedo. Milyenek ezeken az
intervallumokon a kovetkezo6 fliggvények:

a)y =2f(x); b)y =0,5/(x); c)y =-/(x)?
Abrazoljatok a megfeleld grafikonokat!

A 83. &bran azy = 4x 2fiiggvény grafikonja lathat6. Masoljatok &t a
gobrbét a flizetetekbe és abrazoljatok ugyanabban a koordinata-
rendszerben az aldbbi fliggvények gorbéit:
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a)y=ji+ 2 b)y=ji-3; c)y=\-A\

419. Abrazoljatok egy koordinata-rendszerben a ftiggvények grafikonjait:

-+
b)y =2Jx; y =2Jx - 3 y =2Jx +2!
> 420. Abrézoljatok a ftiggvények grafikonjait:
a)>'=-X2+ 3; b)>»= " -3; C)y =x3+\;
d)y =~yfx+\; e)y = c3-1; i)y =0,5x2- 2!

> 421. Toltsétek ki a tablazat lires helyeit! Milyen képlettel adhaté meg az
y=f{x) fiiggvény?

X -2 -1 0 1 2 3
f(x) 9 6 5 6 9 14
-f(x)
3f{x)

422. A 84. abrén azy = Vx fiiggvény grafikonja lathatd. Méasoljatok &t a
gorbét a fiizetetekbe és abrazoljatok ugyanabban a koordinata-
rendszerben az alabbi ftiggvények gorbéit:
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a) y= Mx-2\ b)y = Mx+1; c)y =3-V*I

84. &bra

423. Abrazoljatok a fiiggvények grafikonjait:
a)y =0,5(x- )3 b)y =3-x+3; )y =2{x- 2)2
d)y=7T3; e).y=x(*+1)2

424. Abrazoljatok a fiiggvények gorbéit és vizsgaljatok meg
tulajdonsagaikat:

a)y=-—=27+4; b)y = -3 C) jk= i

Abrazoljatok a fiiggvények grafikonjait (425-428)!

[>425. a)y = (x +2)2+ 3; byy =-2(* + )2+ 3;
6

cy= .| +2; dy=5- __ .
426. a)y =2V.x-3 +1; by =2- Jx+3;

c)y =-(*+ 13+ 2 b)y =0,5(x- 3)3- 3.
427. a)y = Zlid' 3 b)y: r; C)y: VM ;

d)y =-\x\ +2 e)y = (W -i)2 f)y = |x|3+ 1.
428. a)y = |3x + 1; b)y = \~x2+ 4|; )y =|1-7];

dy=1*-"! ey = 5 3 y=\x2-2\.
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<» Ismétlo gyakorlatok

429. Szamitsatok ki:

430. A tejbdl 20% tejszin, a tejszinbol pedig 25% vaj nyerhetd. Mennyi
tejbol készitheto 10 kg vaj?

431. Hatarozzatok meg a négyzetes polinom (haromtag) gyokeit:

a)2r + Ix - 30; b)jr2-5jc + 6; C) 4x2-5x + 3;
d) Ix2- 5x- 2; e) X2- 6x- 55; f) x2+ 10x + 25!
432. Emeljétek ki az alabbi haromtagokbdl a négyzetes kéttagokat:
a)x2-6x+15; b)x2+ 8x + §; C)x2+ 5x + 6;
d) x2- x- 1, e) 5x2- I0x + 8; )9 +2x-3x2

MASODFOKU FUGGVENY

Masodfoku fiiggvénynek nevezzilk azy = ax2+ hx + ¢ képlettel
megadott flggvényt, ahol a * 0, b és c tetszés szerinti szamok, az x
pedig flggetlen valtozé.

Példaul azy =x2y =-x2y =x2+ 3,y =(y +4)2 masodfoku fliggvények.
Valamennyi fliggvény grafikonja ugyanaz a parabola, csak masképpen
helyezkedik el a koordinatasikban. Az y = ax2 fuggvény grafikonja is
parabola, csucsa a koordinata-rendszer kezddpontja, agai felfelé nyitottak,
haa >0, és lefelé, haa <0.

® Azy - ax 2+ hx +c és azy = ax 2fuggvények grafikonjai
egybevagd paraboldk, amelyek parhuzamos eltolassal
fedésbe hozhatok.

Bizonyitsuk ezt be: ax2+bx+c=a +/*x +"]=
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Mivel ;7*0, b és ¢ szamok, ezért -- €s h m4d( is szamok.
a a

Jel6ljik ezeket a szamokat w-mel és 7£nel! A kdvetkezo azonossagot
kapjuk:

ax2+bx +c—a(x +m)2- n.

Tehdt az y = £j2 + bx + ¢ fuggvény az
y =a(x + m)2- nalakban is megadhaté. Példaul az
y = 3j2 - 12jc + 8 flggvényt felirhatjuk
y =3(x- 2)2- 4 alakban is.

A 10. 8-bdl ismeretes, hogy azy =a(x + m)2
fliggvény grafikonja megkaphaté az y = ax2
fuggvény gdrbéjének azx-tengelyen \m egységgel
valo eltolaséval.

Ha az y = a(x + m)2 fuggvény gorbéjét az
~N-tengelyen \n\ egységgel eltoljuk, akkor
megkapjuk azy = & (x + m)2- n fluggvény
grafikonjat. Vagyis, ha az y = ax2 figgvény
gorbéjét kétszer parhuzamosan eltoljuk, akkor az
y = a(x + m)2- n fliggvény, s innen az
adott y = ax2 + bx + c fuggvény grafikonjat 85. abra
kapjuk. Példaul ahhoz, hogy megszerkesszik az
y - 3x2- 12x+8vagy azy - 3(x—2)2—4 fliggvény grafikonjat, azy =3x2
fuggvény gorbéjét 2 egységgel jobbra toljuk az jc-tengelyen (85. abra),
majd az igy kapott Il. gorbét 4 egységgel lefelé toljuk azy-tengelyen. Az
igy kapott Ill. parabola az adott fliggvény grafikonja.

Az eldz6 okfejtésbdl kideriil, hogy azy = ax2 + bx + ¢ fliggvény
grafikonja azy = e7gc + m)2- n parabola, csucspontjanak koordinatai pedig
-m és-n, azaz

A~
2a 4a

Ahhoz, hogy megrajzoljuk azy = ax2+ bx + ¢ flggvény grafikonjat,

meg kell hatdroznunk csicsénak és még néhany pontjanak a koordinatait.
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Jeloljiik ezeket a koordinatasikban, majd kdssik ossze oket folytonos
vonallal. Masképpen is eljarhatunk: el6szor megrajzoljuk azy = ax2+ bx
fliggvény grafikonjat, majd |cj egységgel eltoljuk lefelé vagy felfelé az
y-tengelyen. Azy =ax2+ bx vagy azy =x(ax + b) fliggvény grafikonjat
kénnyen megrajzolhatjuk, mert az metszi az abszcisszatengelyt azx =0

és azx =- - pontokban.

Példa. Abréazoljatok az v = 2x2+ 4x + 3 fliggvény gorbéjét!
e/ Megoldas. Azy = 2x2+ 4x vagy az
y = x(2x + 4) fliggvény grafikonja az x =0 és az
X = -2 pontokban metszi az x-tengelyt. Jeloljik
meg Oket (86. abra)! Ezek a pontok szimmetriku-
sak a megrajzoland6 parabola tengelyéhez viszo-
nyitva, igy csucspontjanak abszcisszaja x =—\. Az
ordinataja: y = 2 ¢ (-1)2+ 4 < (-1) = -2. Jeloljuk
meg a (-1; -2) koordinataja pontot! A harom
megjeldlt ponton halad &t azy = 2x2+ 4x fliggvény
I. gbrbéje. Ha ezt a grafikont 3 egységgel felfelé
toljuk azy-tengelyen, megkapjuk azy - 2x2+ 4x + 3
fliggvény Il. grafikonjét.
Elemezzik az y = ax2 + bx + ¢ flggvény
tulajdonségait.
Az adott fliggvény gorbéje parabola. Legyen a cstcsa az M(m\ n) pont,
vagyis
m=—,_,n=—1 ahol D =b2- 4ac.
Ha a > 0, akkor a parabola 4gai felfelé iranyulnak. Ekkor:
1) a fliggvény értelmezési tartoméanya az R halmaz egésze;
2) az értékkészlete a [«; “®) szamegyenes;
3) hax <m, akkor a fliggvény cs6kkend, ha jc> m, akkor névekvo;
4) ha d >0, akkor a fliggvénynek két zérushelye van, az x {és
5) a (Xp x2 intervallumon a figgvény értékei negativak, a (-°°; jc.) €s
(x2 @ intervallumokon pozitivak.
Ha a < 0, akkor a parabola &gai lefelé irdnyulnak és a 2), 3), 5)

tulajdonsagokat masképp kell megfogalmazni. Prébéljatok ezt 6nélldan
megtenni.
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Minden maéasodfoka fiiggvény gorbéje parabola. Megvizsgal-
® juk ennek a gérbének az egyes tulajdonséagait.

A parabola egy adott pontt6l és egyenestdl egyenld tavolsag-
ra 1évd pontok mértani helye. Bemutatjuk ezt az allitast azy =x2
fuggveény példajan. Megvizsgaljuk az F(0; 0,25) pontot, az / egyenest,
amelynek V=-0,25 az egyenlete, és az M(X; X2 tetszdleges pontot az
adott parabolan (87. abra). Az /egyeneshez hizott MP meroleges H
pontban metszi az abszcisszatengelyt. Bebizonyitjuk, hogy FM - MP.

A két pont kdzotti tavolsdg képlete alapjan kiszamitjuk, hogy mennyi
az FM.

FM= Jx2+(j2-0,25)r = >/("2+0,25)"="+ 0,25.

Mivel MP = MH + HP - x2+ 0,25, ezért x minden értéke mellett
MF - MP.

Az ilyen tulajdonsagokkal rendelkezé F pontot és / egyenest az
adott parabola fokuszanak és vezéregyenesének nevezziik. Minden
parabolanak egy fokusza és egy vezéregyenese van.

Erdekes és nagyon tontos a parabola még egy tulajdonsaga. Mivel
az FMP haromszog egyenld szard, ezért iZ = 2Z = 3Z (88. &bra).
Ezért a parabola Ffékuszahadl kiindulé majd az M pontjaba beeso sugar
beesési szége (1Z) a visszaverddési szbgével (3Z) egyenld. Vagyis a
visszavert sugar az Oy-tengellyel parhuzamos. Ha a homord tukor
tengelymetszete parabola alakd, akkor az ilyen tikorrdl visszaverddo
sugarak nem szérédnak, hanem parhuzamos nyaldbokban haladnak
tovabb. A parabolanak ezt a tulajdonsagéat a tavolba vilagito
fényszorékban alkalmazzéak. Es forditva: ha az ilyen tiikérre Oy-
tengelyével parhuzamos sugarak esnek, akkor visszaverddve ezek az
F fokuszon keresztill haladnak tovabb. Ennek kovetkeztében az
F fékusz mellett 1évo fizikai test erésen felhevilhet.
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Ellenorizzétek magatokat!

J1 1. Milyen fliggvényeket nevezn::k masodfokiaknak?
i 1 2. Hogy nevezik a masodfoku fliggvény gorbéjét?

«3. Soroljatok fel azy = ax2+ bx + ¢ fliggvény tulajdonsagait!
i i 4. Melyek azy =ax2+bx +c fiiggvény parabolajanak csticskoordinatai?
i .5. Mely feltételek mellett metszi azy = ax2+ bx + c fliggvény az
j» jc-tengelyt?
i 6. Mutassitok meg azy =ax2+ bx flggvény zérushelyeit!
i 1 7. Hogyan szerkeszthetd meg azy =ax2+bx + c fliggvény gorbéje?
j “8. Miben kiillonboznek egymastol azy = ax2+ bx + c és azy = ax2
j“ flggvények gorbéi?
i'9. Azy =ax2+bx +c flggvény gbrbéjének a szarai milyen feltételek
i mellett:
{» a) iranyulnak felfelé; b) iranyulnak lefelé; c) érintik az abszcissza-
I, tengelyt; d) metszik az abszcisszatengelyt?

. Oldjuk meg egydtt!

1 Metszi-e azy = 5j@2+ x + 3 fliggvény az abszcisszatengelyt?

y Megoldas. Ha a fliggvénygbrbe valamely pontban metszi az
abszcisszatengelyt, akkor a fliggvény értéke ebben a pontban 0-val egyenld.
A feladat ekkor maésikra vezethetd vissza: van-e megoldéasa az
5x2+ je+ 3 = 0 egyenletnek? A diszkriminansa D = 1- 60 < 0, ezért az
egyenletnek nines megoldésa.

Fe le let. Nem metszi.

2. Azy =2x2- Ix +n fliggvény gorbéje azy =5 pontban metszi az ordi-
natatengelyt. Milyen pontokban metszi a gorbe az abszcisszatengelyt?
A"Megoldas. A0és5 koordinataju pontok a gorbe részei. Ezért

teljesiilnie kell az 5=0 - 0 + 2egyenléségnek, ahonnan n =5. Vagyis az

y = 2x2- Ix + 5 fliggvényrol van sz6. Megkeressiik a nulla pontjait:

2i2- 7x+5=0,D=49-40=9,jG=-1, je, =-2,5.

Felelet Az A(-2,5; 0) és B(-1; 0) pontokban.

3. Rajzoljatok meg azy = Ix2- 4jc- 3 fiiggvény gobrbéjét!

J Megoldas. Rajzoljatok meg eldszér az egyszeriibb
y = 2ji@2- 4jc = 2jdx - 2) fuggvény gb6rbéjét! Ez az x-tengelyt a
0(0; 0) és a B(2; 0) pontokban metszi (89. abra). A pontok szimmet-
rikusak a parabolanak az OB szakasz k6zepén athalad6 tengelyéhez
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viszonyitva. Ezért a parabola cslicsa azx = 1
abszcisszajl ésazy (1) =2 12- 4« 1=-2
ordinataju pont. Megjel6ljik az M( 1, -2)
pontot és tengelyt hdizunk rajta keresztil.

Megjeléljuk a Ali—L; 6) kontrollpontot
és a parabolatengelyhez viszonyitva
vele szimmetrikus AA(3; 6) pontot. A
megjeldlt pontokat vonallal dsszekdtve az
y = 2x2- 4x fuggvény gorbéjét kapjuk
(I. gorbe).

Ezutan az y = 2x2 - 4x fuggvény
gbrbéjét 3 egységgel lefelé toljuk és az
y = 2x2 - 4x - 3 fliggvényt kapjuk
(1. gorbe).

v Oldjatok meg sz6ban!

433. Soroljatok fel azy = 2x2fliggvény legfontosabb tulajdonsagait!

434, Mutassatok meg az alabbi fliggvények zérushelyeit:
a)y =2x2 b)y =x2-7x; c)y =x2- 9
435. A 90. &brén azy - ax2+ bx + ¢ fliggvény gorbéje lathato.
Mutassatok meg:
a) a flggvény értelmezési tartomanyat és az
a egyultthato elojelét;
b) a parabolacsucs abszcisszajat és ordinatajat;
c) a fliggvény zérushelyeit;
d) a fuggvény névekedésének és csokkenésének
intervallumait;
e) azokat az intervallumokat, amelyeken a
fliggvény értékei pozitivak és negativak;
f) a fuggvény legkisebb értékeét!
436. Hatarozzatok meg a parabola cstcsanak koordinatait:
a)y =("-3)2 b)y =2(3-x)2
c)y =(x-5)2+ 2 d)y =2(5-*)2-3;
e)y =2 (x+ 1)2+ 1; fly=-2(x- 1)2- 3
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A szint J

Rajzoljatok meg a fiiggvények gorbéit (438-439)!

438. a)y =2x2 y =0,5%x2 y =2x2+ 1;
b)y =-2x2 y =-0,5%x2 y =-0,5x2- 2.
439. a)y =(x- 12 b)y =x2- 2x + 1;
C)y =x2- 6x +9; d>>= j@+ 4x + 4.
440. Mely pontokban metszi egymast azjc-tengely és a fiiggvények gérbéi:
a)y =x(x - 2); b)y =-x(3x +5);
0y =x2- 2jg d)y =3x2+ 5%
e)y =2x2- 6x; y =-3x2+4j

441. A 92. a, b, c abran masodfoku fiiggvények gorbéi lathatdk.
A gorbék alapjan hatarozzatok meg mindegyik esetében:
a) a vezéregyenes elojelét;
b) az elsd egyutthato elojelét;
c) a parabolacstcs koordinatait;
d) a fiiggvény zérushelyeit;
e) a fiiggvény novekedésének és csdkkenésének intervallumait!

2442, Hatarozzatok meg a fiiggvények parabola alaki gorbéjének
cstcskoordinatait:
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443.

444,

445,

446.

2.fejezet

a>>=x2+ 4; b)y = 2x2-6; c)y =x(x-4);

d) =x(2x+6); e)j> = x2+ 4x; fly =—8jc- 3x2

Abrazoljatok a fliggvények gorbéit:

a)y =(x-1)2+ 2 b).y = (x+ 2)2+ 1,

c)y = (x+4)2+ 2 d>>=(x- 4)2- 3!

Szerkesszétek meg a parabolat, kiemelve a kéttag négyzetét:

a)y =x2+4x + 5; b)y =x2- 6x + 5;

C) y=x2- 2x- 1; dyy = 1+ 4x- x2,

e) y =4x2- 4x +5; f)y = 5x2+ 10x + 4!
Abrazoljatok a fliggvények gorbéit (445—446)!

a)y =x2- 2x + 5; b)y =x2+ 2x-3;

C)y =x2+2x +4; d)y =x2- 2x- 3.

a) =Xx2- 2x- §; b) =x2- 4x- 5

C) y=X2+2x+ 6; d)y =x2-4x + 3.

N 447,
448,
449.

$ 450.

Az M(3; 5) pont azy =x2+ mx + n parabola cslcsa.

Hatarozzatok meg az m és az n értékét!

Hatérozzatok meg ap és q értékét, ha azy = x2+ px + q fliggvény
gbrbéje athalad a Pfl; 4); Q(-\; 10) pontokon!

Azy =x2- 5x + c fliggvény gbrbéje az A(0; 4) pontban metszi az
y-tengelyt. Mely pontban metszi az x-tengelyt?

Azy =x2- 3x + c fliggvény gorbéje az A(0; 3) pontban metszi az
"-tengelyt. Metszi-e az x-tengelyt?

451. Rajzoljatok meg a fuggvények goérbéit, mutassatok meg azokat az
intervallumokat, amelyeken a fliggvény novekszik (csokken):
a)y =x(x-2); b)y =x(5-x); C)y =X2-6X;
d) y=2x-x2 e)y = 3x2+ 12x; fly =x-2x2\
» 452. A fliggetlen valtozé mely legkisebb értéke mellett lesz legkisebb az
adott fuggvények értéke:
a)y =x(x-6); b> = (x- 3)2+ 1, C)y =x2+ 2x?

B szint |

A flggvénygorbék megrajzolasa nélkil oldjatok meg a feladatokat
(453-454)!
N 453. Azy =x2- 5x + c fliggvény gbrbéje c mely értéke mellett:

a) halad &t a koordinata-rendszer kezddpontjan;
b) érinti az x-tengelyt;

¢) metszi az x-tengelyt az 4(3; 0) pontban;

d) metszi az x-tengelyt a A&(0; -5) pontban?
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454, Azy =x2+ bx + 4 flggvény gbrbéje a b mely értéke mellett:
a) érinti az x-tengelyt;
b) nem rendelkezik az x-tengellyel k6z8s ponttal;
C) metszi az x-tengelyt az A(4; 0) pontban;
d) metszi azokban a pontokban az x-tengelyt, amelyek kozétt 3-mal
egyenlo a tavolsag?

Rajzoljatok meg a masodfoku fliggvény gorbéjét (455-461)!

> 455, y =x2+x + 1, b)y =x2- (x + 2);
)y =x2- x+ 1; dy =x(x+ 1)- 3.
456. @)y =-x2+ 3x + 1; by = 1- 2x- x2
C)y =-X2- 2x+ 3; d)y =4x- (x2- 1).
457. a)y = 1+x-x2 by =2 +x(I -x);
C)y=4-x-x2 d)y=3-x(x- 2).
> 458. a)y = (x- 1) (x +2); b)y = (x-2)(x + 3);
o)y = (x + 2)(x-3); dy =2@+x) (x- .
459, a)y = (2x-1)2+ 3; by =1- (x+3)2
c)y = (0,5x +2)2- 3; d)y =4(0,5x+ 1)2-1.
460. a)y = 3x2+ 3x- 1; b)y = 2x2- 4x + 5;
C)y =-3x2+ 6x- 1; dy =-x2+x- 3.
461. a)y = 0,5x2- x + 2; b)y = 0,3x2- 0,6x + 1;
C)y = ix~~ 3"+ 1; dy = [x2+x+ 1.

462. Hatdrozzatok meg azokat az intervallumokat, amel
ftiggvények névekednek és csdkkennek:

a)y = x2+ 2x; b)y=1-x2 C)y-x2-4x +3;
d)y =x(x + 4); e)y =(1- x)2 y =x2+x+ 1!
463. Az x mely értékei mellett legkisebb a fiiggvények értéke:
a)y =x2-6x +9; b)y =x2+4x + 7,
c)y =4x2- 12x- 3; d)y =4x2-4x + 1?
> 464. Hatéarozzatok meg a fliggvény legnagyobb értékét:
ay=3-(x-2)2 b) y =-0,25 (x + 5)2

c)y = 6x-x2- 10; d)y =-5x2+4x + 1!
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465.

466.

467.

468.

469.

470*.

47.1.

2.fejezet

a) Azy = x2- 6x + c ftiggvény legkisebb értéke -5-tel egyenld.
Abrazoljatok a ftiggvény gorbéjét!

b) Azy =c+ 4x- 4x2ftiggvény legnagyobb értéke 4-gyel egyenld.
Abrazoljatok a gbrbéjét!

Hatarozzatok meg a ftiggvénygorbék metszéspontjainak koordinatait:
a)y =X26sYy = (o - 4)2;

b)y = 2j@2ésy =- 2+ 3;

c)y =32+ 1ésy =3j@+ Ix + 1!

Hatarozzatok meg a parabolacsucsok kdzotti tdvolsdgokat, amelyek
a kovetkezo ftiggvények gorbéi:

a)y = (x- 3)2ésy =(x- 3)2+ 7,

b)y =x2ésy =(. + 5)2

C)y =X2- 2x +56ésy =x2- 2x- 4;

d)y =x2+4x + 5ésy =-x2—4djc—5!

Hatarozzatok meg azy =x2- 6x + 13 képlettel megadott parabola
cstcsatol az x- és ~-tengelyig, valamint a koordinata-rendszer
kezdopontjaig mért tdvolségot!

Hatarozzatok meg a b értékét, ha azy =x2+ bx ftiggvény gorbéje
szimmetrikus az jc= 3 egyeneshez viszonyitva!

Abrézoljatok a ftiggvények gorbéit:

a)y =W2-4x +3; b) y=W2+x - 6|;

C)y =W2+4x\ + 3; d)y = isici- je2- 5

J. Cardanofeladata. Hatarozzatok meg mértani szerkesztéssel az
iz + 6X =91 egyenlet pozitiv gyokét!

w=» [smétlo gyakorlatok

472.

Cseréljétek fel a betliket szdmokkal, hogy teljeslljén az alébbi
egyenléség:

PARA + PARA = BOLA!
Hany kiilénb6z6 megoldasa van a feladatnak?

Oldjatok meg az egyenlotlenségeket (473°474)!

473.

474,

a)2(Xx +7) +3(1 - 2jo) > 1 b)3(3jc-2) - 4 (x +\) <2x;
¢)2(c+ 1)>3- (1- 2X); d)3jc- 0,5(1 - 3jc) < 2,5(jc - 3).
a)Ge - 1)(2 =0 > 0; b)3 +id(ict+ 7) <0;

C)(3 - jo)(5 tie) <0; d)(5- jo) (1 -jc) > 0.
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475. Hany gyoke van az egyenleteknek:
a) - 1+ x+2A=5 b) x- 11+ \x+2/=3;
c)x-1| +[x+2=2; d) |x- I+ x+2A=0?

12 .8 .- MASODFOKU
EGYENLOTLENSEGEK

Azt az egyenlotlenséget, amelynek bal oldala az ax2+hx + ¢
kifejezés, ahol a* 0, A cadott szamok, ajobb oldala pedig
nulla, masodfoku egyenlotlenségnek nevezzik.

A masodfokl egyenlotlenségek példai:

X2- Bx+3<0, 2x2+4<0, -3x2+2x>0, - x2+ 3x+ 7> 0.

Az ilyen egyenlotlenségeket célszerli masodfoki fliggvények gorbéinek
a segitségével megoldani.

1. példa. Oldjatok meg az j2- 6x + 5 < 0 egyenlotlenséget!

V Megoldas. Megszerkesztjik az
y=x2-6x + 5fliggvény gorbéjét (93. abra).
Ennek a zérushelyei az 1; 5 szamok. Az
adott flggvénynek csak akkor vannak
negativ értékei, ha az x valtozé a (1; 5)
intervallumhoz tartozik. Ez lesz a fiiggvény
megoldasainak halmaza.

Fe le let. (1; 5).

Erthetd, hogy a hasonlé egyen-
lotlenségek megoldasanak nem elenged-
hetetlen feltétele a masodfokd fuggvény-
gorbe pontos szerkesztése. Elegendd azt
meghatarozni, hogy milyen iranylak a
parabola agai, és hogy a gorbe mely pontokban (ha ezek léteznek) metszi
az x-tengelyt.

2. példa. Oldjatok mega -x2+ 2x + 3 < 0 egyenlotlenséget!

y Megoldéas. Azy =-x2+ 2x + 3 flggvény gorbéje a -1 és
3 abszcisszaju pontokban metszi az x-tengelyt, és a parabola agai lefelé
iranyulnak. Ezért vazlatosan a fliggvény gorbéje a 94. abran lathatd6 modon
szerkeszthetd meg. A fliggvény értékei nem pozitivak, hax a (-<»;-1] vagy
a [3; oo) intervallumokhoz tartozik.
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Vagyis az adott egyenl6tlenség megoldasainak halmaza ezen
intervallumok unidja. Mivel az unid jelolése U, ezért a felelet a kdvetkezo
modon adhaté meg: (-°°;-1] U [3; °°).

3. példa. Oldjatok meg az x2+ x + 1<0 egyenlotlenséget!

i"Megoldas. a:jc2+ 5 + 1= 0 egyenlet diszkriminansa negativ,
ezért azy =x2+x + 1 flggvény gorbéjének nines kdzos pontja az
jc-tengellyel. A gorbe &gai felfelé iranyulnak (95. abra). Vagyis az
y =x2+ x + 1fliggvény x minden értéke mellett pozitiv.
F e 1le let. Az egyenlotlenségnek nines megoldasa.
4. példa. Oldjatok meg a . + 4)(x + 1) > 0 egyenldtlenséget!
Megoldas. A . + 4)(x + 1) kifejezés
azonosan egyenld valamely négyzetes haromtaggal,
amelyben pozitiv az x2 egyitthatéja. Vagyis az
y = ge + 4)(jt + 1) fuggvény goérbéje parabola,
amelynek a szarai felfelé iranyulnak, és amely a
- 4 és -1 abszcisszaju pontokban metszi az
x-tengelyt (96. abra). A fliggvény értéke pozitiv,
haj. < - 4vagy x>-1.

Felelet: (-°°; - 4) U (-1; °°).

Mivel az > 0 egyenlétlenség ekvivalens a e +4) e+ 1) - 0

egyenlodtlenséggel, ezért ilyen médon (grafikusan) oldhaték meg a
legegyszeribb racionélis tért-egyenlotlenségek is.
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A masodfoku egyenlotlenség grafikus megoldasahoz a
kovetkezoket keil tenni:

a) meghatarozni a parabola againak iranyéat az els6o
egyutthato elojele szerint;

b) meghatarozni a megfelel6 masodfoku egyenlet gyokeit,
ha azok léteznek;

c) vazlatosan megrajzolni a masodfoku fliggvény gorbéjét;
d) a gorbe alapjan meghatarozni az x esetében azokat az
intervallumokat, amelyeken az egyenlotlenség igaz.

A masodfokl egyenlétlenségek megoldasi médja az egyenlot-
lenségek sok egyéb tipusara is alkalmazhaté.

Példa. Oldjuk meg a (x - 1) (X - 2) (x + 5) < 0 egyenlotlenséget!
Ez a feladat a kovetkezovel ekvivalens. Az X mely értékei mellett
negativazy = (x- 1) (x- 2) (X + 5) fuggvény értéke?

A kérdés megvalaszolasahoz el6szér meghatarozzuk a figgvény
zérushelyeit. Ezek: 1, 2 és -5. Ezek négy intervallumra tagoljak a
fliggvény értelmezési tartomanyat, nevezetesen: (-«>; -5), (-5; 1), (1;
2) és (2; °0). A (X - (X - 2)(x + 5) szorzat minden egyes szorz6janak
meghatarozott eldjele van az adott intervallumok mindegyikén. Adjuk
meg ezeket és az egész szorzat eljelét tablazat formajaban.

Szorzd6  (-~;-5) (-5; i) (i; 2) (2, 00)

x- 1 - - + +

X- 2 - - - +

X+5 - + + +
y - + - +

Az y fliggvény vazlatos gbérbéje a 97. abran lathato.

Tehat a figgvény a (-°°;-5) és a (1; 2) intervallumokon vesz fel
negativ értékeket.

Felelet. Az egyenlotlenség megoldasainak halmaza:
(—:-5) U @1 2).

A vizsgélt példdban azok az intervallumok, amelyeken a fliggvény
értékei pozitivak, azokkal az intervallumokkal valtakoznak,
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amelyeken a fuggvenyertekek negativak. Azonban ez nem mindig
van igy.

Oldjuk meg a (X +1)2(x + 3)(x - 5) >0 egyenlotlenseget!

Az egyenlotlenseg bal oldala nullaval egyenlo, ha az x erteke -3,
-1 vagy 5. A megfelelo tablazat osszeallitasaval meggyozodunk rola,
hogy az egyenlotlenseg bal oldalanak ertekei negativak a szomszedos
(-3; -1) es (-1; 5) intervallumokon. Tehat az adott egyenlotlenseg
megoldasainak halmaza (-00;-3] U [5;°0) U {-1}.

Azy = (x+ 1)2(x + 3) (x-5) fuggveny vazlatos gorbeje a 98. ab-ran
lathato.

Az egyenlotlensdgek megoldasanak vizsgalt modja az altalanos
intervallumos megoldasi modszer kulon esete, amellyel a felso
tagozatos osztalyokban ismerkedtek meg reszletesebben.

P Ellenorizzetek magatokat!

I 1. Fogalmazzatok meg, mi a masodfoku egyenlotlenseg!

- 2. Mondjatok peldakat masodfoku egyenlotlensegekre!

« 3. Milyen szimbolummal jelolik ket halmaz uniojat?

> 4. Hany megoldasa lehet a masodfoku egyenlotlensegnek?

I 5. Mondjatok peldakat olyan masodfoku egyenlotlensegekre:
a) amelyeknek egyaltalan nines megoldasuk;
b) amelyeknek csak egy megoldasuk van;

I c¢) amelyeket minden valos szam kielegit!

</ Oldjuk meg egyiitt!

Oldjatok meg az egyenlotlensegeket:
a)x2+3x < 0; b) z2- 3z- 2 <0; c)t2+t+ 1>0.
J Megoldas. a) Azy =x2+ 3x fuggveny

gorbeje az x = 0 es x =-3 pontokban metszi

az abszcisszatengelyt. Abrazoljuk vazlatosan a

fuggveny gorbejet (99. abra)! Az egyenlot-

lenseg megoldasainak halmaza a (-3; 0)

intervallum.
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b) Meghatarozzuk az2- 3z- 2 = 0 egyenlet gyodkeit:

0=9-4- 1%(-2)=17, z, = 3YTT o 3T
A parabola &gai felfelé irdnyulnak, ezért a megoldasok keresett hal-

maza '3-Jvj. 3+yfn

c) D=1-4+1+1<0. A t2egyltthatdja pozitiv, igy a para-
bola, amelynek &gai felfelé iranyulnak, a felsé fél koordinatasikban
helyezkedik el. Vagyis az egyenlotlenség megoldasainak halmaza az R
halmaz egésze.

b) [*3—23\7 (3+\T7]

Felelet a) (-3; 0); ) i C)R

N Oldjatok meg széban!

476. Nevezzétek meg a masodfok( egyenlétlenségeket:

a)jc2- 5ic + 6 <0; b) 3jc2+ 6 <0;
C)—2j02— 5ic+ 7<0; d) ic3- 2jc+ 6>0;
g)jc2+ x +3 >0; f) y +4x+ =2 <0!

477. Hatarozzatok meg a fuggvénygorbék againak iranyat:
a)y =4x2- 16x+5, b)y = -2 +4x+3; c)y =3x2-7;

d)y =6x2+ 5x; e)y =7- 4x- x2 y =5+ Ix- 5x2

9)y =3x(x-4); h)y =-x(x + 3); )y =(x- 1)(2-x)\
478. Metszi-e az abszcisszatengelyt a fliggvénygorbe:

a)y =j@2- 2jc+ 3; b)y =-x2+1Ix - 5 C)y =3x2- X;

dy =3i2- x+3; e)y =52+ Jjc 1, y =x(7x - 1)?
479. Miért nincs megoldasuk az egyenlotlenségeknek:

a) 3x2<-3; b) (jic- 2)2+ 1<0; c)3j2-"+ 1<0;

d) -j2> 2; e)- (1-j92>0; f) 2j2<jc- 1?
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480. Jeldljétek a koordinata-egyenesen az intervallumok unidit:

a (-°521UI[3“)

c) [224]1 U (5 7);
e) [4;,2]U [2;3);

b)(-4; 3) U (4; 7];
d)(—;3UGE7);
H—:HU@ !

Oldjatok meg az egyenldtlenségeket (481-487)!

481. a)jc2-4x<0;
d) 6j2- x >0;

482, a)j2- 6Xx+9>0;
C) j@+ 4jc+ 4 <0
e) x2>2x- 1,

» 483. a) sz < Jjc- 2

C) x2- 4x+3>0;
e) 9x2+6x+ 1<0;

484. a) 2j2- 3jc+ 1>0;
) 0,5&2-X - 2>0;
e) -j@2+ 3jc- 2> 0;

485. a) 2- 3y <y2
c) 3z2< 5z + 12;
e) -2j2> 2jc+ 3;

$ 486. a) jdjc- 3) <-2;
€)jd2- j9 >4
e) Ge - 3)(jic+ 5) > 0;
487. a) (X+ 7)(jc- 1) >0;
C) Ge- 2)(jet 3) <0;
e) {t+3)(f+4)>0;

b)jc2+ 6jc<O0; €)z2+62z-7<0;
e) 2ji2+ Ix > 0;

fly2. 4y. 5<0.
b)y*-8y+ 16<0;
d)z2+z+0,25<0;
fly2>4y-4.

b) t2+ 9 < 6t;

d) j@2+ 10jic+ 25 > 0;
f)j2- 2x+9<0.

D) jc2 + 8 < 6X;
d)y2-4y< 12;

f) 1lz > z2+ 18.

b) 12jc- 36 <je2:

d) 4x(jc+ 1) < 15;
f)6(/2+ 1)< 131

b) 2(z2+ 5) > 9z;

d) 8- (5-y)2>3y,
) ge + 2)(jc+ 7) <0,
b) e - 3)(je- 5) <0
d) (a+2)(a- 5)<0;
)(2-¢c)(3-c)>0.

488. Az ;. mely értékei mellett negativak azy = ;.2 + 3x fliggvény értékei,

és melyek mellett pozitivak?

3> 489. Az X mely értékei mellett pozitivak az y = /) fliggvény értékei, és

melyek mellett negativak, ha:
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a).A*)=*2-4; b)7(x) =9-x2
o)/ jo =x2+ Bjc- 7; d)/x) =3+ 2x- x2

490. Hatarozzatok meg a fliggvények értelmezési tartomanyait:
ay =>I2-4 ; b)y =J\-x2; c)y =Jx2-5x +4;
d)y = -Ix2- 4x ; e)y =J2x2+1; Ny =JIx2-4x +4 ]

491. Hatarozzéatok meg az egyenlotlenségek egész megoldasait:
a)Xx2+5x- 6<0; b) x2- 5x- 6<0; C)X2- Xx- 6<0;
d) 6- x2>X; e) X2+ 2x- 8> 0; f)x2- 4x +4 < 0!

B szint

Oldjatok meg az egyenlétlenségeket (492-496)!

» 492,

493.

494,

495.

» 496.

a)(2- j9(B—9 <2 b) @:+4) (ic—b) < 10;
c)(l-z) (2+z) > 2 4y X+2) a;+ 3) > 10a;
e)(3-2x) (x+ P<2 f) 3(x2+ 1) <5x+ 1
a)2(x-3)(l -2x)>6; b) 4(x2- 9)>x +3;

C) jdjc- 2) > 2- 3a2 d) 1- > 2(x2+ 1);

e) -x(2 -x) <5- 4x2 03 -x <3 (x2+ 3).

3) b) x+y >0> C>L 46 >0’
g <O e) 5.%% ¢ A 3o
Q) prg b) Jgf# >5- 21 +5 >3;
d) :I3X—+2)A(f‘/: ’ €) 2X—2x <3- X% f) 2-2x > fé-!
) 15 >0; b) 35 <o- 9 1.5 <0

2xxl<v * i} ,
d %-1 e) 1++3§< -<11’ R 1%y >L
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497. Oldjatok meg az egyenlotlenségeket:

a) (3x- 1) (x +3) > x(1+ 5jc);
b) (x- 2) (x+2) +x(x+7) <0;
c) (x+4) (2x- 3)- (5x- 6) (x- 3) > 10;

d) (ic- 4) 3x+ 1)< (2x- 6) (x- 2) + 4! 0

Oldjatok meg az egyenlotlenségeket intervallumos médszerrel (498-502)!

498. a) (x2- 3x+2)(x+ 7)>0;
b) (x2- 16) (x2- 25) <0;
C) (x4+x2+ 1) (x- 1) (x+3)<0.
» 499, a) (x- 3)(X + 2)(x2+ 4x + 5) <(;
b) (x2- 1) (x2- 5x + 6) < 0;
) (x2- 3x—4)(x2- 2x- 15)> 0.
500. a) (x2- 1) (3x- 2x2+ 5) > 0;
b) (x2+ 3x- 10)(4- x2 <(;
c) (x2- 6x +9) (x2- 9) > 0.
» 501. 3) 3><X22++25xx-_38 < LI;; 2X2-34):\-]).( ' c) 1> 3.x28-—22x- 16
Si2- 9x- 2 4 3jc of ,-15;:; <D
- X
503. Azx mely értékei mellett lesz nagyobb azy = 2x + 2 fliggvény értéke
a kovetkezo fiiggvények megfeleld értékeinél:
a)y =x2-3x-4; b)y = 4x2+ 9x - 13?
504. Hatarozzatok meg a fiiggvények értelmezési tartomanyait:

a)y= yis+7x- x2; b)y= \3-5x - 2x2:

*2-4 dy = X
SNz @ + x- 5x )y_x2-3x-4’

e)y =vyIx}- x2- 25x+25 - —

\ x~+6x+9
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505. A b mely értékei mellett nincsenek a kbvetkezd egyenldtlensegeknek

megoldasai:
a)j2+ 2bx+ 1< 0; b) bx2+6jc + 1> 0;
c) (b- )x2+ 3b> 2bx; d) b(x2+ 1) < 2bx +9?

506. Az ni mely értékei mellett elégiti ki valamennyi valdés szam a
kovetkezb egyenldtlenségeket:

a) X2- mx+4>0; b) x2- 6x +m > 0;
C) mx2+m + 3 < djc d) mx2+ 4x + 2m < 1?
Oldjatok meg az egyenlétlenség-rendszereket (507-508)!
\x2- 4x <0, |4j2-1 >0,
507 a) [0 _—6>0 [2ic2- Sjc+3< 0,
Ji2- 3> 2jg [3j2+ 1> 4jg
508 a) [0+ 28 > 1ljc A B2+ 2 < 5ic
509. Oldjatok meg a kettds egyenldtlenségeket:
a) 0 <x2- 5x <6; b) 1<je2+2< 3jg
C) X<2Xx+3<j d) 3<j@2- 2x + 3 <je2!
510. Oldjatok meg grafikusan az egyenl6tlenségeket:
a) j@<jct 2 b) (ic- 2)2>W;
C) 2i2< 1+ VWx; d) j@-3,5jc> yfx !

Ismétlé gyakorlatok

511. Korjaratban két autbbusz kézlekedik 50 perces idék6znyi
kilénbséggel. Hany autdbuszt kell pétlélagosan forgalomba allitani,

512. Sziletésnapi tnnepségre késziilve a meghivottak 260 hrivnya értéki
kdzbs ajandékot vasaroltak. Ha a tarsasagbhan 3 személlyel tdbb lett
volna, akkor fejenként 6 hrivnyaval kevesebb pénzt kellett volna a
k6z6sbe beadni. Hany személyt hivtak meg a szliletésnapra?

Egyszerisitsétek a kifejezéseket (513-514)!

y); b) {-\ab") «{-24a202.

a - 4b2 r2 - 2ab . X +X

514. a) % L L. y2-9 " 2y-6
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133\ MASODFOKU
EGYENLETRENDSZEREK

Az egyenletrendszerek fogalmaval méar a 7. osztadlyban megismer-
kedtetek. Akkor ketvaltozos lineéris egyenletrendszereket es megoldasi
mddjaikat vizsgaltatok. A gyakorlatban gyakran eléfordul, hogy méasodfokii
egyenleteket tartalmaz6 rendszereket keli megoldani.

Masodfokii ketvaltozds egyenletek peldai:

X2+5y2=9, Sz- t2=12, 0,5jcy+y =0.

Az ilyen egyenletek mindegyikenek ket valtozdja es ezekkel kapcsolatos
legalabb egy méasodfoki tagja van. Azaz vagy egy negyzetes valtozorol,
vagy ket valtozo szorzatardl van szo.

Peldaul az

X-2y=0, 5% +10 =0, xZ2-x2+z=0

egyenletek elso-, harmad- es negyedfokiiak.

Ha a rendszer egyik egyenlete ketvaltoz6s masodfoki,
a masik pedig ugyanezeket a valtozdokat tartalma-
z6 masod- vagy elsofokil egyenlet, akkor az ilyen rend-
szert masodfoku ketvaltozés egyeriletrendszernek
nevezzik.

Idezziik fel!

A ketvaltozés egyenlet megoldasénak neveziink minden olyan
szampart, amely igaz egyenldsegge alakitja az adott egyenletet.

Az egyenletrendszer megoldasanak nevezziik valamennyi egyenletenek
kdz6s megoldasat.

Az egyenletrendszert megoldani annyit jelent, mint meghatérozni
valamennyi megoldasanak halmazat.

Peldaul azx2+y- 5=0esazx -y + 3= 0egyenletek kz6s.megoldasai
a (-2; 1) es (1; 4) szamparok. Ellendrizzetek ezt sz6ban! Egyeb kdzos
megoldasuk ezeknek az egyenleteknek nincs (100. abra).

) \x2+y - 5=0,
Vagyisaz i. _ +” _q rendszemek, amelyet ket szampar, a (-2; 1)

es a (1; 4) elegit ki, ket megoldasa van.
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Az egyenletrendszerek megoldasara tobb
modszer létezik. Ezek legfontosabbijai:

* behelyettesitési mddszer;
« egyenlo egyltthatok modszere;
« grafikus médszer.

Bemutatjuk konkrét példdkon, hogyan
alkalmazhatok ezek a médszerek a masodfoku
egyenletrendszerek megoldasa sorén.

Példa. Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

\2x2-y =\7, \2x2- y2=2, Jjc2+y2=25,
a){icc+y = 10; b)[*2-y =5 c)j*y =12

Megoldéas. a) Egyenlo egyutthatok mddszere. A rendszer
egyenleteinek dsszeadéaséaval a kovetkezd 3j@2 = 27 egyenletet kapjuk,
ahonnan x1=09, jg = 3, x2=-3.

Mivel j@2= 9, a masodik egyenlethol a kovetkezdt kapjuk:y, =y2=1

Vagyis a rendszemek két megoldasa van: (3; 1) és (-3; 1).

b) Behelyettesitési médszer. A masodik egyenlethél azy altal kifejezziik
az jc2et és behelyettesitjiik az els6 egyenletbe:

2(y +5)-y2=2 vagy y2-2y-8 =0.

Viéte tétele alapjan meghatarozzuk a gyokeit: y, = 4,y2=-2.

Hay = 4, akkor je =9, ahonnanjc, = 3, jc =-3.

Hay = -2, akkor x2= 3, ahonnan x3= yi3,x4=- \3.
Vagyis az adott egyenletrendszernek négy megoldasa van: (3; 4),
(-3; 4),(V3;-2),(-V3;-2).
c) Grafikus modszer. Az els6 egyenlet
gorbéje olyan korvonal, amelynek a
kézéppontja a koordinata-rendszer
orig6ja, a sugara pedig 5 egység.
A maéasodik egyenlet gorbéje az

y = — hipérbola. Abrazoljuk az egyenle-

tek gorbéit kdzds koordinata-rendszerben
(101. &bra) és hatdrozzuk meg metszés-
pontjaik koordinatait!
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A grafikonbdl kideril, hogy az adott egyenletrendszernek négy
megoldasa van: (-4; -3), (-3; -4), (3; 4), (4; 3). Kdzvetlen behelyettesitéssel
meggy06zddiink arrdl, hogy ezek az adott rendszer pontos megoldasai.

Felelet a)(3; 1)és(-3; 1); b) (3;4), (-3;4), (V3;-2), (-V3;-2);
c) (-4-3), (-3;-4), (3:4), 473

Egyes egyenletrendszer-tipusok megoldadsa céljabol a
valtozdk helyettesitésimodszerét alkalmazzak. Oldjuk meg ezzel
a modszerrel a kdvetkezd egyenletrendszereket:

\xy(x +y) = 30,
Megoldas.a) U +y =11_~" >ahonnan xy(11- xy) = 30.
Azxy =a helyettesitésével az utébbi egyenletbdl a kdvetkezot kapjuk:
a2- lia+30=0
Ennek a masodfokd egyenletnek a gyokei: 5 és 6.
Ha xy = 5, akkor X +y =6; ha xy =6, akkorx +y = 5.
Két egyenletrendszert kapunk:
X+y =6, X+y =5
joy=5 €s Xxy=6.
A két egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk az adott rendszer
megoldasait: a) (5; 1), (1; 5); (3; 2), (2; 3).
b) Az elsO egyenletben létrehozzuk a két tag teljes négyzetét. A
kdvetkezot kapjuk:

vagy

Uj valtozokat vezetiink be: a =x - 2, b =x - 2y. Ekkor az adott
rendszer a kdvetkezo alakot olti:
a2+hb2=5,
a2-b =3
Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat, akkor a b2+ b =2
egyvaltozos masodfokd egyenletet kapjuk, amelynek a gydkei
bx=-2 ésbh, =1
Behelyettesitjltk a b ezen értékeit a (*) rendszerbe és
meghatarozzuk az a valtozé megfeleld értékeit.
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Ha =-2, akkor a2+2 =3, ahonnan ¢*=-1 vagy a2=1
e Ha ¢&2=1, akkor a2- 1=3, ahonnan (7,=-2 vagy a2=2.
Vaqyis a (*) eqyenletrendszer megoldasai a kdvetkezé szamparok:
(-1-2),(5-2), (-2, 9, (2 D).
Az adott rendszer megoldasa erdekeben at keli terni az x es 'y
valtozdékhoz es igy keli megoldani (sz6ban is lehet) a megfeleld
rendszereket:

fx- 2=-1, {*-2 =] \x-2 =-2,

\x-2y =-2; \x-2y =-2; [x-2y =% |

A kovetkezoket kapjuk: (1; 1,5), (3; 2,5), (0; -0,5), (4; 1,5).

Felelet. a) (5; 1), (1; 5); (3; 2), (2; 3); b) (1; 1,5, (3; 2,5);
(0;-0,5), (4; 1,5).

Ellendrizzetek magatokat!

j *1. Mondjatok peldat ketvaltozos masodfokil egyenletre!

i 12. Mi a ketvaltozos egyenlet megoldasa?

1*3. Hany megoldasa lehet a ketvaltozos egyenletnek?

j ;4. Milyen alakzat a kovetkez6 egyenletek gorbeje: a) y = x2
i byx2+>r=4; e) (x- N2+ (y- 2)2=9; d)yl=xl

j i5. Mit neveziink ketvaltozos masodfokii egyenletrendszemek?

j + 6. Hany megoldasa lehet a ketvaltozos mésodfokii egyenletrendszemek?
I »7. Nevezzetek meg a ketvaltozos mésodfokii egyenletrendszer fobb

~

j T megoldasi mddszereit!

Oldjuk meg egyutt!
1. Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

\x2+y2=61, \Xy -x2=2,
[x2- y2=11; b) \y2-xy =3

S Megoldas. a) Osszeadva a masodik egyenlet megfelelo oldalait
az els6 egyenlet megfeleld oldalaival, a 2x2= 72 egyenletet kapjuk,
amelynek gyokei -6 es 6. Ha ezen ertekek barmelyiket behelyettesitjik a
rendszer masodik egyenletebe, akkor a 36 - y2= 11 egyenletet kapjuk.
Ennek az egyenletnek a gyokei: -5 es 5. Vagyis a rendszernek negy
megoldasa van: (6; 5), (-6; -5), ("6; 5) es (6; -5).
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b) Az els6 egyenletet tagonként kivonjuk a masodikbol:
y2- 2xy + x2= 1vagy (y- x)2=1

Inneny - x = 1vagyy - x =-1.

Hay - x = 1, akkory =x + 1 Az els6 xy - x2= 2 egyenletben
helyettesitjik azy valtozot az x + 1kifejezéssel:

X(X+ 1)-x2=2, x2+x-x2=2, x=2,akkory =2+1=3.

Hay - x =-1, akkory =x - 1és az elsd xy - x2= 2 egyenletbdl a
kovetkezét kapjuk: x(x - 1) - x2= 2, x2- x - x2=2, x =- 2, akkor
y=-2—1=-3.

Vagyis a rendszemek két megoldasa van: (2; 3), (-2; -3).

Felelet: a) (6;5), (-6;-5), (-6;5), (6;-5); b)(2; 3), (-2;-3).
2. Van-e megoldasa az egyenletrendszemek:

Jy = X2+ 2x- 2,
jy =2- x2?

J Megoldéas. Kozés koordinata-
rendszerben megrajzoljuk mindkét egyen-
let gorbéjét. A kapott parabolak két pontban
metszik egymast (102. abra). Vagyis
az egyenletrendszemek két megoldasa van.

Fe le let. Az egyenletrendszemek két
megoldasa van.

102. &b
v Oldjatok meg széban! anra

515. Az x2- 3x =y egyenlet megoldasai-e az alabbi szamparok:

a) (0; 0); b) (3; 0); c) (0; 3);

d) (-3; 0); e) (0; - 3); f) (3:3)?
516. Miért nincs megoldasuk a kovetkezé egyenleteknek:

a)x2+y2+4=0; b) x2+y2=2xy - 3?

517. A (0; 2); (1; 1); (-1; D); (-2; 0); (3; 3) szamparok megoldasai-e az
egyenletrendszereknek:
X2+y =2, X2+y =2
a) 2xy +y = 3; b) Xy +2y =47
518. Miért nincs megoldasuk az egyenletrendszereknek:
X2+ y2+7=0, xX2+y2=1
3 3xy-y2=0; *Q.N2 =47
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519. Milyen egyenlet felel meg a 103. dbran lathatd goérbéknek: a) kék;
b) voros; c) kék és vords egyutt?

103. abra

A szint
520. Rajzoljatok meg az egyenletek gorbéit:
a) X+2y=0; b)xy- 12 C) X2+y2=09;
d)x2-y =2; e)y+>fx =1; fyj+1=(*+1H3
Tekinthetok-e fliggvénygorbéknek a megrajzolt grafikonok?

Oldjatok meg grafikusan az egyenletrendszereket (521-524)!

y +x =\ Fy = X2, ixy = 6,
521. a) y+x2=1 - Jx =0 c) b +2=0.
X2+y2=18, 2+y2=1 \xy = 16,
>522. a) y_o_ dx y_._ c) y _
-y =4 X+y =1, \X-y =o.
y2=1X, =o, \xy- 8=0,
523. a) y = *2 ﬂy_z = . C) [[2-y =0.
Xx2+y2=25, jt2+ y2=18, *2+4>:2= 4,
524. a) *2-y = 5; \ #/ = O ) p.2 =x



128 2. fejezet

Oldjatok meg behelyettesitési modszerrel az egyenletrendszereket
(525-527)!

55 ) [x-y =3,
.a
) X2+y2=9; by XY =4
Xy - 2y =4, [3x + 4y =8,
©) y =X-2 ay Xy =1 y
» 526. a) Ke+y2= 100, b2+ y2 =4,
' X- 6:0, b)I[X+ 1:0,
x -y =3 [x2- y2 =16,
©) Xy +2=0; ay[x-y =2
”7 x+y =17, [2x-y =8,
5218 oya=2 oy [2x2- y2 = 32;
X2+y:6, [X2+y2:4,
©) X-y =0 ay Xty =2

Oldjatok meg egyenl6 egyitthatok maddszerével az egyenletrendszereket
(528-529)!

IX+y- xy=-23, Ix2+xy = 15,
528. -

\X -y +xy =49; [y2+xy = 10;

Jx2+y2=10, y ije2+y2= 25,

\(X- Y)(X +Yy) = 8 ) jx2- y2=5.

F2+n2 =41, X2+22=34,

> 529. a) Xy = 20: b) <2 = 15

IX2- 2 = xy, d X+y =b5xy,

o [y2+1 =xy; ) X-y=xy.

530. Diophantoszfeladata. Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

X+y =10, x +y =20,

A x2+y2=68 b) ., y2=sn
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P 531. PalermoiJanosfeladata. Oldjatok meg az egyenletrendszereket

532. Leonardo Fibonacci feladata. Oldjatok meg az
letrendszereket:

f B szint

533. Abrazoljatok a fiiggvenygorbeket:

a) y2- x=1; b)x2+y2=09;
c) (x- D2+ (y+3)2=1 d) x2+y2- 2x - 3;
e)jc2-"2=0; fyx2+\+y2-2y =(

Tekinthetok-e ftiggvenygorbeknek a grafikonok?

Oldjatok meg grafikusan az egyenletrendszereket (534-536)!



JX—=2y =0,
O [5xy+y2=44;

539. a) \Xy-Xx-

[xy +x -y =13

£+y A
C)yx15

X2+y2=34;

X [x2+2y2=3,
54°- a>lb(+y§: >

Jx2-xy =0,
Cjuz-4n =0

2. fejezet

\4x -y =13/
d) It2x2-'xy =21.

+/M+Xxy =5
Xty - xy =4

—+ —=572

d v x
X2-y 2= 24,

b) 1B,
2+y2 6;

X' +y2=13,
Xy = 6.

Oldjatok meg a hires matematikusok munkaibol ismert egyenletrend-

szereket (541-542)!

541. Al-Horezmi Algebra cimii miivebol (I1X. sz.):

x+y =10,

a) 1.2 - 4Xy,

b)

x +y =10,

'y 6

» 542. Leonardo Fibonacci Az abakusz konyve cimii miivebol (1202)

x+y=12
a) *y _4i.
X -y 2’

x+y =10,

b) Vi +ioi=

. o
v Ot 1S

Oldjatok meg az egyenletrendszereket (543-+545)!

X2- y2= 24,
543. a) Ix y _ 26.
y X 5

X2+y2=13,

b) X_y _5.

y x 6
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Jy2+x2- 3xy = 4,
Iy2- x2+4x = 4;

\X2+y =2,
w * =2

VX +7y =3
c)

Ix2+y2=90,

X(x- 3y) =0

iIXy2+xy = 72,
[x+ty =6

2-4x2-4x =1,
[4x2+y2+3xy =1

[x2+2y2 =6,
[y2+4x=9;

[Vx+ "y =5,
d)I[V" =6.

(x+y)(x-y) =0,
b)IX2+y2=64

(x+y)2- 4(x+y) = 45,
d)Ix-y)2- 2(x+y) =T7.

131— 1

Oldjatok meg a véltozd helyettesitesenek modszerevel az egyenletrend-
szereket (546-548)!

546. a) \X* +y) +2*y =-19,

547.

» 548.

[x+y +3xy =-35;

ix3+y3=28,
\x+y =4

2Xy_ 3_ = 151
y

Xv+- =15
y

jx2+y2—xy = 12,
N [x3+y3=72;

\xy +x +y =11,
b) \x + = 30;

\x3/3= -8,
\x3+y3=-7.
Il +i _ 5

b) X y 4°
X2+y2=17,
—_—t =

d) x v 3
x2+y2=160.

jXx2+xy +y2= 109,
jx3- y3=218;



549. Hatarozzatok meg aza ésa b szamot, ha:
a) 3a +4b =8ab = §;
b)a2- 0,5b=a- b= 1,
c)a2+ab- 5=hb2+ab = 10;
d) a2+ b2- 6b=2a +b = o0;
g)a2+b- 2a=za+b=-1;
f) 3(a-2)(4>+\) =a-b =3\

> 550. Hatarozzatok meg az egyenes és a kdrvonal metszéspontjai kdzotti
tavolsagot, ha az egyenletiik x -y =7 ésx2+y2= 169!

551. Hatarozzatok meg két korvonal metszéspontjainak egymastél valo
tavolsagat, ha az egyenleteik x2+y2=25 és (x - 4)2+ (y - 4)2= 1!

«=» Ismétlo gyakorlatok
552. A fény sebessége 3 ¢ 105 km/s. Mekkora tavolsagot tesz meg a
fény: a) 5s; b) 16ra; c) 1lév alatt?

553. Hatarozzatok meg a tortek dsszegét és szorzatat;

\Y; 1 , 1
a' 2x2+5x- 3 eS 2x2- Ix+3’

M 2 , 1 ,
6a2- 13a+6 eS 3a2- 1llo+6°

554. Egyszeriisitsétek a torteket:

2a2-5a+2 _ x2-3 c2+V5c-10
8) 302- 35a+1° X2 - 2yRx +3”° 9 ¢2-3vsc +10 *
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14§ FELADATOK MEGOLDASA EGYEN-
LETRENDSZEREK FELALLITASAVAL

Afeladat - valamely feltétel teljesitése vagy az ezzel egyenértékii
kérdés megvalaszoldsa. Az algebrafeladatok megoldasa leggyakrabban
valamilyen szadmitas, bizonyitas, atalakitas, megvizsgalas elvégzésétjelenti.
Amikor a feladat megoldasahoz modellként algebrai kifejezéseket,
egyenleteket, egyenlotlenségeket, egyenletrendszereket alkalmaznak, akkor
algebrai mddszerekrol van szo.

A 7. osztalyban megtanultatok, hogyan oldhatok meg feladatok linearis
egyenletrendszerek felallitasaval. Hasonl6 maédszerrel oldjak meg a
masodfoky kétismeretlenes egyenletrendszerré alakithaté feladatokat is.

1. feladat. Hatarozzatok meg a téglalap oldalainak a hosszat, tudva,
hogy az atléja 10 cm, a kerlilete pedig ennél 18 cm-rel hosszabb.

S Megoldés. Jeloljuk meg atéglalap keresett b
oldalait x és y betlikkel (104. abra.). Atléjanak

négyzete ebben az esetben x2+y2 félkerilete pedig
jety. Mivel az atlé 10 cm, ezért a keriilet 28 cm, igy

a kovetkezd egyenletrendszert allithatjuk fel: *
\x2+y2= 100,
\x+y = 14.
A megoldas folyamata a kdvetkezo: . A
y= 14-xésx2+ (14-x)2= 100, 104. abra

X2+ 196 - 28x +x2= 100,

X2 - 14x+ 48 = 0.

Az utébbi egyenlet gyokei: x]=S;x2=6.
Hax =8, akkorp = 6; hax = 6, akkorp = 8.
Felelet 8cm és6cm.

2. feladat. Az egyik kerékparos haladasi sebessége 2 km/h-val nagyobb,
mint a masiké, ezért a 28 km-es tavot 20 perccel hamarabb teszi meg,
mint a tarsa. Hatarozzatok meg mindkét kerékparos sebességét!

J Megoldéas. Legyen a kerékparosok (kilométer per éraban mért)
haladasi sebessége u és v. Az elsd kerékparos sebessége 2-vel nagyobb,
ezért a kdvetkezd egyenletet allithatjuk fel: w- v=2.
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Mivel a 28 km-es tavot az elso biciklis 2, mig a masik 22 ¢ra alatt

teszi meg, mikdzben az els6 haladasi ideje 20 perccel, azaz | oOréval
rovidebb, igy eljutunk a mésodik egyenlet felallitasahoz:

V - “ =\ vagy 84(m- v) =uv.
Oldjuk meg az egyenletrendszert:
\u-v =2, \u—v —2,
[84(m-v) =uv [168 = uv,

ahonnan u(u- 2) = 168, n2- 2 - 168 = 0.

A kapott masodfoku egyenlet gyokei: », = 14, u, =-12. A -12 nem
elégiti ki a feladat feltételét. Vagyis» = 14, sigy P= 14- 2= 12,

Fe le let: 14 km/h és 12 km/h.

A paraméteres feladatok megoldasanal a feleletet valtozos
A kifejezések alakjaban kapjuk. Az ilyen feladat teljes
megoldasahoz elemzéssel juthatunk el: meg kell jel6Ini, hogy a
feladatnak a paraméterek mely értéke mellett van megoldasa és hany.
Feladat. A kikotébol egyidejiileg két hajé futott ki: az egyik délnek, a
masik nyugatnak vette az irdnyt. A k6zottik 1évo tavolsag 2 ora elteltével
60 km volt. Hatarozzatok meg a hajok sebességét, ha az elsd hajo a
km/h-val nagyobb sebességgel haladt, mint a masodik!
Megoldas. Legyen a haj6k haladasi sebessége rendre
jckm/h és y km/h. 2 6ra alatt egymasra
merbleges irdnyban rendre 2x és p
2y km-t tettek meg (105. 4&bra).
Pithagorasz tétele szerint 4x2+ 4y2= 602
vagy X2+Yy2=900. Ezenkivil x-y =a. A
kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk:
60

105. abra

A megolddsa sordn a masodik
egyenletbol meghatarozzuk:
X =y + a Ezt az értéket az elsd egyenletbe behelyettesitve a
kévetkezOket kapjuk:

(y+a)2+y2=900, 2y2+ 2ay + a2- 900 = 0.
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Megoldjuk az y-ra vonatkozdéan az utdbbi masodfoki egyenletet:

_ - axV1800- a2
y 2
Mivel a feladat feltetelenek megfelelden az a es y pozitiv, csak egy
eset lehetseges:

_ yTmO-az- a
y

Ekkor teljestlnitik keli a kovetkezo felteteleknek:

a> 0, a >0,
1800 —2>0,  ygqy -30V2 <a<30V2,
N800 - a2> a -30 <a <30.

Vagyis a feladatot csak azy valtozo egy erteke eleqgiti ki:
y - 0,5(yj\S00 - a2 +a), ha0<a<30.

Ebben az esetben jt=y +a =0,5 (~1800 - a2 + a).
Felelet Ha 0<a <30, akkor a feladatnak egyetlen megoldasa

van: 0,5 (1800 - a2 + a) km/h es 0,5 (*1800 - a2 - a) km/h.
Ha a <0 vagy a > 30, akkor a feladatnak nincs megoldasa.

~  Ellendrizzetek magatokat!

Hogyan fogalmazhato meg a feladat?

Milyen feladatok fordulnak el6?

Allitsatok 6ssze kiillonb6zé modelleket a kévetkezo feladat
megoldasahoz: ,J~latarozzatok meg azt a ket szamot, amelyek 8sszege
15, a szorzata pedig 56!

(2 Oldjuk meg egyutt!

1 feladat. Hatarozzatok meg azt a ketjegyli szdmot, amely 4-szer
nagyobb, mint szdmjegyeinek az 6sszege es 3-szor nagyobb, mint a
szorzatuk!

S Megoldas. Jeloljukatizeseketesegyeseketxesybetiikkel. Ekkor
a keresett szdm: 10x +y. Mivel ez 4-szer nagyobb, mint a szdmjegyek
0sszege, ezert 10+y =4(x +y), ahonnan 6x = 3y vagy 2x =y.



136 2. fejezet

A 10x +y szdam haromszor nagyobb a szamjegyek szorzatanal, ezért
I0x +y = 3xy. Megoldjuk az egyenletrendszert:

\2x =,
[10x+ = 3xy.

Behelyettesitjiik az*-t a masodik egyenletbe:

10x + 2x = 3x *2x, \2x =6x2 ahonnan x =0 vagy X = 2.

A kétjegyl szam elsd szamjegye nem 0. Ezértx = 2, és igyy =2x = 4.

Ellenorzés. 24 =4(2+4)és24 =3 «2 «4,

Megjegyzés. Mivel itt x ésy természetes szdmok, s megtudva, hogy
y = 2%, tovabb nem kell folytatni a rendszer megoldasat, hanem ki kell
probalni a 12, 24, 36, és 48 szamokat. K6zulik a feladatot csak a 24-es
szam elégiti ki.

Fe le let. A 24-es szam.

2. feladat. A szabalyos haromszognek és a szabalyos hatszognek
egyenld a keriilete, mig tertletik dsszege V3 m2 Hatarozzatok meg a
sokszdgek oldalainak hosszat!

J Megoldas. Legyen a haromszog és a hatszog keresett oldalax és
y (106. abra). Mivel az alakzatok keriletei egyenlok, ezért 3x = 6y,
ahonnan x = 2y.

106. abra

2/3
Az x oldall szabalyos haromszog terllete -4 Mivel a szabalyos

Y2V

hatszdg haty oldalu szabalyos hdromszoghbol all, ezért a teriilete 6 « =—

A kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:



555.

$556.
557.
558.
550.
560.

561.

562.

Allitsatok 6ssze feladatokat, amelyek matematikai modelljei a
kovetkez6 egyenletrendszerek lehetnek:

X +y =5, \x-y =3, x+y =1,
2) \xy =6; b) \xy =40; 0 |x2+y2=25.
szint J

Hatérozzatok meg két olyan szdmot, amelyeknek az 6sszege 21, a
szorzata pedig 90!

Hatarozzatok meg két olyan szamot, amelyeknek a kiillonbsége 1,1,
a szorzata pedig 0,6!

Hatarozzatok meg két olyan szamot, amelyeknek az dsszege 31,
négyzeteik sszege pedig 625!

Két szdm mértani kozéparanyosa 3. Hatarozzatok meg ezeket a
szdmokat, ha egyikiik 9,1-del nagyobb a mésiknal!

A derékszogli haromszog kerllete 90 cm, mig az atfogdja 41 cm.
Hatarozzatok meg a befogoit!

Hatarozzatok meg két szamot, tudva, hogy:

a) a kuldonbségik 2, négyzeteik killonbsége pedig 88;

b) a félosszegiik 9,5, négyzeteik 6sszege pedig 185;

e) az 0sszeglk 20, szorzatuk pedig 84!

Hatarozzatok meg a derékszdgi haromszog befogoit, amelynek:
a) az atfogdja 13 dm, a teriilete pedig 30 dm:;

b) a keriilete 30 cm, befogoik 6sszege pedig 17 cm;

c) az 4tfogoja 17 cm, a kertilete 40 cm!
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$ 563.

564.

565.

566.

567

568.

" 569.

570.

2.fejezet

Hatarozzatok meg annak a téglalapnak az oldalait, amelyiknek az
atloja 10 m, a tertilete 48 m2!

Hatarozzatok meg annak a derékszogli haromszognek a befogoait,
ha ezek egyike 2 cm-rel, a mésika pedig 25 cm-rel kisebb az
atfogdjanal!

A keret belsd és kiilso konturja - négyzetek. Ezek egyikének oldala
amasik atlojaval egyenl6 (107. &bra). Hatarozzatok meg a négyzetek
oldalait, ha a keret terllete 32 cm2!

Hatarozzatok meg a kor belst és kiilsd sugarat, ha a kiilénbségiik
5 cm, a kor terlilete pedig 12571 cm2(108. abra)!

107. dbra

. Hatarozzatok meg a deréksz6gi paralelepipedon éleinek hosszat, ha

ezek egyikének hossza a paralelepipedon felszinének a teriilete és
térfogata rendre 8 cm, 158 cm2és 120 cm3!

Két kombajnkezeld egyike 24 oOraval hamarabb aratja le egy
tertiletr6l a buzat, mint a masik. Ha a kombajnkezelbk egyutt
dolgoznak, akkor 35 ora alatt fejezik be az aratast. Mennyi ido
alatt tudja a két kombajnkezeld kilén-kulon learatni a bizat?

Lucas Pacciolofeladata. Két szam négyzeteinek az 6sszege 20, a
szorzata 8. Hatérozzatok meg a szamokat!

A kbdzbnséges (tovdbb mar nem egyszerisithetd) tort
szamlaléja 3-mal kisebb a nevezojénél, de ha mindkét tagjahoz
hozzéadunk 10-et, akkor a tort értéke kétszeresére nd. Melyik ez
a tort?
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B

P 571.

572.

573.

"N 574

575*

576.

N 5T7T.

szint

Egy automata gép egyforma munkadarabokat készit. Ha percenként
egy darabbal tobbet allitana eld, akkor 720 munkadarabot 1 6raval
hamarabb gyéartana le. Hany munkadarabot termel az automata egy
oOra alatt?

Az lizemnek megrendelésre 150 személygépkocsit kellett volna
legyartania néhany nap alatt. De a betervezett mennyiségnél naponta
két autoval tbbbet gyartva a hataridd lejarta elott két nappai nem
csak a megrendelést teljesitette teljes egészében, hanem 6 gépkocsit
p6tldlagosan is legyartott. Hany nap alatt kellett volna teljesitenie
az Uzemnek a megrendelést?

A gyamak néhany nap alatt kellett egy szallitmany munkapadot
elkészitenie. A napi feladatot 9 munkapaddal tulteljesitve, a hataridd
lejarta el6tt 3 nappai 588 munkapadot gyartott le, ami a megrendelés
98%-a. Hany munkapadot készitett naponta a gyar?

A favag6 brigadnak néhany nap alatt 216m 3fat kellett készleteznie.
Az els6 harom nap alatt a brigdd az utemtervnek megfelelden
dolgozott, majd ezt kdvetben napi 8 m3rel tébb fat vagott ki a
tervezettnél, ezért a hataridd lejarta eldtt egy nappai 232 m3
mennyiséggel készilt el. Hany kébméter fat vagott ki naponta a
brigad?

Az egyik csdvon keresztiil 36 perccel hamarabb megtdlthetd vizzel
a medence, mint a masikon. Ha a medence felét az egyik csdhdl
toltik meg, a masik felét pedig a mésodikbdl, akkor a medence egy
fél oraval késobb toltodik fel, mintha mindkét cs6b6l egyszerre
torténne a feltdltés. Hany perc alatt tdltenék meg a medencét a csdvek
kulén-kildn?

Feladat afrancia kadétiskolak Matematika tankényvébol (1813).
A derékszogli haromszdg oldalainak 6sszege 156 m, a teriilete
1014 m2 Hatarozzatok meg a haromszdg oldalait!

A vonatnak 4 6ra alatt kellett volna megtennie az A és a B allomas
kozotti tavolsagot. Az A allomastdl 150 km-re azonban 20 percre
feltartottdk. Hogy a menetrendnek megfeleld iddben érhessen B
allomasra, a vonat a hatralévd Utszakaszt kordbbi sebességénél
15 km/h-val gyorsabban tette meg. Hatarozzatok meg az A és B
koz6tti tavolsagot!
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578.

579.

580.

581.

582.

583.

584.

2. fejezet

A motorkerékparos 5 ora alatt ért a falub6l a varosba. Visszafelé a
faluba az elsé 36 km-t ugyanolyan scbességgel tette meg, a tav
fennmarad6, nagyobb részét ennél 3 km/h-val nagyobb haladasi
sebességgel. Ezért a visszalton a motoros 15 perccel kevesebbet
toltott. Milyen sebességgel haladt a motoros a varosba?

Az A és B teleplilés kbzobtti it emelkeddbdl és lejtdbdl ail. A
kerékparos, aki a lejtdn 6 km/h-val nagyobb sebességgel haladt, mint
az emelkeddn, az A és B koz6tti tavot 2 6ra 40 perc alatt, a B és A
kozotti tAvolsdgot 20 perccel gyorsabban teszi meg. Hatarozzatok
meg a kerékpéros sebességét az emelkeddn és a lejtdn, az emelkedd
hosszat A-t6l B-ig, ha a tvolsag A-tél B-ig 36 km!

A hajé 9 6ra alatt 100 km-t tesz meg a vizfolyassal azonos iranyban
és 64 km-t a vizfolyassal szemben. Egy masik alkalommal a haj6 a
vizfolyas irdnyaban 80 km-t és azzal szemben is 80 km-t tett meg.
Hatarozzatok meg a hajé sebességét alldvizben és a vizfolyas
sebessegét!

Az egyik repuldgép sebessége 100 km/h-val nagyobb, mint a masiké.
Ezért az els6 a 980 km tavolsagot 0,4 draval hosszabb id6 alatt teszi
meg, mint a masik a 600 km-es tavot. Hatdrozzatok meg a
replilogépek sebességét!

Az A kikotébol a komp a vizfolyas iranyaban induit el. A hajo
3 oraval késbbb induit ki azA kikototol 60 km-re 1évd B kik6tobol,
és a komppal vald taldlkozés utdn 1 déraval futott be A kik6tdbe.
Hatarozzatok meg a vizfolyas sebességét, ha a hajo alldvizben
24 km/h sebességgel halad!

A falubdl egy kerékparos elindult a 20 km-re 1év0 varosba, majd 6t
15 perc milva egy masik kerékparos kovette. Az elsd kerékparost
utolérve visszafordult, és 45 perccel hamarabb tért vissza a faluba,
mint ahogy az elsd kerékparos megérkezett a varosba. Hatarozzatok
meg az elsb kerékparos sebességét, ha amasodik 15 km/h sebességgel
haladt!

Az A helységb0l egyszerre és egy irdnyban két kerékparos induit
ttnak rendre 18 km/h és 24 km/ sebességgel. Egy oraval késébb egy
auto induit anyomukban, amely az elsd kerékpéros utan a masodikat
10 perc milva érte be. Hatarozzatok meg az auto sebességét!
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585. Az egymastol 90 km-re 1évd A pontbdl B pontba 12 km/h sebességgel
induit el egy kerékparos. Fél 6ra miilva az A pontbdl B pontba elindult
egy 15 km/h sebességgel halad6é masik kerékpéaros. Ezzel egyidejileg
a /E-bol az A pontba egy motorkerékpéaros induit Gtnak, aki el6szér
az elsb kerékparossal, majd 2 perc milva a masodikkal talalkozott.
Hatarozzatok meg a motorkerékpéaros sebességét!

«=p» Ismétld gyakorlatok

586. Egymasra merdleges két ltvonalon egy kerékparos és egy

motorkerékparos induit el a keresztez6dés iranyaban ~ km/perc és

1 km/perc sebességgel. Valamely idépontban a kerékpéaros 8 km
tavolsagra volt a keresztezddéstdl, a motorkerékparos pedig
15 km-re. Ettol az idéponttdl szamitva hany perc miilva lesz 5 km a
kdzottuk 1évo tavolsag?

587. Bizonyitsatok be, hogy a valtoz6 barmely értéke mellett a kifejezés
csak nemnegativ értékeket vesz fel:

a) 92+ 12jc+ 4; b) 0,01/ -y 2+ 25!
Bizonyitsatok be az azonossagot (588-589)!
588. 4ad+ 1= (2a2-2a+\) (2a2+2a+\).
589. a4+a2+1=(a2- a+ 1) (a2+a+ 1).
Egyszersitsétek a kifejezéseket (590-591)!

59| aHf2c _ 3c—a + a —-c
3a-3c 2a~2c¢ (a-cf

592. Az asztalon egy sorban négy alakzat fekszik: hromszog, kér, hatszog
és rombusz. Ezek kiildnb6z6 szinirre vannak festve: vordsre, kékre,
sargara és zbldre. Ismeretes, hogy a sarga alakzatt6l balra a rombusz
fekszik, a kor a haromszdgtdl és rombuszt6l jobbra, a vords alakzat
pedig a kék és a sarga koz6tt helyezkedik el, a hdromsz6g nem a
szélen talalhatd, a kék és a sarga alakzat nem egymas mellett vannak.
Hatarozzatok meg, milyen sorrendben helyezkednek el az alakzatok,
és milyen a szinik!
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. Atéglalap terlilete 120 cm2 kerillete pedig 46 cm. Hatérozzatok

4*,

l.valtozat

Rajzoljatok meg a fliggvénygorbéket: a)y =-x2b)y =2 + Jx !
Oldjatok meg az x2- 2x <0 egyenlétlenséget!

A téglalap terulete 180 cm2 a keriilete 54 cm. Hatarozzatok
meg a téglalap oldalainak hosszat!

Rajzoljatok meg azy - x2- 2x - 3 fliggvény gorbéjét és
elemezzétek azt!

Il.Valloza't

Rajzoljatok meg a fuiggvénygérbéket: a)y =- Jx ;b)y =x2- 4\
Oldjatok meg a 2x - x2> 0 egyenldtlenséget!

A derékszdgi haromszdg atfogoja 61 cm. Hatarozzatok meg a
haromszog befogdit, ha a tertilete 330 cm2!

Rajzoljatok meg azy =x2+ 2x - 3 flggvény gorbéjét és
elemezzétek azt!

I1l.valtozat

Rajzoljatok meg a flggvénygorbéket: a)y =x-1; b)y =x2+ 21
Oldjatok meg az x2+ 3x <0 egyenlotlenséget!

Két négyzet teriileteinek 6sszege 65 m2 kerdileteik dsszege pedig
44 m. Hat&rozzatok meg a négyzetek oldalait!

Rajzoljatok meg azy =4x - x2fiiggvény gbrbéjét és elemezzé-
tek azt!

v.vdllozat
Rajzoljatok meg a figgvénygorbéket: a)y =-x3 b)y =4 - x2!

Oldjatok meg az x2- 4x > 0 egyenldtlenséget!

meg a téglalap oldalait és 4tlgjat!
Rajzoljatok meg azy = x2- 5x + 4 fliggvény gorbéjét és
elemezzétek azt!



MASODFOKU FUGGVENY 143

fm A FEJEZET TARTALMANAK OSSZEFOGLALASA W

Fuggvénynek nevezzilk azt a hozzarendelést, amely valamely
D halmaz minden x valtozo6jahoz csakis egyy valtozot rendel hozza.
A D halmazt a fliggvény értelmezési tartomanyanak, az y 6sszes
értékének halmazat, amelyeket a fliggvény felvehet, a figgvény
értékkészletének nevezzik. Hay az x fiiggvénye, akkor ennek jel6lése:
y =A%)-

Azy = ax2+ bx + ¢ masodfoku fuggvény.

Azy =ax2+bx +c,y =ax2+bx ésazy -a x 2egymast parhuzamos
eltolassal helyettesithet6 egyforma parabolak.

Afliggvény zérushelyei a fiiggetlen valtoz6 azon értékei, amelyek
mellett a fliggvény értéke nulla.

Az y =Bx) fuggvényt parosnak nevezzik, ha értelmezési
tartoménya szimmetrikus a nullahoz viszonyitva és &R -x) =fix)
értelmezési tartomanyabol vett minden értékére nézve.

Azy =Rx) flggvényt parailannak nevezzik, ha értelmezési

I tartomanya szimmetrikus a nulldhoz viszonyitva és az-x) = -Bx) j
értelmezési tartomanyabdl vett minden értékére nézve.

Léteznek olyan iliggvények, amelyek se nem parosak és se nem
paratlanok.

A fuggvényt valamely intervallumon ndvekvonek (csokkendnek)
nevezziik, ha az ezen intervallumhoz tartoz6 fiiggetlen véaltozé minden
nagyobb értékének a fliggvény nagyobb (kisebb) értéke felel meg.

Masodfoku egyenlotlenségnek nevezziik az ax2+bx +c * 0 kifejezést,
ahol a, b, ¢ adott szamok, az x valtozd, a * pedig a <, >, <, > relacios
jelek valamelyike. Az ilyen egyenlo6tlenség megoldasanal célszeri
figyelembe venni az y = ax2 + bx + ¢ fuggvény gorbéjének az
x- tengelyhez viszonyitott elhelyezkedését.

Kétvaltozos masodfoku egyenletrendszernek nevezzik azt a
rendszert, amelynek egyik egyenlete kétvaltozds masodfoku, a masik
pedig ugyanezeket a véaltozokat tartalmazé masod- vagy els6foku
egyenlet.

Az ilyen rendszerek megoldasanak fobb modszerei: behelyettesités,
egyenld egyutthatok modszere és grafikus modszer.



MATEMATIKATORTENET

Afliggvény a modem matematika egyik legfontosabb fogalma.
A fejlesztése és gazdagitasa hossz( ideig tartott. A négyzet- és
kobtablazatok szamitasaval mar négyezer évvel ezelott foglalkoztak
a babiloni tudésok. Ez pedig nem mas, mint ftiggvények megadasa
tablazattal. Archimédesz meghatéarozta a
kor terulete, a gémb fellilete és a sugaruk
kozotti 6sszefiiggést. Az S =nr és az
S = 4nr egyenlbségeket ftiggvények
adjak meg. Descartes a kilénb6z6
ftiggvények grafikus abrazolasahoz
koordinata-rendszert hasznélt. A f
liggvény szakkifejezést el6szor Leibniz
német matematikus (1646-1716)
vezette be. A ftiggvények altalanos
megjelblésére alkalmazott f(x) ésy =J{x)
jeldléseket Euler svajei matematikus Leonard Euler
rendszeresitette 1734-ben. (1707-1783)

A fliggvény sz06 bevezetését kdvetden a megfeleld fogalom
jelentds valtozason ment at. Leibniz fliggvényeknek olyan szakasz-
hosszakat nevezett, amelyek méas szakaszok hosszvaltozasaitol
fliggden valtoztak.

Euler a valtozobol és szamokbol allé kifejezést nevezte
fliggvénynek. Példaul a 3jc+ 5 az x fliggvénye, mivel a kifejezés
értéke azx értékeitdl fugg. Bolzano cseh matematikus (1781-1848)
még jobban bdvitette a ftiggvény fogalmat, 6 a fliggvényen ugyanis
egy mennyiségnek valamely mas mennyiségtol valé barmilyen
flggését értette. Késdbb a matematikusok tdbbsége fuggvényen
fliggd valtozé mennyiséget, méasok szamhalmazok k&zotti
megfeleltetést vagy tetszdleges halmazok kdzotti aranyokat értettek.

A fuggvény legkorszeriibb meghatarozasat a XX. szazadban az
N. Bourbaki alnéven publikalé matematikusok csoportjajavasolta:
»A fliggvény - olyan viszony, amely mellett az indulasi



tartomany minden egyes elemének az érkezési tartomany pontosan
egy eleme felel meg.” A fiiggvény indulasi tartomanyan (értelmezési
tartomany) és megérkezési tartomanyan (értékkészletének) nem csak
szdmhalniazokat, hanem barmilyen halmazt értenek.

Léathatjuk, hogy a fiiggvény szdval a kiilonb6z6 korokban hol
szakaszhosszat, hol valtozds kifejezést, hol valtozé mennyiséget,
hol pedig mennyiségek kozotti flggést, mennyiségek értékei kozotti
megfelelést, két halmaz elemei kozotti viszonyt jelolték.

Az altalanos iskola osztalyaiban csak a fiiggvények legfontosabb
és legegyszeribb példait vizsgaljak. Késobb megismerkedtek a
fiiggvények egyéb kategériaival: a hatvanykitevos, logaritmus és
trigonometrikus fliggvényekkel. A tuddsok kutatjak a két-, harom-
és tobbvaltozos fiiggvényeket.

A parabola, hipérbola kifejezéseket Apolléniusz ékori gordg
matematikus (i. e. Ill. sz.) vezette be. Ezeket a gorbéket 6 kupfellilet
és sik metszésvonalanak (kupszeletek) tekintette.

A modem matematikaban sokféle fiiggvénytipust vizsgélnak.
Ezeket részletesen a matematika killonb6z0 agazatai kutatjak, kdztik
a matematikai analizis és a fliggvényelmélet. Ezeken a
tudomanyteriileteken olyan ukran tuddsok is tevékenykedtek, mint
M. V. Osztrogradszkij, M. P. Kravcsuk, Sz. N. Bemstein, J. J. Remez
és masok.



a)y = Jx+\\  b)v=2x5 )y =-X2
2. Melyik péros az aldbbi fliggvények kozil:

Qy=Jx; b)y =2x- c)y =3x%
3. Melyik fiiggvény névekvo a (0; °0) intervallumon:
a)y =Sx; b)y =2-x2 c)>;= 3x"“%
4. Hany zérushelye van azy = jdj2+ 2)(jc + 4) fiiggvénynek:
a) egy; b) ketto; c) harom; d)négy?
5. Melyik parabola az alabbi fliggvénygorbék kdzul:
ar=jr2 b)> =x-3x2 C)y =2x; dy= Jx?

6. Melyik az jc2 + 2x + 3 > 2 egyenldtlenség megoldasa a kdvetkezd
intervallumok kézul:

a) (-°0;-3); b) (-«»;-I) U (-1;-);  ©) (1 2); d)R?
7. Melyik fiiggvénygorbe szimmetrikus a (0; 0) ponthoz viszonyitva:

)y =je2 b)y = 3x2 Q)Y = 2ic; d)y = yix?
. . \y =x2+4,
8. Az alabbiak koziil melyik pont az |4Y+ v _ g egyenletrendszer
megoldasa:
a) (-8;-2); b)(8;2); c) (4; 2); d) (-2; 8)?

9. Melyik intervallum azy = x2 - 2x - 1 flggvény értelmezési
tartomanya:

aH -2);  b)(L00); ¢ [12); d) [-2; ~)?

10. Melyik alabbi pontban veszi fel azj> = 2jc- jc2 fliggvény legnagyobb
értékeét:
a)x =0; b)ic=1; C)X =2; d)x =-22
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7\
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10*

Tipusfeladatok ,, sz. dolgozathoz

Rajzoljatok meg az7 = 2a + 3 fuggvcny gorbéjét! Hatarozzatok
meg az értelmezési tartomanyat és az értékkészletét! Allapitsatok
meg a ftiggvény zérushelyeit és a stabil eldjel intervallumét!

A iliggvény az/[A) = (2a + 3)2képlettel van megadva. Hatarozzatok
meg:

a°)/0); b)JH); c)/3,5)!
Rajzoljatok meg és vizsgaljatok meg a fiiggvények tulajdonsagait:
)y =-a2+ 1 b*)7 = (* + 1)2- 41
Oldjatok meg az egyenlotlenségeket:
a°) (a+5) (a- 3)>0; b*) -5a2+ 3a+ 2 < 0!
Rajzoljatok meg a fliggvénygorbéket:
Q)7 =a2+4a+3; b)jy = |6a- a2- 5|!
Oldjatok meg grafikusan az egyenletrendszereket:
X2+y =1 a2+y2- 4=0,

a0) {fa- 7+1=0; b'} [a2-7 +2=0
Oldjatok meg az egyenletrendszereket:

la2+y2=17, Ja2- A7 3=0,
) Ba-7+1=0 Y 2 A +2=01

‘. Habizonyos kétjegyli szamot elosztotok a szdmjegyeik osszegével,

akkor hényadosként 8-at, maradékként 5-6t kaptok, s ha azt a
szamjegyek szorzataval osztjatok el, akkor hanyadosként 10-et,
maradékként 1-et kaptok. Melyik ez a szam?

Oldjatok meg az egyenl6tlenséget:

a3- 16x

a) (a+ 5)%a- 3) (1+a)>0; b) a3- 5x2+ 4a’

Hatarozzatok meg, hogy a ¢ mely értéke mellett lesz két valds
gyoke a kdvetkezd egyenletnek:

(c + a2+ (3C- 2)a—€ = 0!



A matematika az anyag
mozgéaséanak valamennyi
fajtdjat vizsgalhatja.

. 1$ Kglmo orov“® S



Alkalmazott matematik&nak
nevezzilk a matematikanak azt
az agat, amely az emberi teve-
kenyseg soran felvet6do felada-

tok megoldasaval foglalkozik.

A fejezet fo temai:
« matematikai modellezes;

* Q'azalekszamitasok,
* kozelitd szamitasok;

149

L,bben a reszben az alkalma-
zott matematika legegyszeriibb
es legfontosabb temai kapnak

« veletleri esemenyek es
valoszinlisegek;

statisztikai ismeretek.

MATEMATIKAI MODELLEZES

Matematikai modszerekkel oldunk meg nemcsak szamokkal, mertani
alakzatokkal, egyenletekkel, fliggvenyekkel kapcsolatos elvont
matematikai feladatokat, hanem sok mas problemat is. Alkalmazott
matematikaifeladaiokrél beszelink akkor is, ha azok nem matematikai
fogalmakrol szdlnak. Ezek megoldasahoz eldszdr a matematikai
modelljuket keszitik el.

1. feladat. Hatarozzatok meg a 67 cm szeles es 125 cm hosszii asztal
fellletet!

V Megoldas. Az asztal felulete teglalap alaki. A teglalap teriletet
Ogy szamitjuk ki, hogy a szelesseget megszorozzuk a hosszaval. Tehat a

keresett teriilet S= 125 <67 = 8375 (cm2).

Felelet: S ~ 84 dm2

Ez alkalmazott matematikai feladat, mert az asztal nem matematikai
fogalom. A feladat megoldasakor az asztal fellletet teglalappal
helyettesitettik.

2. feladat. Egy edenyben 10,5 kg 40 szazalekos kensav talalhato.
Mennyi 75 szazalekos kensavat keli 6nteni hozza, hogy 50 szazalekos
oldatot kapjunk?

S Megoldéas. Eredetileg 0,4 « 10,5 kg tiszta kensavunk volt (109.
abra). Ha ehhez a mennyiseghez x kg 75 szazalekos kensavoldatot dntiink,

akkor a tiszta kensav témege 0,75x kg-mal nd. Eredmenyiil (10,5 +*) kg
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50 széazalékos oldatot, vagyis 0,5(10,5 +*) kg tiszta kénsavat kapunk. A
kovetkezé egyenlctet kapjuk:

0,4 « 105+ 0,75x = 0,5 * (10,5 +X). *
Az egyenlet gyoke: * = 4,2.
Felelet 4,2 kg.

10,5 X 10,5 + «
+ =
0,4 0,75 0,5
109. abra

A 2. feladat megint alkalmazott matematikai jellegli, mert a kénsav
ncm matematikai fogalom. A (*) jellel jelolt egyenlet az adott feladat
matematikai modellje.

A modell specialisan elkészitett objektum, amely tikrézi az eredeti
targy tulajdonsagait (fr. modéle - masolat, mintadarab). A repiilégép, a
hajo, a gépkocsi makettek mind fizikai modellek.

A matematikai modell matematikai 6sszefliggések rendszere, amely
megkozelitoleg, elvont formaban irja le a vizsgalt objektumot, folyamatot
vagy jelenséget.

A matematikai modelleket matematikai fogalmakbdl és osszefuggé-
sekbél - mértani alakzatokbdl, szdmokbdl, kifejezésekbdl - alkotjak.
Leggyakrabban flggvények, egyenletek, egyenl6tlenségek vagy ezek
rendszerei képezik a matematikai modelleket.

A matematikai modell megépitését és alkalmazasat konkrét feladatok
megoldasara matematikai modellezésnek nevezzik.

Az alkalmazott feladatokat harom lépésben oldjuk meg:

1 elkészitjik a feladat matematikai modelljét;

2. megoldjuk a megfelelo matematikai feladatokat;

3. elemezziik a vélaszt.

Ezeket a 1épéseket a 110. abra vézolja. A - az adott alkalmazott feladat,

B - a feladat matematikai modellje, C - a modell eredménye, D - az
adott alkalmazott feladatra adott valaszt. Az A és B kozétti 1épés



AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKA ELEMEI 151

a modellezes folyamata, a megfelel6é modeli felallitdsdhoz nem
elegendd csak a matematikai tudas, hanem ismemi keli a gazdasagnak
azt az agazatét is, ahol alkalmazni szeretnenk a feladatmegoldast. Ha a
modeli hibas, akkor az eredmeny is helytelen lesz. Peldaul, ha a
2. feladatban nem 10,5 kg kensav van megadva, hanem 10,5 1 Ha a tanuld
e feladat esetere is a (*) egyenletet allitja fel, es eredmenykent 4,2 1kap,
akkor durva hibat kovet el (miert?).

Nagyon fontos az utolsd lepes is: az eredmeny ertekelese. Az absztra-
halt B feladat C eredmenye nem feltetlendl elegiti ki az adott A fela-
datot, vagy csak reszben. A C eredmeny lehet a B feladat pontos ered-
menye is, de az A feladatnak majdnem mindig csak kozelitd felelete.
Ezert azt a kozelitd szamitasok szabalyainak megfeleldéen keli megadni
(lasd 175. old).

Megvizsgalunk meg egy peldat.

3. feladat. Elegendd-e egymillio liter viz Gszéverseny megrendeze-
sehez egy vizszintes feneki, teglalap alakd, 100 m hosszi es 25 m
szeles medenceben?

S Megoldas. I. A feladat matematikai modelljenek megal-
kotasa. A vizszintes fenekii medenceben levd viz teglatest alakjat
Olti, ami az adott feladat eseteben a valds objektum matematikai mo-
dellje. A teglatest egyik ele a viz magassadganak felel meg (a a kere-
sett ertek), a tobbi el a medence hossza (b) es szelessege (<.

Il. Matematikai feladat megoldasa. V=a *b *c az a, b, ¢ mereti
teglatest terfogata. A feladat felteteleinek megfeleléen:

b=100m, c=25m; V=1 000 000 1= 1000 000 dm3= 1000 m3
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A kovetkezot kapjuk: 1000 =a < 100-25, ahonnan a= =0,4 (m).

I11. A felelet elemzése. Az Usz6versenyhez tulsdgosan kevés a 0,4 m
vizmélység. Vagyis 1 000 000 1lviz ebben az esetben nem elegendd a
medenceben az Uszdverseny lebonyolitdséhoz.

Felelet. Nem elegend®.

¢U A mozgéassal kapcsolatos sok feladat megoldasa szem-

pontjabdl a legcélszeriibb matematikai modellek a Descartes-

féle koordinata-rendszerben készitett grafikonok. A t abszcissza-

tengelyen a mozgasid6tjeldlik, az s ordinatatengelyen pedig a megtett

tdvolsagot. Az ido valtozdsaval a varosok kozotti tavolsag nem valtozik,

ezt a tényt a parhuzamos egyenesek jelzik. Tekintsik az alabbi
feladatot.

Feladat. A és B varosbol egyidejileg egy-egy személygépkocsi
induit el egymassal szemben. Az elsé gépkocsi B varosba 32 perccel
a masikkal valo taladlkozast kovetben érkezett meg, mig a masodik
auto A varosba a talalkozas utan 50 perccel futott be. Induldsuk utan
hany perc mulva talalkoztak?

J Meaoldas. Legyen AC és BD a két gépkocsi mozgas-
grafikonja (111. abra). Ha a talalkozasig mindketto.v percet volt uton,
azaz AP =BK =X, akkor KC = 32, PD = 50.

111. &bra

Az AOPA w COKA ésa PODA w KOBA, ezért

AP _OP _ PD
KC OK BK .

Tehat = — , ahonnanx = 40.

Fele let: 40 perc.
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Ennek a feladatnak matematikai modelljei a 111. abrén lathat6 grafi-
konrendszeres az*:32 =50:x egyenlet. Probéaljatok méas matematikai
modelleket is elkesziteni!

Peldaul vegyetekfigyelembe, hogy AD || BC, mig az*Ces BD ferde
es az egyenesek kozotti szogek tangensei a megfeleld objektumok
mozgasi sebessege.

Ellendrizzetek magatokat!

» 1. Mi a matematikai modelt?

*2. Mondjatok peldékat matematikai modellekre!

1 3. Mi a matematikai modellezes?

*4. Milyen feladatokat neveziink alkalmazott matematikai
%  feladatoknak?

*5. Nevezzetek meg az alkalmazott matematikai feladatok megoldéasa-
*  nak o szakaszait!

y/ Oldjuk meg egyutt!

1 Ket lizletben 580 kg alma van. Mennyi alma van az tzletekben kulén-
kilén, ha az els6ben 60 kg-mal tébb van, mint a masodikban? Allitsatok
0ssze negy kiilonbdzdé matematikai modellt ennek a feladatnak a
megoldasahoz!

A"Megoldés. Legyen az elso Gizletben x mennyisegl alma, s akkor
a masodikban levd almak mennyisege (x - 60)kg lesz, egyuttveve:
(x +x - 60) kg. A kovetkezo egyenletet kapjuk: x +x - 60 = 580, ahonnan
2x =640, x = 320, x - 60 = 260.

Felelet 320 kg es 260 kg.

Az jc+jo 60=1580 egyenlet a vizsgélt feladat egyik matematikai modellje.
Mas modellek is keszithetdk, peldaul egyenlet alakjéban:y +y + 60 = 580;

X +y = 580,
<
egyenletrendszer alakjaban X -y - 60:
vazlat alakjaban (112. dbra):
i
112. &bra
2. Ket kombdjnos 12 ¢ra alatt arathatja le a blzat. Hany o6ra alatt

arathatnak le a kombéjnosok kilon-kilon a termest, ha ismeretes, hogy az
elsdé kombéjnos teljesitmenye 1,5-szer nagyobb, mint a masodike?
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S Megoldas. Ha az elso kombajnos az egesz termesi .r ora alatt
aratja le, akkor a mésodik 1,5x ora alatt. Az els6 komb@jnos 1ora alatt a

blizatermes " reszet, mig a masodik ~  reszet aratja le. Egyltt 1 ora

alatt a termes  reszet tudjak bctakaritani. Vagyis

I +ii: =™"aaoren i (1+d) =i2’
X=yy 12, x =20; 1,520 = 30.

Fe le let: 20 ora; 30 ora.

3. A lottésorsolas lebonyolitaséra forditott 6sszeg 55 000 hrivnya. Egy

lottészelveny 1hrivnyaba keril. A lottdszelvenyek eladasabél szarmazo
bevetel harmada a nyeremenyalapba keriil, a negyedet addkent fizetik be,
a fennmarado resz a lottdjatekot szervezd ceg nyereseget kepezi. Mennyi
volt a nyereseg, ha 180 000 szelvenyt adtak el? Hany lottdszelvenyt keli
eladni, hogy tébb mint 30 000 UAH (hrivnya) nyereseg kepz6djon? Milyen
feltetelek mellett nem kepzodik nyereseg?

J Megoldas. I. Legyen S a lottészelvenyek eladasabol szarmazo
bevetel, P pedig a nyereseg. Ekkor 5 = | + |+ /, + 55 000, es
P= |f -55 000.

Il. L Ha S = 180 000 hrivnya, akkor P = > 2* 000 - 55 000 =
=20 000 (hrivnya).

2. Ha P> 30 000, akkor yr - 50 000 > 30 000, es

S >204 000 (hrivnya).

3. HaP<0, akkor yf - 55000 <0, es 5< 132 000.

I1l. Mivel egy lottdszelveny 1 hrivnyaba Kkeril, ezert az
eladott szelvenyekb6l sz&rmaz6 penz (K) szdmszeriien a bevetellel egyenld.
Vagyis ha K > 204 000 darab, akkor a nyereseg meghaladja a
30 000 hrivnyat, es ha K < 132 000 darab, akkor a cegnek nem lesz
nyeresege.
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Felelet 20 000 hrivnya; tbbb mint 204 000 darabot; ha az eladott
szelvények mennyisége nem haladja meg a 132 000 darabot.

W Oldjatok meg széban!

593.

594,

595.

596.

597.

598.

Milyen matematikai fogalmakkal célszerii modellezni az ablaktablat,
ajtot, vodor aljat, téglat, szarazelemet, jégkorongot, labdat?
Mondjatok példdkat a szakasz, négyzet, hdromsz6g, parabola
matematikai fogalmak anyagi modelljeire!

Mondjatok példakat a parhuzamosok, merdlegesek, hasonlésagok
matematikai 6sszeftiggések anyagi modelljeire!

Mondjatok példakat olyan fizikai mennyiségek kozotti osszefiiggé-

sekre, amelyek azy =mx,y= ™ egyenldséggel modellezhetok!

Allitsatok fel olyan alkalmazott matematikai feladatot, amelynek a
matematikai modellje az:

a) /= 2nn\ b) S =nrz; c)S= -1 h
képlet!

Két polcon ésszesen 65 konyv talalhaté: az egyiken 3 kdnywel tobb,
mint a masodikon. Hany konyv van a polcokon kulén-kilén?
Matematikai modellnek tekinthetok-e az alabbiak:

a) jct+ x - 3 =65 egyenlet;
b) y + 3 +y =65 egyenlet;
c)z- (65 - z) =3 egyenlet;

fx +y = 65,
d) iT_ _3 egyenletrendszer;

e) a 113. abran lathat6é diagram?

113. &bra

Oldjatok meg az 599. és 600. feladatokat szoban, grafikus modelljeik
felhasznélaséaval!

599.

A motorkerékparos 10 6rakor induit el A varosbdl B vérosba, 30 perc
mulva B varoshol vele szemben egy autos induit Gtnak. Hany 6rakor
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600.

3. fejezet

talalkoztak ajarmuivek, ha az autos A varosba 12 6ra 30 pcrckor, a
motorkerékparos pcdig B varosba 13 drakor futott be (114. dbra)?
Egy motorkerékparos 10 drakor indult el A varosbdl B véarosba,
egy autos pedig 11 Orakor startolt A varosh6l B varosba. Hany
Orakor érte be az autos a motorkerékpéarost, ha 13 Grakor ért
B varosba, mig a motorkerékparos 14 drakor futott be ugyanoda
(115. abra)?

A szint

Allitsatok fel a601-603. feladatok matematikai modelljét, és oldjatok meg
a feladatokat!

601.
602.

603.

Hatarozzatok meg a 250 x 120 x 65 mm méretii tégla térfogatat!
Egy tehén 8 méter hosszu kotéllel van kikotve egy covekhez a mezon.
Milyen terilletet legelhet le az allat?

Egy kerekes kuaton a vodor felhGzasdhoz 12-szer kell a tekerot
megforgatni. Hatarozzatok meg, milyen mélyen van a kdtban a viz,
ha a kerekes henger atmérdje 24 cm!

irjatok fel a 604. és 605. feladat matematikai modelljét! Feleljetek a
kérdésekre!

604.

2 605.

Az erdében nyir, tolgy, lucfenyé és erdeifenyd no. A fak negyede
lucfeny6, a harmada pedig nyir. A fak hanyad részét teszi ki az
erdeifenyd, ha a tolgyekre a lucfenydk harmada esik?

A didk szombaton egy konyv 3 részét olvasta el, vasamap pedig a

szombaton elolvasott rész felét. A konyv mekkora része maradt
elolvasatlanul?

Allitsatok fel a 606-609. feladatok matematikai modelljeit egyenletek vagy
egyenletrendszerek alakjaban, és oldjatok meg Gket!

606.

Egy apa 4-szer idosebb a fianal, és 5 év elteltével csak 3-szor lesz
idésebb néla. Hany éves jelenleg a fid?
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607. Bézoutfeladata. A munkassal azt k6zolték, hogy minden ledolgozott
nap utdn 24 sou-t fog kapni, de az 6sszegbol minden igazolatlan
mulasztasért 6 sou-t levonnak. 30 nap mulva kiderilt, hogy semmit
nem fog kapni. Hany napot dolgozott a munkas?

608. Az egyik szénraktarban 2-szer annyi szén van, mint a masikban. Ha
az egyik raktarba tovabbi 80 tonna szenet szallitananak, mig a
masodikba 145 tonnat, akkor mindkét raktarban egyenlo mennyiségii
szén lenne. Hany tonna szén van az egyes raktarakban?

609. Az egyik zsakban 60 kg, a masikban 80 kg cukor van. A masodik
zsakbdl haromszor annyi cukrot vettek ki, mint az elsobél. Ekkor az
elsé zsakban kétszer annyi cukor maradt, mint a masodikban. Hany
kilogramm cukrot vettek ki a zsakokbdl kilon-kiilon?

610. A kosarbol kivették a tojasok felét, majd a maradék felét, késobb
ennek a maradéknak a felét, végul az utols6 maradék felét is
kiszedték. Ennek eredményeként a kosarban 10 tojds maradt
(116. abra). Hany tojas volt a kosarban eredetileg?

10 darab
116. abra

Készitsetek a 611-612. feladatok esetére a 610. feladatban alkalmazottal

analég modellt! Feleljetek a kérdésekre!

611. Olga fankot siitétt és kettdt azonnal megevett. A megmaradt fankok
felét a szileinek, az ezutan megmaradt fnkok felét pedig baratnéinek
adta. Az igy megmaradt harom fankot az occsének adta oda. Hany
fankot sutott Olga?

612. Hétfon a tanuldk elvették az Uj tankonyvek felét, kedden a maradék
felét, szerdan pedig az (j maradék felét vitték magukkal. Ezutan 25
Uj tankényv maradt a kényvtarban. Hany Uj tankonyv volt a
konyvtérban?
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3. fejezet

Oldjatok meg a 613. es 614. feladatokat, es hasonlitsatok ossze matematikai
model ljeiket!

$613.

614.

Ket kovacs a felvallalt munkat 8 nap alatt vegzi el. Hany nap alatt
fejezne be ugyanezt a munkat a masodik kovacs egyediil, ha az elso
12 nap alatt vegezne a feladattal?

a) Az egyik brigad 3 ora alatt, a masodik 5 ora alatt vegzi el a kiszabott
munkat. Hany ora alatt fejezne be a ket brigad a munkat, ha egyiitt
dolgoznanak?

b) A medence az egyik csdvon keresztiil 3 ora alatt, a masikon 5 ora
alatt telik meg vizzel. Hany ora alatt lesz tele a medence, ha mind a
ket csovet kinyitjak?

c) A allomasrol B allomasra es B allomasrol A allomasra egyidejiileg
indult el ket szemelygepkocsi. Mennyi ido mulva talalkozik a ket
auto, ha az egyik az AB utat 3 ora alatt, a masik pedig 5 ora alatt
teszi meg?

Keszitsetek el (grafok) fa alakjaban a 615-617. feladatok lehetseges
variansainak modelljet! Feleljetek a kerdesekre!

$>615.

616.

617.

Az etkezdeben ket elso fogast ajanlanak: borscsot es huslevest,
valamint harom foetelt: toltott kaposztat, derelyet es palacsintat,
italkent pedig teat es kompotot kinalnak. Hany kuldnbozo komplett
ebedet kinalhat az etkezde a harom fogas eteleibol?

Egy Ukrajnaba latogato kubai kiildottseg harom varost - Harkivot,
Lemberget es Szevasztopolt - keszul felkeresni. Hany klilonbozo
utvonalat kinalhatnak fel a vendeglatok a delegacionak?

A postan haromfele boritek, a hozzajuk jaro ketfele belyeg es
negyfele udvozlolap kaphato. Hanyfele kulonbozo udvozlo
klildemeny keszitheto a felsorolt kellekekbol?

szint

Allitsatok fel a 618-634. feladatok matematikai modelljet, es oldjatok meg
a feladatokat!

618.

619.

Milyen meretuek a kocka alaku arany es eziist ontecsek, ha mindegyik
tomege 3 kg? Az arany suriisege 19,3 g/cm3 az eziist siiriisege
10,5 g/cm3

Maclaurin (ejtsd: mekloren)feladata. Nehany ember egyiitt ebedelt
es az elfogyasztott etelert kozosen 175 schillinget kellett fizetniiik.
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620.

621.

2 622.

623.

624.

625.

S 626.

627.

Kidertlt azonban, hogy két személynél nincs pénz, azért a tdbbieknek
* ardjuk eredetileg eso résznél 10 schillinggel tdbbet kellett fizetniik.
Hany személy ebédelt?
Az lizemnél 105 motor elkészitését rendelték meg. Az lizem naponta
6 motorral tbbbet gyartott, mint ahogy tervezte, ezért a megrendelést
két nappai a hatarido eldtt teljesitette. Hany motort készitett az tizem
naponta?
A labdarug6 bajnoksag keretében 55 mérkozést jatszottak. Minden
csapat egy mérkozést jatszott a masikkal. Hany csapat vett részt a
bajnoksagon?
A hajé 4 ora alatt 24 km-t tett meg a vizfolyassal azonos iranyban és
20 km-t a folyassal szemben. Hatarozzatok meg a vizfolyas
sebességét, ha a hajé sebessége allévizben 12 km/h!
Szamitsatok ki a téglalap oldalainak hosszat, ha ismeretes, hogy
kertlete 74 cm, és ha az egyik oldalat 3 cm-rel megndvelitek, a
masikat pedig 2 cm-rel megrovidititek, akkor a teriilete 20 cm2rel
csokken!
Fibonacci (ejtsd: fibonaccsi)feladata. Két torony, amelyek egyike
40, a masika 30 l&b magas, 50 labra helyezkedik el egymastol.
A koOz6ttik lévd kathoz két madar szall egyidejiileg a két
toronyrél. Ha a madarak azonos sebességgel repulnek, akkor
egyszerre érnek a kuthoz. Hatérozzatok meg a kit és a tomyok
kdzotti tAvolsagot!
Két komuves brigdd, ha egyutt dolgozik, akkor 4 nap alatt tudja
elvégezni a munkat. Hany nap alatt lenne képes elvégezni a két brigad
kiil6n-kiilon a munkat, ha az elsé brigad hat nappai korabban késziilne
el a feladattal, mint a méasik?
Két kilonbozé teljesitményl markologép egyittes munkéval 6 6ra
alatt vajta ki a munkagddrét. Ha az egyik markol6 a godor egyik
felét, a masodik markold a masik felét vajna ki, akkor a munkat 12,5
oOra alatt fejeznék be. Hany dra alatt késziilne el az egész munkaval
a két markolégép kilén-kilon?
Két szivattyl, ha egyszerre mikodik, 5 dra alatt tolti fel a tankhajot.
Ha az I. szivattyu teljesitménye kétszer kisebb, a Il. szivattyué pedig
kétszer nagyobb lenne az eredetinél, akkor a tankhajét egyuttesen
4 6ra alatt toltenék fel. Hany 6ra alatt toltenék fel a szivattydk kuldn-
kiilén a tankhajot az eredeti teljesitménnyel (izemelve?
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3>628.

629.

630.

$>631.

632.

633.

634.

3 fejezet

Van egy 10 szazalékos és egy 15 szazalékos séoldatunk. Mennyit
kell venni a két oldatbdl ahhoz, hogy 100 gramm 12 szazalékos
oldatot kapjunk?

Adva van két sboldat. Az elsbben a s6koncentracié 0,25, a
masodikban 0,4. Hany kilogrammal t6bb sot kell venni az egyikb6l,
mint a masikbdl, hogy 100 kg témegu olyan oldatot kapjunk,
amelyben a s6 koncentraci6ja 0,37?

A butor ara két egymast koveto p%-os leértékelés nyoman 12 500
hrivnyardl 8 000 hrivnyara csdkkent. Hany szazalékkal csbkkent
egy-egy alkalommal a butor ara?

A cukraszdaban a gyumédlcssalata, amely | részben 6szibarackbol

all, 24 hrivnyaba keriil. Mennyi lesz a gylim@élcssalata ara,
ha az &szibarackot: a) kétszer olcs6bb szilvaval; b) £-szor
dragabb gyumdlcsdkkel valtjak fel? Vegyétek figyelembe,
hogy a salata 6sszetevbinek értéke 6sszértékének 50%-at
teszi ki.

A valamely aru irdnti kereslet és annak kinédlata a kdvetkez6
egyenlettel irhat le:

QD=150-23p, Qs= 150 + 97/?,

ahol Qna kereslet mértéke (millié darab évente), Qsa kinalat mértéke
(millid darab évente), p az ar hrivnyaban. Hatarozzatok meg a
kiegyensilyozott arat és az eladas mértékét! Hogyan valtozik a
kereslet és a kinalat, ha az aru ara 6 hrivnya?

Egy termék gyartdsahoz az tGzem 200 000 hrivnya értékben
vasarolt berendezéseket. A tervek szerint a berendezést
10 évig hasznéljak majd, és a hasznalati idd lejarta utan
csak fémhulladékként adhat6 el 19 700 hrivnyaért. Hatarozzatok
meg a berendezés folyd értékét (jelenértékét) 2 és 5 év elteltével
a hasznalatba vétel utan, ha az éves amortizaciés koltségek
allanddak maradnak!

A tehenésznek 600 méter dréthaléja van, amellyel a csorda
szallashelyét akarja korbekeriteni. Milyen alakzatot kell valasztania
atehenésznek, hogy a szallashelynek a lehetd legnagyobb legyen az
alaptertlete!

A 635. és 636. feladatok megoldasa soran matematikai modellként
hasznaljatok Euler-diagramot!
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635. A liceum fizika-matematikai szakiranyl osztalyanak tanuldi
mtudomanyos projektet készitettek matematikabol, fizikabol és
informatik&bdl. Matematikabdl 48, fizikabdl 30, informatikabdl 40
ilyen projekt készilt. Matematikabol és fizikabdl 6 tanuld,
matematikabol és informatikabol 9, fizik&bdl és informatikabdl 7
tanuld készitett munkakat. Két tanuldnak mind a harom targybol
van tudomanyos projektje. Hany tanuld nem készitett munkat
egyetlen targybdl sem, ha a liceum fizika-matematikai osztalyaiban

100 diak tanul?

636. A 9. A osztalyban 36 tanuldé van. Kiderilt, hogy a szlnid6ben
kozuluk csak két tanuld nem volt sem moziban, sem szinhazban,
sem pedig cirkuszban. De moziban 25, szinhazban 11, cirkuszban
17 tanul6 volt. Hat tanul6 volt moziban és szinhazban, négy
szinhazban és cirkuszban, tiz moziban és cirkuszban. Hany tanul
volt a sziinidd alatt moziban, szinhdzban és cirkuszban?

Allitsatok fel a mozgassal kapcsolatos 637-642. feladatok matematikai

modelljét, és oldjatok meg a feladatokat!

637. Egymastdl 120 km-re fekvd két varosbdl egyidejlleg induit ki
egymassal szemben egy motorkerékparos és egy kerékparos, akik 3
oOra elteltével talalkoztak. Hatarozzatok meg a haladasi sebességliket,
ha ismeretes, hogy az egész tavot a motorkerékparos 2,5 oraval
gyorsabban tette meg, mint a kerékparos!

638. Az egymastdl 900 km tavolsagra Iévo A és B varosbdl két vonat
induit el, amelyek a tav kbzepén talalkoztak egymassal. Hatarozzatok
meg a vonatok sebességét, ha az els6 vonat sebessége 5 km/h-val
nagyobb, mint a masodiké, s az elsé vonat ~-bél 16raval korabban
induit ki, mint a masodik A-bol!

639. Az egymastol 90 km tavolsagra 1évd A és B pontbdl egyidejlleg
startolt egymassal szemben két motorkerékparos. Mekkora
sebességgel haladtak, ha a talalkozasuk utan az elsé motoros 16ra
15 perccel ért /E-be, a masodik pedig a talalkozas utan 48 perccel
futott be M-ba?

$640. Az egymast6l 24 km tavolsagra 1évd A és B varoshol egyidejlleg
induit ki egymassal szemben két személygépkocsi. Az,4-b6l startolt
auto a talalkozasuk utan 16 perccel érkezett meg B-be, mig a masodik
auto 4 perccel a talalkozast kovetden ért bev4-ba. Hatarozzatok meg
a személygépkocsik sebessegét!
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641.

642.

643*

644"

3.fejezet

Az egymastdl 350 km tavolsagra lévo két varosbol egyidejlileg
startolt egymassal szemben két motorkerékparos. Az indulést
kdvetden 3 oraval a talalkozasukig még 20 km-t kellett megtenniik.
Hatarozzatok meg a motorkerékparosok haladasi sebességét, ha a
sebességeik kozotti kilonbség 10 km/h!

A Kkikotobol egyszerre indul el két hajo: az egyik déli, a masik nyugati
irAnyban. Két 6raval késobb a kozottik Iévo tavolsdg 60 km-t' tett
ki. Hatarozzatok meg a hajok sebességét, ha 6 km/h a sebességeik
kozotti killonbség!

Az (ton allandé sebességgel halad
egy motorkerékparos és egy
kerékparos, velliik szemben egy
gyalogos kozlekedik. Amikor a mo-
torkerékparos beérte a kerékparost,
akkor 8 km-re voltak a gyalogostdl.
Amikor a motorkerékparos a
gyalogossal talalkozott, akkor a
kerékparos 4 km-rel volt lemaradva
a motorkerékparostol. Hany kilo-
méterrel el6zi meg a motor-
kerékparos a kerékparost abban a pillanatban, amikor a kerékpéros
a gyalogossal talalkozik (117. abra)?

Két korcsolyazé egy kor alaku, 2 km hosszu palyan fut egy iranyban,
és 20 percenként kerlilnek egymas mellé. Hatarozzatok meg mindkét
korcsolyazo sebességét, ha koziliik az els6 1perccel hamarabb teszi
meg a kort, mint a masodik!

Készitsetek a 645. feladathoz modellt kétdimenzids tablazat alakjaban, és
feleljetek a kérdésekre!

645.

Paula, Gabi, David és Balint, akik egy édességgyar kilonbdzo
lizemegységeiben dolgoznak, karamellt, csokoladét, kekszet és
tortdkat készitenek. Balint, David és a tortasiitd (izemegységben
dolgoz6 tarsuk egy szakkozépiskolaban tanult. Paula és Gabi gyalog
jdmak a munkahelyiikre, mig az a tarsuk, aki a karamellkészito
lizemegységben dolgozik, valamint David rendszerint sajat autojaval
kozlekedik az otthona és a munkahelye kdzott. Az a személy, aki a
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kekszsito zemegységben dolgozik, soha nem ismerte sem a
csokoladéonto lzemegységben dolgozo6t, sem Gabit. Ki melyik
lzemegységben dolgozik?

646. Rajzoljatok meg azy = \2x + 3| fliggvény gorbéjét!
647. Melyik igaz az egyenlotlenségek kozil:

a)-18,7 < 17,3; b) 3,25 >3"; €)-3>/2>2V3?
648. Melyik nagyobb a tortek kozil:

a) 4 vagy§ ; bf A7 vagy #°; %55 vagy'0,8337
649. Melyik kifejezés értéke nagyobb:

650. Egyszerisitsétek a torteket:

SZAZALEKSZAMITAS

A szazalék - egy szazadrész:
1%=10,01; 50%=0,5 100%= 1

Mér taldlkoztatok a szdzalékszamitas (szadzalékalap, szazaléklab,
szazalékerték) legegyszeribb maodszereivel. Idézzétek fel ezeket a
feladatokat és megoldasaik modszereit!

A bonyolultabb, alkalmazott szdzalékszamitasi feladatokban
legtdbbszor a mennyiségek meghatarozott szazalékkal vald névekedésérél
vagy csokkenésérol van sz4. Ezekben az esetekben pontosan kell érteni,
hogy melyik mennyiség szazalékat kell meghatarozni. Példaul, ha arrol
van sz0, hogy a fizetést 10%-kal emelték, akkor az el6z0 fizetést ndvelték
annak 10%-aval. Ha x értéke p%-kal nagyobby értékénél, akkory nem
p%-Kkal lesz kisebbjc-nél. A kétszeres novelés 100%-kal torténo ndvekedést,
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mig a felére csdkkentés 50%-kal val6é csdkkentést jelent (118. abra). Egy
aru érteke elméletileg barmilyen szazalékardnyban névekedhet, de példaul

120%-kal nem cs6kkenhet.

Kétszeres novekedés, 100%-o0s ndvekedés

118. 4bra

Tekintsiink egy szazalékszamitassal kapcsolatos feladatot.

Feladat. Az 55 t 16 szazalékos nedvességtartalmu buza szaritas utani
tdmege 50 tonna lett. Hatarozzatok meg a szaritott bliza nedvességtartalmat!

y Megoldas(119. abra). Eredetileg a buzaban 0,16 *55 = 8,8 tonna
viz volt. Elparolgott beléle 5 tonna (55 - 50 = 5) nedvesség.

Maradt benne 8,8 - 5 = 3,8 tonna nedvesség.

38t

119. &bra

Tehét a szaritott blza nedvességtartalma 3,8 : 50 = 0,076 = 7,6%.

Felelet: 7,6%.

A feladatot megoldhatjuk masképpen is, példaul egyenlet felallitasaval:
0,16 +55-0,0U -50 = 5.
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Szézalekszamitdssal kapcsolatos feladatokat gyakran keil megol-
dariiuk a kdnyveloknek es a banki dolgozoknak. Nezziink egy olyan
feladatot, ahoi befektetesi kamatot keil kiszamitani.

Egyszerii kamatszamitasrol van szg, amikor csak a kezdotoke
kamatat szamitjak ki.

Pelddul ev elejen a befektetd ©sszeget tesz be a bankba r
eves kamatldb mellett. Egy ev elteltevel a betetes P dsszeget kap,

amely a P kezdotokebdl es az utdna felszamolt kamatbol all,

Ket es hdarom ev milva az 0sszeg nagysaga a szamlan a kdvetkezo
lesz:

Hasonlé mddon szamithatd ki a Pn dsszeg (jovoertek), amelyet a
betetes n ev milva kap:

(1)
ahoi P a kezdotoke; Pn a betet 6sszege n ev miilva.

Az egyszerl kamatszamitdst rendszerint rovidlejarati penzigyi
miveletek eseten alkalmazzik, amikor a betetesnek minden egyes
kamatozési idotartam lejarta utén kifizetik a kamatot.

A hosszillejarati penziigyi-hitelszerzodesekben &ltalaban az dsszetett
vagy kamatos kamatot alkalmazzék. Ezt nemcsak az alapfsszeg, hanem
a korébban felsz&molt kamat utén is felszdmoljédk. Ebben az esetben a
kamat tOokesiteserdl beszeliink.

Tetelezzlk fei, hogy a betetes 9%-0s kamatldbra 1 000 hrivnyét tett
be a bankba. Ez az 6sszeg a kezdtoke. Egy ev millva abank a bete-tesnek
felszdmol 90 hrivnya kamatot (1 000 hrivnya 9%-at). Ezutdn a betetes
banksz&ml&jan mar 1090 hrivnya vagy 1000(1 + 0,09) = 1090 lesz. A
masodik evben mér az 1090 hrivnya 9%-at szamitjék fei kamat-kent. Ket
ev utdn a betetes kamatos tokeje mar 1 000 (1 + 0,09): hriv-
nyat tesz ki. Erthetd, hogy n ev milva 1000(1 + 0,09)" hrivnya lesz a
betet dsszege.
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Tehat a takarékbankban r% éves kamatra elhelyezett P indulé tokébol
n év mulva a kdvetkezd kamatos toke lesz:

Ez a kamatos kamat képlete, amely a pénzigyi elszamoldsok egyik
alapképlete.

Feladat. A betétes 200 000 hrivnyat helyezett el a bankban 7%-0s
éves kamatra. Mekkora kamatra szamithat 5 év malva?

y Megoldas. A'lkalmazzuk a kamatos kamat Pn= /1 +

képletét. Az adott esetbenr=7,n=5,
Vagyis P5=P(1,07)5 Ha /*= 200 000, akkor:

P5= 200 000 « (1,07)5= 280 510.
Az kezdotokével osszehasonlitva:
280 510 - 200 000 = 80 510 (hrivnya).

Fe lelet: 80 510 hrivnya.

A pénzosszeg novekedését mutaté szorz6t multiplikatornak nevezziik.
Ennek az értékét résn kilonbdzo értéke mellett szamitjak ki, majd specialis
tablazatokban tintetik fel.

Ez a képlet a kamatos kamat - hoz nem kapcsolddé feladatok

megoldasara is alkalmazhaté (lasd a 716. feladatot).

A szazalékhoz hasonl6 fogalmak az ezrelék (promile) és a proba
(fémjelzés).

Az ezrelék egy ezredrész (1wo = 0,001). Ha példaul egy séoldat 5
ezrelékes, akkor ez azt jelenti, hogy 1000 gramm oldat 5 gramm s6t
tartalmaz.

Aproba (fémjelzés) a nemesfémotvozetekjellemzoje. A 875-0s prébaju
arany aztjelenti, hogy 1000 gramm 6tv6zet 875 gramm aranyat tartalmaz.

A kamatos kamatot évi egy alkalomnal gyakrabban, példaul

félévente, negyedévente, havonta szamolhatjak. Az évi tdbbszori
kamatos kamatszamitast compounding kamatszamitasnak, a
meghatarozott idoszakonként felszamolt kamatokat pedig diszkrét
kamatoknak nevezzik. A pénzigyi szerzodésekben rogzitik az éves
kamatlabat, amelyet nominalis kamatldbnak neveznek, az egy
jdoszakra érvényes kamatlabszamitas a nominalis kamatlab és az egy
évre esod idészakok aranyaval egyenld. Ebben az esetben a
betétosszeg novekedése a kdvetkezd képlettel szamithato ki
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p = />[(iH G—\ImrI

n or [ 100m )

ahol m -az egy évre esd kamatszamitasi idészakok szama.

Vagyis régzitett kamatldb mellett szamitasba keli venni a
kamatszamitasok gyakorisagat, mivel a kamatfelszamolasok
szamanak egy éven belilli névekedésével nod az éves abszolut
jovedelem.

A nemesfémek probajat (fémjelzését) nem mindig és nem
mindendtt jeldlik és hatarozzak meg azonos moédon. Példaul ajelenlegi
ukrajnai 750-es fémjeli aranyat 100 évvel ezeldtt 72-es
fémjelt aranynak nevezték, mig Nagy-Britannidban ugyanez 18-as
fémjeld arany. Miért? Azért, mert nem minden orszagban
alkalmazzak a metrikus mérési rendszert. A forradalom elotti
szamtan tankényvekben (A. Kiszeljov, 1900) példaul a proba azt
jelentette, hogy héany sulyegységnyi tiszta fémet tartalmaz 96
sllyegységnyi otvozet. Az akkori mértékrendszer szerint a tdtmeget
(sulyt) fontokban és zolotnyikokban mérték, egy font 96 zolotnyiknak
felelt meg.

Nagy-Britanniaban és Nyugat-Eur6paban az arany prébajat
hagyomanyosan karatokban adjadk meg. E szerint a szinarany, azaz a
mindennemi szennyezéstol mentes arany 24 karatos.

A 18-as fémjelu (prébaja) arany 18 karatot, vagyis 1 tiszta aranyat
tartalmaz.

Ellenorizzétek magatokat!

Mi a szazalék? Mi a kamat?
Mondjatok példakat és javasoljatok megoldasi modszereket a
kovetkezOk kiszamitasara: a) szazaléklab; b) szazalékérték; c) két
szam szazalékaranya!
K3. Mitjelent 100%-kal névelni a szamot?
+ Mitjelent 50%-kal cs6kkenteni a szamot?
A5, Mi az indul6 téke, a kamat, a kamatos kamat?
M 6. irjatok le az egyszerii és az dsszetett kamatszamitas képletét!
R7- Mianemesfémek probaja (fémjelzése)?

\y /\ Oldjuk meg egydtt!

1. Szamitsatok ki 190 20%-at!
Megoldas. 20% =0,2; 02-190 = 38.
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Felelet. 38.

2. Hatarozzatok meg azt azx szamot, amelynek 12%-a 480!
/ Megoldas. 12% =0,12; 0,12 «x = 480, ahonnan

x =480 :0,12 = 4 000.

Felelet 4 000.

3. Hatarozzatok meg 51 és 20 szazalékaranyat!

/M egoldas. * 100% = 255%.

Felelet. 255%.
4. A friss gombak 90% vizet tartalmaznak, a szaritott gombak 12%-ot.
Mennyi szaritott gomba lesz 22 kg friss gombabdl (120. abra)?

22 kg

120. &bra

/ Megoldés. Legyen a szaritott gombajckg. Ebben a viz nelkiili
tbmeg arénya 88%, vagyis 0,88x. 22 kg friss gombéban 10% azaz 2,2 kg

a széraz tomeg. Mivel a friss es a széritott gomba széraz témege egyenld,
igy a kdvetkez6 egyenlet allithat6 fei:
0,88x =2,2; . = 2,5.

Felelet 2,5 kg.

5. Ket 10 szézalekos es 15 széazalekos sooldatbdl 40 g 12 szézalekos
sOoldatot keil eldallitani. Hany grammot keil venni a ket s6oldatb6l?

/M egoldds. Keszitsiinktablazatotestoltsukki,xesjaltaljeldlve
az els6 es a masodik sooldat altaldnos tomeget.

Az Altalanos tbmeg es a S6tomeg oszlopok nyoman egyenletrendszert
allitunk fei:

ix+y =40,
(010x+ 0,15>= 4,8, ahonnan x = 24,y = 16.
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Oldat Altalanos témeg, g Sotartalom, %  S6tdmeg, g
I x 10 0,Los
I y 15 0,15y
Il (képz6dott) 40 12 4,8

Felelet. Az elsd oldathdl 24 g, a masodikbol 16 g mennyiséget
keil venni.

N Oldjatok meg széban!

651. Szamitsatok ki az 50%-at: a) 200; b) 35; ¢) 0,5; d) 1év!

652. Szamitsatok ki az 25%-at: a) 80; b) 16;.c) 0,4; d) 1hrivnyal!

653. Hatérozzatok meg azt a szadmot, amelynek 10%-a a kovetkezdkkel
egyenlé: a) 7; b) 200; c) 3,5 d) 1, e)0,5!

654. Hatarozzatok meg a szamok sz&zalékaranyét:

a) 56s25;  h)25 és20; c)\ és ™ d) Més| !
655. Adjatok meg szazalékokban az aranyokat:

a) 1:4; b)3: 12 c) 3: 15 d) 5 :50!
656. Hany szazalékkal nagyobb a 20 a 10-nél? Hany szazalékkal kisebb

a 10 a 20-nal?
657. Az alma ara 300%-kal nétt. Hanyszorosara nétt az alma ara?

A szint j

658. irjatok le tizedes tortek alakjaban:

a) 2%; b) 35%; €)216%; d) 5,4%!
659. irjatok le sz&zalékban kifejezve:

a) 04, b) 0,53; c) 137; d) 24!

$660. 1. Szamitsatok ki:
a) 350 hrivnya 42%-at; b) 5 kg 0,6%-4t;
c) 0,54 m 12%-at; d) 4 6ra 125%-at!

2. Hatarozzatok meg azt a szamot:

a) amelynek 60%-a 30; 90; 120; 150; 1,8; 2,4;

b) amelynek 2,5%-a 15; 45; 60; 125; 7,5; 1,7!
661. Hatarozzatok meg a szamot:

a) amelynek 45%-a 270;

b) amelynek 0,3%-a 0,3!
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662.

2 663.

664.
665.

666.

667.

668.

669.

3.fejezet

irjatok le szazalékban kifejezve az aranyokat:

a) 7: 10; b) 21 : 140; c) 0,39 : 2,6!
Anagynégyzetteriileténekhanyszéazalékavanmegjeldlveazalabbi
jelekkel (121. abra):

a) $;

b) ©;

c) ©f t

d) ©2
© —-— ©
© ©
© 0 « * ©
© « * * ©
© ©
© ©
© * ¢ ©
© & ©
© ©©0 ©©® ©© © © ©
© ©©© ©© © © © ©

121. &bra

Hany kilogramm zsirt tartalmaz 50 kg 3,8%-0s zsirtartalmu tej?

A vasérc 54% vasat tartalmaz. Mennyi vas olvaszthatd ki 5 000 t
ilyen ércbél?

Hany kilogramm sét tartalmaz 1kg 7 szazalékos oldat?

Az lzletbe 1000 kg aimat szallitottak, amelybdl 20%
elsé-, 30% masod-, a fennmaradé rész harmadosztalyu volt.
Hany kilogramm kilénb6zo osztadlyld aimat szallitottak az
Uzletbe?

A téglalap hossza 65 cm, a szélessége hosszisagénak 40%-a.
Szamitsatok ki a téglalap ker(letét!

A tisztségviselo fizetése 2 000 hrivnya. A kdvetkezo évtol
20%-0s emelést igérnek. Milyen lesz a hivatalnok fizetése a
béremelés utan?
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670.

671.

3>672.

673.

674.

675.

676.

S 677.

678.

679.

680.

S 681.

682.

" 683.

Uborka savanyitasahoz egy vodor vizre (12 kg) szamitva 0,76 kg
sora van sziikség. Fejezzétek ki szazalékokban az oldat tbménysegét!

Az elvetett 1050 blzaszembdl 1000 szem kelt ki. Hany szazalékos a
blzaszemek csiraképessége?

A banknak 50 000 lgyfele van: 21 000 jogi személy, a tobbi
természetes személy. Hany sz&zalékot tesznek ki: a) ajogi személyek;
b) atermészetes személyek?

AFdldfelulete510,1 millid km2 ebbdl 149,2 millié km2a szarazfold.
A Fold felszinének hany szadzalékat boritja viz?

A traktorvezetonek 25 ha teriletet kellett felszantania, de 27 ha-t
szantott fel. Hany szazalékra teljesitette a feladatat? Hany szazalékkal
teljesitette tul a feladatat!

A tejbdl 109% tarot allitanak eld. Mennyi tejre van szlkség 20 kg
taro készitéséhez?

A cukorrépdbdl 12% cukrot vonnak ki. Mennyi cukorrépét kell
feldolgozni 1t cukor eloéllitdsahoz?

Atéglalap hossza 54 cm, a szélessége 20%-kal kevesebb. Szamitsatok
ki a téglalap teriiletét!

A téglalap terllete 96,8 cm2 Hatarozzatok meg az oldalait, ha ezek
egyike 20%-kal kisebb a méasiknal!

A téglalap teriilete 96,8 cm2 Hatarozzatok meg az oldalait, ha ezek
egyike 20%-kal nagyobb a méasiknal!

szint

Az egyik kdnyvben 20%-kal kevesebb oldal van, mint a mésikban.
Héany szazalékkal tobb oldal van a méasodik kdnyvben, mint az
elsében?

Milyen volt a dragulds elott az arucikk ara, ha a 20%-0s amovekedést
kdvetden az aru 450 hrivnyaba ker(l?

Az arucikk arat eloszor 10%-kal, majd ismét 10%-kal csokkentették.
Hany szazalékkal mddosult az arucikk ara a két arcsokkentés utan?

Az auto arat eldsz6r 20%-kal ndvelték, majd 20%-kal csokkentették.
Hogyan valtozott a gépkocsi ara a két armodositas utan?
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" 684.

685.

686.

687.

688.

$ 689.

690.

691.

692.

™ 693.

694.

695.

696.

697.

3.fejezet

Ket szdm 06sszege 20%-kal nagyobb, mint a kilénbseguk.
Hatarozzatok meg a ket szadm aranyat!

Ket szam feldsszege 30%-kal nagyobb, mint a kilénbsegik.
Hatarozzatok meg a ket szam aranyat!

Ket benzintartalyban 140 1benzin van. Ha az elso tartalybdl a benzin
12,5%-at attoltik a masodikba, akkor a ket tartalyban egyenld lesz a
benzin mennyisege. Hany liter benzin volt a tartdlyokban
kalén-kalon?

Az Uzem az elsd evben 20%-kal ndvelte a termelest, a masodik
evben 25%-kal. Milyen ardnyban nott a termeles a ket ev
alatt?

Az epitkezesen a munka mennyisege 50%-kal nétt, mig a
munka termelekenysege 20%-kal. Hogyan valtozott a dolgozok
letszama?

18 kg 10 szézalekos savoldathoz 2 kg vizet dntottek. Hatarozzatok
meg az Uj oldat szazalekos tomenyseget (tdémegszazalekat)!

Mennyi 10 szazalekos es 20 szazalekos sdoldatot keli 6sszekevemi,
hogy 1kg 12 szazalekos oldatot kapjunk?

Hany kilogramm 7 szazalekos oldatot keli 5 kg 5 szazalekos oldathoz
Onteni, hogy 6 szazalekossa alakuljon?

Mennyi edesvizet keli 5% st tartalmaz6 100 kg tengervizhez dnteni,
hogy a benne levo s koncentracidja 1,5% legyen?

A sérgarez 60% rez es 40% cink Otvozete. Mennyi rezet es cinket
keli 6sszeolvasztani 500 t sargarez elallitdsahoz?

A bronz rez es 0n Otvozete. Hany sz&zalek rez talalhaté abban a
bronzdntetben, amely 17 kg rezet es 3 kg 6nt tartalmaz?

Mennyi vizet keli az 5%0 tdmenysegii 10 kg s6oldathoz hozzadnteni,
hogy 3%o koncentracidji oldatot kapjunk?

Mennyi 2%0 es lo%o koncentracidjl sdoldatot keli 6sszekevemi, hogy
800 g 7%o0 koncentréacidju oldatot kapjunk?

Mennyi 375-6s femjelli aranyat keli 6sszeolvasztani 30 g 750-es
femjell arannyal, hogy 500-as femjelu aranyat nyerjink?
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3>698. Az 5% zsirtartalmu tejbdl 15,5% zsirtartalm( tarét készitenek,
amelynek eredményeként 0,5% zsirtartalmd tejsavé marad vissza.
Mennyi tur6 készitheto 100 kg tejbdl?

699. Az egyik mezo terliletének 65%-a rozzsal van bevetve. A masik
mezo teriiletének 45%-an termelnek rozst. Ismeretes, hogy a két mezo
osszteriletének 53%-a van rozzsal bevetve. A bevetett teriilet
egészének mekkora részét teszi ki az elsé mezo?

700. Korabban 3 kg hus kerilt annyiba, mint most 2 kg. Hany szazalékkal
dragult a has?

$701. A tejbdl 20% tejszint készitenek, mig a tejszinbol 25% vajat alli-
tanak eld. Mennyi tejbol készitheto 10 kg vaj?

702. A vasérc 60% vasat tartalmaz. Ebbol 98 szdzalék vastartalmu
nyersvasat olvasztanak. Hany tonna ércbol olvaszthatdo 1 000 t
nyersvas?

2703. Az alma aszalasnal tomegének 84%-at elveszti. Mennyi friss almét
kell aszalni ahhoz, hogy 40 kg aszalvanyt kapjunk?

704. Porkolésnél a kdvészemek tomeglk 12,5%-at elvesztik. Hany
kilogramm nyers kdvéra van szikség 42 kg porkolt kavé
elodllitasahoz?

705. A friss gomba 90% vizet tartalmaz, a szaritott 12%-ot. Mennyi
szaritott gomba készitheto 44 kg friss gombabél?

$706. A friss gomba 90% vizet tartalmaz, a szaritott 12%-ot. Mennyi
friss gomba szaritasaval készitheto 10 kg szaritott gomba?

707. A friss gomba 99%-a viz. Szaritds utan a viztartalma 98%-ra
csokkent. Hogyan véltozott a gomba tdmege?

708. A cég 250 000 hrivnya 5 éves lejaraty hitelt vett fel a bankban 3%-
o0s egyszeril kamatra. Szamitsatok ki: a) hany hrivnyat fizet vissza a
cég a banknak 5 év mulva; b) milyen nyereségre tesz szert a bank?

709. A vallalkozé 15 000 hrivnyat tett be a bankba 5% éves kamatos
kamatra. Mekkora lesz a teljes betét 8sszege 4 év mulva?

710. A véllalat 50 000 hrivnya hitelt kapott 8% éves kamatra. Mekkora
Osszeget keil visszafizetnie a vallalatnak fél év malva?



174

711.

3. fejezet

A 90 000 hrivnyas, 5 ev lejarati idejii betet utan a bank 18% eves
kamatot szamol fel. Mekkora osszegii lesz a betet a futamido vegen,
ha a bank: a) felevente; b) negyedevente szamolja fel a kamatos
kamatot?

Vizsgaljatok meg a kuldnbozo kamatszamitasi felteteleket tartalmazo
712-715. feladatokat!

N T12.

713.

714.

3> 715.

716.

Egy betetes 20 000 hrivnyat tett be a bankba 17% eves kamatra.
Mekkora osszegii lesz a kamat ket ev mulva?

Milyen feltetelek mellett novekszik 44%-kal ket ev mulva a bankban
elhelyezett toke?

Hany ev mulva duplazodik meg a bankba 25% eves kamatra
betett toke? (Hasznaljatok zsebszamologepet!)

Az a hir jarja, hogy Pavlo Polubotok ukran hetman 1723-ban
4%- eves kamatra jelentos toket tett be Ukrajnabol egy angol
bankba. Hanyszorosara nott volna ez a toke napjainkig?

A Fold lakossaga minden evben

2%-kal novekszik. Hany ember

el majd bolygonkon 2025-ben,

ha 2000-ben a Fold lakossaga

6 milliard volt?

Ismetlo feladatok

Szamitsatok ki (717-718)!

717.

718.

a)-6 3 b) -0,17; c) (-0,4)"; d) (-0,3) 5

a) -2 wl04; b) V(-0,37-106; c) J(-5j -0,\2.

Oldjatok meg szoban az egyenleteket (719-720)!

719.
720.

a)x2-3x- 18=0; b)j2- 16jc+ 60 = 0.
a) X2+ 1s;. +48 = 0; D) se2 + djc- 21 = 0.
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KOZELITO SZAMITASOK

Megmerhetd-e egy lec hossza abszolut pontosan? Nem. Ha azt halljatok,
hogy egy lec hossza 9,42783 m, ne higgyetek el. Egy ilyen lec hossza
ugyanis a millimeter szazadreszenek pontossagaval nem merhetd meg.
Minden meres eredmenye a mennyiseg kozelito erteke.

Ha egy meres eredmenyekent azt kapjuk, hogy a lec x hossza tébb
mint 6,427 m es kevesebb, mint 6,429 m, akkor ezt igy irjuk fel:

X =6,428 £ 0,001 m.

Ekkor azt mondjak, hogy a lécet 0,001 m (millimétemyi) pontossaggal
mérték meg, vagy hogy a 6,428 kozelito értékének abszollt hibaja nem
tébb mint 0,001.

Abszolut hibanak (hibahatarnak) nevezziik a pontos érték és a
kozelito érték kilonbségének modulusat.

Ha a pontos értéket nem ismeijik, akkor a kdzelito érték abszolit hibajat
sem tudjuk meghatarozni. llyenkor az abszolut hibahatart (a hibahatar
abszolut értékét) adjdk meg, ami az a szd&m, amit az abszolt hiba nem
halad meg.

Az elozd példaban a 6,428 kozelito értékének abszollt hibahatara
0,001. A 6, 4 és 2 értékes (pontos) szamjegy, mig a 8 nem értékes
(pontatlan) szdmjegy, ami a pontos értéktol nem tébb mint eggyel
kilénbozik.

Ha x = 3,274 + 0,002, azaz 3,272 < X < 3,276, akkor az abszolut
hibahatar 0,002.

A kozelito érték felirhatd hibahatar nélkil is. Ez azt jelenti, hogy az
utolsé szdmjegyen kivil mindegyik szamjegy értékes, az utolsd pedig
legfeljebb nem t6bb mint eggyel kiilénbdzik a pontos értéktol. Példaul, ha
* = 6,428 m, akkor ezen x = 6,428 + 0,001 m-t kell érteni.

Hay = 3,247 % 0,002 kg, akkor ehelyett nem irhatd y = 3,247 kg.
llyenkor célszerii az eredményty = 3,25 kg-ra kerekiteni.

Képzeljétek el, hogy megmértétek (centiméterekben) a kényv
h vastagsagat és a borit6janak / hosszat:



3.fejezet
h=16- 0,1 pontossaggal,
/=715 - 0,1 pontossaggal.

Mindkét érték abszolut hibahatara 0,1. Azonban egyik esetben ez a
hibahatar egy kis szamra, az 1,6-re, mig a masik esetben egy sokkal
nagyobbra, a 71,5-re vonatkozik. A mérés mindségének megallapitasara
kiszamitjak a relativ vagy viszonylagos hibahatart.

A kozelitd érték relativ hibajanak nevezziik az abszollt hiba és a
kézelit6 érték modulusanak aranyat.

Példaul a h és / kozelitd értékeinek relativ hibaja rendre:

01:16=0,0625=6,3%; 0,1:71,5-0,0014 = 0,14%.

Az | értékének meghatarozdsa pontosabb, kisebb a relativ hi-
bahatara.

A kozelitd értékekkel miveletek végezhetdk a hibahatar pontos
figyelembevételével és anélkil is. A hibahatar pontos kiszamitasa a
kettds egyenldtlenségek tulajdonsagainak alapjan torténik. Példaul a
csavar tdbmege grammokban x = 325 + 2 és az anyacsavar tdmege
y = 117 + 1, vagyis 323 < x < 327 és 116 <y < 118. A kettds
egyenldtlenségek dsszeadasaval a kdvetkezot kapjuk:

439 <x+y <445 vagy x +y =442 + 3.

Hasonldképpen végezhetdk el mas miveletek is. Ezt a modszert
alkalmazzék, amikor nagyon fontos a pontos eredmény.

A kevésbé fontos szamitasoknal becslést alkalmaznak.

Megjegyzendd, hogy a szam tizedesjegyeinek nevezziik a tizedes
vesszOtol jobbra 1évo valamennyi szdmjegyét.

Ertékes szamjegyeknek nevezziik a szam valamennyi szamjegyét a
nullatol eltéro elsé jegyétol balra 1évo nullat és ajobbra allo, a kcrekités
soran lecserélt szamjegyek helyein allé nullakat leszamitva.

Példaul a 0,03074 szamban 0Ot tizedesjegy van, de csak négy
értékes szamjegy: a 3, 0, 7, 4. A Fold atmérdjének d = 12 700 km
kdzelitd értékében nincs tizedesjegy, értékes szamjegybol pedig
harom van: 1, 2, 7.
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Adott az je = 3,24 és azy - 1,4 kozelito érték. Jeldljuk a
kerekitésnél elhagyott elsdé szdmjegyeket kérdojellel: x = 3,247,

ésy = 1,4?. Meghatarozzuk ezeknek a kozelitd értékeknek az 6sszegét
és killdnbségét:

3,247 3,247
+
1,4? 147
4,677 1,877

Lathatd, hogy

a kozelitd értékek osszeadasakor és kivonasakor
annyi értékes szamjegyet kell meghagyni, ahany a

muveletbe bevont legkevesebb tizedesjegyl szamban
van.

Osszeszorozzuk az el6zo kozelitd értékeket:

3,247

X

1,42

7?7?

12967
+

3247
4,57777

A vizsgalt példaban két értékes szamjegyet kell meghagyni. Lathatd,
hogy

N a kozelitd értékek szorzasakor annyi értékes szam-

jegyet kell meghagyni, ahany a legkevesebb érté-
kes szamjeggyel rendelkez6 tényezoben van.

r

A kozelitd értékek osztasakor is hasonl6 szabaly érvényes.

A kiemelt szabalyokat a kozelito érték becslési szabalyainak nevezzik.
Ezek a szabalyok nem garantéljak a kdzelité szamitasok pontossagat, de a
legtobb alkalmazott matematikai feladat megoldasanal hasznalhatdk.
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¢U A kozelito ertekeket gyakran normalalakban irjak. Peldaul
OO az m = 4 360 000 000 helyett ezt irjak: m = 4,36 « 109
Itt csak harom ertekes szadmjegy van: 4, 3 es 6, a nullak ismeretlen
szamjegyeket jeldlnek. Az utolso ertekes szamjegy, a 6 pontatlan, de
ez nem haladja meg az egy helyi erteket. Vagyis

m = (4,36 + 0,01) « 109vagy m = 4,36 + 109+ 107.

Az m ertekenek abszolit hibahatdra 107. Ezzel kapcsolatban azt
mondjék, hogy 4,36 « 109az m erteke tizmillids pontossaggal. Az m
relativ hibahatara:

107: (4,36 + 109 = ¢ r - 0,0023 vagy 0,23%.

Amikor azt mondjak: a Foéld tétmege m = 5,98 « 1021t, ezt
gy ertik, hogy az 5,98 kozelitd ertek, abszolit hibahatara
0,01. Ezert az m kozelitd ertekenek abszolit hibahatara:
0,01 « 101 = 10D1(t), mig a relativ hibahatara:

1019: (5,98 - 1020) - 0,00167 - 0,17%.

Ellenérizzetek magatokat!

i “1. Fogalmazzatok meg, mi a kdzelitd ertek abszolut hibéjal

i 12. Mi az abszolut hibahatér?

b*3. Mia kozelito ertek relativ hibéja?

i ;4. Milyen szdmjegyeket neveziink ertekeseknek?

115. Milyen szdmjegyeket neveziink tizedesjegyeknek?

i 6. Fogalmazzatok meg a kozelitd ertek becslesi szabélyat a kozelitd
j » ertekek 6sszeaddsa es kivonasa esetere!

1 *7. Fogalmazzéatok meg a kozelitd ertek becslesi szabalyét a kozelitd
1l ertekek szorzésa es osztésa esetere!

Oldjuk meg egyutt!

1. Hatarozzadtok meg (a hibahatdr figyelembevetelevel)
azx = 1,52 £ 0,01 esv= 0,27 + 0,02 kozelito ertekek kilénbseget!

Me goldés. Az adott kozelitd ertekeket irjatok fei kettds
egyenlotlensegek alakjaban:

151 <x< 1,53 es 0,25 <y< 0,29.
Szorozzétok meg a masodik egyenldtlenseget-1-gyel:
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-0,29 <->><-0,25.
Adjatok hozza a kapott kettds egyenldtlenseget az elsohoz:

\,22<x-y< 1,28 vagyjc->>= 125+ 0,03.
Felelet. 1,25 £0,03.

2. A Fold tomege (5,98 £ 0,01)- 10Z g, a jateklabda tomege
(2,5 +£0,1) « 102g. Melyik meres pontosabb?

V Megoldds. Meghatdrozzuk mindket meres relativ hibgjat:

001 1077 01 102
1) 598 10Z 100 % ~ 0,2%; 2) * 100 % - 4%.
Mivel 4% > 2%, ezert a FOld tmege pontosabban van meghatérozva,
mint a labdée.

Fe lelet A Fold tdmege pontosabban van megmerve.
v Oldjatok meg sz6ban!

721. A pelddkban emlitett szamok kozul melyek sorolhatok a pontos es

melyek a kozelito ertekekhez:

a) az iskoldban 900 diak tanul;

b) a Hold témege 7,35 « 102kg;

¢) az Uszémedence teriilete 600 nr;

d) a tehervonat 60 kocsibdl all;

e) a szabadeses gyorsulédsa 9,8 m/s2

f) a szamitdgep billentylizete 113 billenty(ibdl all, a zongorae pedig
87-hbol;

g) egy papucséllatka eves szaporulata 75 « 10XBegyedet tesz ki;

h) az afrikai impala antilop 7,5 meteres, a kenguru pedig 12 meteres
tavolsdgra kepes ugrani;

i) a lecs6 9 komponenshdl all?

722. A lec hosszét reggel es delben megmerve kilonbdz6 ertekeket kaptak:
8,234 m es 8,237 m. Milyen a lec hossza? Meghatdrozhato-e
valamely kozelito ertekenek abszolit hibaja?

723. A konyv vastagsdga m = 35 + 1 mm. Nevezzetek meg a kdnyv
vastagsagédnak kozelito erteket es ennek abszolut hibahatarat!

724. Anyiltszini banyabdl ercet szallitd 45 tonnds billends tehergepkocsi
13 fuvart bonyolitott le. Allithatd-e, hogy a teherautd 585 t ercet
széllitott el a banyabol?
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725.
726.
727.

728.

729.

730.

$731.

732.

733.

734.

$735.

736.

3. fejezet

Nevezzétek meg a tizedesjegyeket a kovetkezd szamokban:
2,325; 0,007; 20,7!

Hany értékes szamjegy taldlhaté a kovetkez6 szamokban: 327;.
1,005; 0,028; 1001?

A Fold térfogata 1083 000 000 000 km3 Hany értékes szamjegyet
tartalmaz ez a kozelitd érték?

A vizmolekula &méroje 0,0000003 mm. Hany tizedesjegyet és
értékes szdmjegyet tartalmaz ez a kozelitd érték?

szint

Kerekitsétek ki a kdvetkezd szdmokat:

a) 37,2539 - szazadnyi pontossaggal;

b) 0,02578 - ezrednyi pontossaggal;

c) 6 548 371 - ezres pontossaggal!

irjatok le kettds egyenlotlenségek alakjéban a kifejezéseket:

a) 4,96 +0,03; b) 37,9+ 0,2; c) 3,06 +£0,01;

d) 73+ 1; e) 79,25 + 0,05; f) 97 000 + 1000!

A hidrogénatom tomege 1,0783 (a. t. e.). Kerekitsétek ezt a szdmot
ezrednyi, szazadnyi, tizednyi, egységnyi pontossaggal, és
hatarozzatok meg a kozelitd érték megfeleld abszolit hibait!

Az alma témege nagyobb 310 grammnal és kisebb 320 grammnal.
Nevezzétek meg az alma tomegének kozelitd értékét és annak
abszoldt hibahatérat!

Az | szamot tizedes tortté alakitva meghataroztak 0,333 kozelitd
értékét. Szamitsatok ki az abszolit hibajat!

Igaz-e, hogy:

a) \ =033+ 0,01; b) ~ =0,33 + 0,002;

c) \ =0,166 + 0,001; d) ; =0,166 + 0,0005?

A fény sebessége a vakuumban (méter per masodpercben mérve)

299 792 458 £ 2, a hang terjedési sebessége a levegOben
331,6 £ 0,1 m/s. Nevezzétek meg a fény és a hang sebességének
kozelito értékét és a megfeleld abszolut hibajat!

ismeretes, hogy 4,13 < a < 4,15 és 2,59 < b <2,61. Hatarozzatok
meg a kifejezések kdzelitd értékeit és abszolut hibahatarait:
a)a+hb; b) ab\ c)a-b\
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N 737, A kozelito ertek becslesenek szabélyét alkalmazva hatérozzatok meg

738.

739.

740.
£>741.

742.

2743.

744.

745.

746.

747.

a kovetkezd kozelitd ertekek 0sszeget, kilonbseget, szorzatéat es
hényadosat:

m = 12,31 es n = 5,407!

Tudva, hogy a hérsfa térzsenek &tmerdje 57 cm, a tanuld kiszamitotta
a torzs metszetenek teriletet: 2550,5 cm2*Helyes-e ez az adat? Ha
nem, akkor javitsatok ki!

Szamitsatok ki a 45 cm &atmerdji dinnye felszinenek teriletet es
terfogatét!

A negyzet oldala a = 8 + 0,5. Sz&mitsatok ki a terlletet!

A negyzet oldala a=0,7 £ 0,05. Sz&mitsatok ki &tl6janak a hosszét!

szint

Af kdzonseges tortet tizedes tortte alakitva 0,6667-et kaptak.
Hatérozzétok meg ennek a kozelitd erteknek az abszolit hibjat!

Hatérozzatok meg a ~ sz&m kozelitd erteket ezrednyi pontossdggal,

es szamitsatok ki az abszolut hibajat!

Hatadrozzitok meg (a hibahatdr figyelembevetelevel) az
a =324 + 002 es ab =117 £+ 0,03 kozelité ertekek
0sszeget, kuldnbseget, szorzatét es hanyadosét!

Ismeretes, hogy 3,24 <m< 3,25 es 1,73 <n < 1,74. Hatérozzatok

meg az * tort kozelitd erteket!

Hatdrozzatok meg a kovetkez6 szdmok kerekitese sordn
megengedhetd abszoliit es relativ hibékat:

a) 2,54 * 2,5; b) | «0,67; ¢)-0,327 * -0,33;

d) 7,52 « 105* 7,5 « 105 e) 2,58 « 107- 2,6 «10 7!
Bizonyitsdtok be, hogy az a Kkis ertekei eseten igaz a
(1 +a)2~ 1+ 2a kozelitdo egyenldoseg! Ennek felhasznélgsaval
hatérozzatok meg a kozelitod ertekeket:

a) 1,032 b) 1,0022 c) 0,972 d) 0,99821
Hatérozz&tok meg a trapez teriletet, ha az alapjai a ~ 1,7\b~ 0,43,
a magassaga pedig h ~ 0,841!
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» 748.

» 749,

750.

» 751.

752.

753.

754.

» 755.

756.

757.

758.

3.fejezet

A gepérd 34,5 m/s sebesseg eleresere kepes. Fejezzetek ki ezt a
sebesseget kilometer per 6réban, kerekitsetek ki egesz szdmma, es
hatarozzatok meg kozelitd ertekenek abszoliit hibajat!
Bekapcsolhatt-e az elektromos haldzatba a 44 + 0,5 ohm ellenéllasi
keszllek, hogy 215 = 15 V fesziiltseg mellett az dramerdsseg ne
haladja meg a 6 A-t?

Adva vannak az = 7,48 £0,01 es t=3,24 + 0,02 kozelitd ertekek.
Hatérozzatok meg (a hibahatar pontos figyelembevetelevel) a
kifejezesek erteket:

a)z-t; b)z :t; c)z2+ 1\

Ismeretes, hogy x - 2,15 + 0,05. Hatdrozzatok meg a ftiggvenyek
megfelel erteket:

a)fix) =x2 b)f(x) =(x- 2)3 c) f(x) =(x- 22

A kozelito ertek becslesenek szabélya alapjan hatérozzétok meg az
x = 21,37 esy - 9,832 kozelitd ertekek 6sszeget, kiilénbseget,
szorzatét es hanyadosét!

Adva vannak az a = 2,23 es b - 3,75 kozelitd ertekek. Hata-
rozzatok meg a kifejezesek erteket:

a)a2+b; b) 2a-b\ c)ab- a2
Hasonlitsatok az emberi hajszal d vastagsdganak es a Nap D
atmerdjenek meresi pontossagat, ha d = 0,15 £ 0,005 mm, a
D = 1392 000 £ 1000 km!

A keszitesi helyerdl 1000 = 20 m3betont keil elszéllitani. Hany
fuvarral tudja az epitkezesre szallitani a billendkocsi a betont, ha
platdjanak terfogata 2,25 + 0,02 m3

Ismetld gyakorlatok

Hasonlitsdatok 0ssze a szamokat:

a) 1,38es 1,48 b) 0,72es 0,812

c) (-1,5)%es (—1,6)9; d) (-0,3)bes (-0,7)13

Hény megoldasuk van az egyenleteknek:

a)x3=8; b) 3+ 8=0; ¢) x3=4jg
d)xd=x+1; e).x6=x-3; f)y*7+x- 3=0?
Rajzoljatok meg a fiiggvenygrafikonokat:

a)y = 14x2+ 3; byy = (x+ 3)2- 2;

c)y =x(x-2)+ 1, d)y =5-x(x - 2)!
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18.8. VELETLEN ESEMENYEK
ES A VALOSZINUSEGUK

A modem matematika egyik &ga a valdszinlsegelmelet. Legfontosabb
fogalma a veletleri kiserlet (megfigyeles), esemeny (a kiserlet eredmenye)
es az esemeny valoszinisege. Vizsgaljunk meg nehany kiserletekkel
es egyes kovetkezmenyeikkel - bizonyos esemenyekkel - kapcsolatos
peldat.

Kiserlet Esemeny

Penzermet feldobva Fejet kapunk
Dolgozatiras 12 pontot kapunk
Reggelvaras Megvirradt
Jatekkockadobas 7 pont van a felso oldalon

Az utolsé esemeny lehetetlen, mert a jatekkocka oldalain nines het
pont. A 3. esemeny biztos, mivel az ejszaka utén a reggel kovetkezik. Az
1. es a2.esemeny veletlenszeru.

Az esemeny lehetetlen, ha soha nem kévetkezhet be, biztos, ha mindig
bekdvetkezik. Ha az esemeny bekovetkezhet vagy elmaradhat, akkor
veletlennek nevezzik.

Az esemenyeket nagy A, B, C, ... betikkel vagy egy indexes Ar A2
A3..., Anbetiivel jelolik. Az esemeny tartalmét kapesos zar6jelben adjak
meg. Peldaul a tabl&zat harmadik esemenye a kdvetkezdkeppen irhato le:

A3= {megvirradt}.
Egy veletlen esemeny kapesdan nem josolhaté meg, hogy az
bekdvetkezik vagy nem kovetkezik be. Ha az esemeny vagy a jelenseg

tomeges, sokszor bekdvetkezik es azonos feltetelek mellett, akkor a
bekdvetkeztenek a valdszinlsege valamilyen szdmmal jeldlhetd.

Megvizsgélunk egy kiserletet: homogen, szimmetrikus penzerme
feldobéasét annak az oldaldnak a feljegyzesevel, amellyel felfele esik le.
Ez azonos feltetelek mellett tetszdleges szamban elvegezhet6. Az
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aldbbi tablazatban a kisérlet nyolc dobodsorozatanak adatai vannak
feltiintetve.

Sorozatszam 1 2 3 4 5 6 7 8
Feldobasok 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7

szama, n 000 8000 1
Fej, «(0 501 986 1495 2036 2516 3004 3504 3997

A fejek dobésa

relativ gyakori-
0,501 0,493 0,498 0,509 0,503 0,501 0,501 0,500

A téblazat utols6 soraban a sorozatok mindegyike esetében a fejjel
felfelé valo esések szamanak az adott sorozatban tortént érmefeldobasok
teljes szdméanak arényai vannak feltiintetve. Ajelenséget az esemény relativ
elofordulési gyakorisdganak nevezziik. Ha az adott tablazat tartalmét
grafikusan abrazoljuk (122. &bra), akkor lathatové valik, hogy a fej
megjelenésének viszonylagos gyakorisaga a 0,5 szam koril ingadozik és
csak kicsit tér el tole.

Relativ  t{
gyakorisag,

*(f)

1 I 1 1 1 1 | | fr.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Feldobasok szama, n

122. 4bra

Ha n kisérletben A'esemény m alkalommal fordul eld, akkor az  tort

X esemény elofordulasanak relativ gyakorisagat mutatja. A szam, amely
koril ingadozik az esemény elofordulasanak relativ gyakorisaga, az adott
esemeény valosziniiségét fejezi ki, és P betiivel jelélik (az angol probability
- val6szinliség sz6 nyoman).
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A szakkifejezést B. Pascal vezette be. A P. Fermathoz 1654. okt6ber
28-an kelt levelében a kdvetkezdket irta: ,,Az emberek tobbsége azt
gondolja, hogy amikor valamir6l nem rendelkeznek atfog6 ismeretekkel
(mérpedig soha nem tudunk mindent), akkor arr6l semmit nem tudnak.
Meggy6zddésem, hogy ez a vélekedés nagyon elhibdzott. A részleges
tudas is tudas, s a nem teljes meggyézodés is bir valamilyen jelentoséggel,
kilén6sen ha ismerem ennek a meggyézoédésnek a fokat.
Megkérdezhetik: ,,Mérhetd-e szamszerlien a meggy6zodés foka?”
»lermészetesen - felelem  a hazardjatékosok is igy indokoljak a
nyerésbe vetett hitliket. Amikor ajatékos eldobja a kockat, nem tudhatja
elore, hany pontja lesz. Valamit azonban tud. Példaul azt, hogy minden
szam- 1,2, 3,4, 5, 6-azonos eséllyel jelenhet meg. Ha egyezményesen
egynek vessziik a biztos el6fordulast, akkor a hatos - csakigy, mint a
tébbi 6t szam mindegyikének megjelenési valdsziniisége a kocka felsé

lapjan az » torttel fejezheto ki.” Rogvest megjegyzem, hogy az esemény

eléfordulasi valésziniségének (meggy6zadés) mértékét valoszinliségnek
neveztem. Sokat gondolkodtam a megfelel6 szé kivalasztasan, s végil
ezt talaltam a legkifejez6bbnek”.

Pascal egyes események val6sziniiségét kisérletek nélkiil hatarozta meg.
Ez akkor valésithatd meg, amikor a kisérletek kdvetkezményei véges
halmazt alkotnak és egyenl6 a valdsziniiségik mértéke, azaz a kisérletek
lezajlasanak feltételei kdzepette nines ok annak feltételezésére, hogy a
kovetkezmények valamelyike a tobbihez képest tobbé vagy kevéshé
val6szind.

Megvizsgalunk egy peidat. Egyszer feldobjuk a szabalyos, homogén
dobokockat (123. abra) és a leesése utan feljegyezziik a felso lapjan l1évo
pontok szamat. Ennek a kisérletnek az eredményeként 6 kiilonbézo
esemeny kdvetkezhet be:

£j= {egypont};

E2= {két pont};

E3= {harom pont};

E4= {négy pont};

E5= {6t pont};

E6= {hat pont}. 123. abra



186 3.fejezet

A hat esemény atfogja és kimeriti a kisérlet valamennyi lehetséges
kovetkezményét. Ezek paros el6fordulasa osszeférhetetlen, mivel minden
alkalommal csak egyféle mennyiségi pont jelenik meg. Mind a hat
esemény megtorténte egyforman lehetséges, mivel szabalyos alakd,
homogén anyagl kockarol van szo, és a jatékos ligyeskedése is kizart.
Ebben az esetben azt mondjak: hatbdl egy az esélye annak, hogy ezen
események valamelyike megvaldsuljon.

A vizsgalt kisérlet E - E 6eseményeinek mindegyikét eleminek, a teljes
halmazukat pcdig az elemi eseményterének nevezziik.

Elvégezve egy kisérletet, annak lehetséges eredményei az elemi
események. Az elemi események halmazat eseménytérnek nevezziik, és
Q (6mega) gorog betivel jeldljuk.

Ha valamely kisérlet elemi eseménytere n szamu, egyenlo eséllyel
eléfordulhatd 6sszeférhetetlen eseménybdl all, akkor ezek mindegyikének

eléfordulési valésziniisége ~ -nel egyenlo. Példaul annak a valdsziniisége,

hogy az eldobott dobdkocka fels6 oldalan 5 pont jelenik meg, ~-dal
egyenlo. Annak val@szinlisége, hogy a feldobott pénzérme a fej oldallal

felfelé esik, --del egyenlo. Az A esemény valdsziniiségét P(A) jellel
jeléljuk. Ha az események koziil az elsot A betlivel, a masodikat B betiivel

jeléljuk, akkor P(A) = | , P(B) =\ .

Léteznek nem elemi események. Példaként megvizsgéalunk egy ilyen
eseményt: C= {8 pontos domind megjelenése}.

Mivel 28 domindlap létezik, ezért az egy lap kivalasztasaval kapcsolatos
kisérlet 28 egyenlo esélyl és fliggetlen kdvetkezményben merl ki. Vagyis
az adott kisérlet eseménytere 28 elemi E. eseménybdl all, ahol
i=1,2, .., 28. A C esemény végbemehet, ha harom esemény egyike
megvaldsul (124. abra):

\)Ei= {|] lapocska megjelenése};
3 H 7
2) E2- {- lapocska megjelenése};

3) E}= {| lapocska megjelenése}.
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Azt mondjak, hogy a C esemény megvaldsulasanak harom elemi

3
esemény (£p Ev E3) kedvez a lehetséges 28-bdl, ezért P{C)=

Megvizsgalunk egy altalanos esetet. Legyen a kisérletnek véges («)
szami egyenld esélyii és Osszeférhetetlen kdvetkezménye és A az adott
Kisérlettel kapcsolatos valamely véletlen esemény. Nevezziik az elemi En
eseményt kedvezonek az A véletlen esemény szempontjabdl, ha az En
esemény bekOvetkezte a kisérlet eredményeként A esemény
megvaldsulasahoz vezet. Ha azA eseménynek kedvez6 elemi események
szama n(A), akkor az A véletlen esemény valbszinlisége a kovetkezo
képlettel fejezhetd ki:

Feladat. A 28 leforditott domindlap kozil talalomra kiemelnek egyet.
Mi a valdsziniisége annak, hogy a dominon a kdvetkez6 szami pontjelenik
meg:

a) 2 pont (A esemény); b) 4 pont (B esemény); c) 11 pont (D esemény)?

</ Megoldas. 2 olyan domino létezik, amelynek lapocskain két

pont van 4 ;j), 3 dominon négy pont (4;3;8)>1dominon 11 pont | ta-

lalhato. Osszesen 28 valasztasi lehetdség van, mert barmelyik domindlap
valaszthatd a 28 kozil. Tehat

Megnevezzik a véletlen esemény valdsziniuségének legfontosabb
tulajdonséagait.

1 Ha C lehetlen esemény, akkor P(C) =0.
2. Ha B biztos esemény, akkor P(B) = 1
3. Ha X véletlen esemény, akkor 0 < P(X) < L

4. Ha Ev ..., Enolyan elemi események, amelyek kimeritik
valamely kisérlet kdvetkezményeit, akkor

P{EX+ P(E3 +P(E3 +...+ P(En =1
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<2~ A mertanhoz hasonloan a valoszinusegelmelet is saroktete-

lek, azaz axidmak rendszerere epul. Ekozben bevezethetok a
valoszinusegelmelet alapfogalmai es megvilagithatok a kozottuk levo
osszefugggesek, megfogalmazhatok a saroktetelek. Minden egyeb
fogalom es allitas a saroktetelek rendszerere epul, az intuicio es
tapasztalat mellozesevel. A valoszinusegelmelet saroktetelekbe
foglalasa kulonbozo modokon tortenhet. Ezttette kulonbozo korok.ban
G. Bolman (1908), Sz. N. Bernstein (1917), R. Mizesz (1919, 1928),
A. Lomnickij (1923). A legjobb ilyen saroktetelt A. M. Kolmogorov alkotta
meg 1929-ben. Ezzel majd a felso tagozatos osztalyokban es a
felsooktatasi intezmenyekben ismerkedtek meg.

A sarokteteleken alapulo megkozelites lehetove teszi a
valoszinusegelmelet szeleskoru alkalmazasat kulonbozo elmeleti es
gyakorlati feladatok megoldasa soran, de kijeloli hasznalhatosaganak
korlatait is.

Ellenorizzetek magatokat!

- 1 Milyen esemenyeket neveziink veletleneknek?
' 2. Mondjatok peldakat veletlen esemenyekre!
*3. Milyen esemenyeket neveznek lehetetleneknek, biztosaknak?
J 4. Mondjatok peldakat elemi esemenyterere!
*5. Milyen esemenyeket neveznek elemieknek? Mondjatok peldakat!
*6. Mivel egyenlo a veletlen esemeny valoszinusege?
‘7. Mivel egyenlo a biztos esemeny valoszinusege? A lehetetlen
esemenye?
8. Mit neveziink a veletlen esemeny relativ gyakorisaganak?

S  Oldjuk meg egyutt!

1 Adva van ket kocka, amelyeknek 2-2 oldala rendre voros, sarga es
zdld szinii. Egyszerre vetik el oket es feljegyzik azoknak az oldaluknak a
szinet, amelyekre esnek. Irjatok le a kiserlet elemi esemenyteret!

J Megoldas. Hamindket kocka a sarga oldalara esett, akkor ezt az
esemenyt ss betukkel jeloljuk. Ha az egyik kocka a sarga, a masik a voros
oldalara esik, az esemenyt sv betukkel jeloljuk. Ebben az esetben az adott
kiserlet elemi esemenytere: Q = {ss, zz, w, sz, sV, zv}.

2. Egy telefonszam tarcsazasa kozben a telefonalo elfelejtette az utolso
szamjegyet es azt talalomra valasztotta ki. Mennyi a valoszinusege annak,
hogy a helyes szamot talalta el?
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"Megoldas. Azdsszes lehetséges eset n = 10, a kedvezd események

szama m = 1 Ezért a keresett valdsziniiség P =

3. Elvetettek két dobokockat. Mekkora a val6sziniisége annak, hogy a
felsé oldalaikon 1év6 pontok 6sszege a) 4; b) 5; c) 8?
y’Megoldas. Mindegyik vizsgalt eseményt olyan kétjegyi szamnak
feleltetiink meg, amelynek a szamjegyei az elsé és a masodik kocka
leesésekor jelennek meg a fels6 oldalaikon. A kovetkez6 esetek
lehetségesek:
11, 12, 13, 14, 15, 16,
21,22, 23,24, 25, 26,
31,32, 33, 34, 35,36,

61, 62, 63, 64, 65, 66.

Lathat6, hogy az adott kisérletben az £2 elemi eseménytér 36 elemet
tartalmaz.

a) A 4-gyel egyenld pontok Osszegét harom szam adja: 13, 22 és 31.
Van 3 kedvez6 elemi eseményiink a 36-bol. Ezért a keresett valdszinuség:

P(4):_:_

b) Az 5-tel egyenl6 pontok 6sszegét 4 par kocka adja; 14,23,32 és 41, igy

P(5) = 3 !

c) A 8-cal egyenld pontok 6sszegét 5 par adja: 26, 35,44, 53, 62, ezért

P(8) = 3.

Oldjatok meg széban!

759. A valdsziniiségelmélet szempontjabdl milyen a kévetkez6 esemény:
a) adobokocka esése utan 5 pont lesz a felsd oldalan; b) a gyermek
februar 30-an fog sziiletni; ¢) a,,macska” sz6 betliinek felcserélésével
a,,kacsamaj” szot kirakni; d) a talalomra kivalasztott kétjegyl szam
kisebb lesz 100-nél; e) a nem paros fliggvény megrajzolt
gorbéje szimmetrikus lesz a koordinata-rendszer kezdopontjahoz
viszonyitva.
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3.fejezet

Mckkora a val6sziniisége annak, hogy a dobdkocka leesésekor a
kovetkezo jelenik meg a felsd oldalan: a) két pont; b) paros szamu
pontok; ¢) 3-mal oszthat6 pontszdm?

Talédlomra vélasztanak egy domindlapot. Mekkora a valdszinusége
annak, hogy: a) duplat; b) nem duplat valasztanak!

Irjatok le az adott kisérlet elemi eseményterét: a) egy tetszolegesen
kivalasztott tanul6 sziiletésnapjanak a megallapitasa; b) masodfoku
egyenlet gyokszamanak meghatarozasa; c) annak megallapitasa,
hogy héany ko6zds pontja van az azonos koordinata-rendszerben
megrajzolt kérvonalnak és hiperbolanak!

szint

Szamitsatok ki annak valdszinliségét, hogy mikor sziiletet az osz-
talytarsatok: a) szerdadn; b) tavasszal; c¢) szeptemberben;
d)januar 1-jén!

A 9. A osztélyba jar6 20 tanulé 25%-a kitlind elomenetelil. A tanér
taldlomra egy tanul6t kiszolit a tabldhoz, hogy bizonyitsa be a
szinusztételt. Mekkora annak a valésziniisége, hogy a feleld kitlind
tanul§?

Egy telefonszdmot tarcsdzva a telefonélo

elfelejtette az els6 szamjegyet, és azt tala-

lomra Utétte be. Mekkora a valdszinisége

annak, hogy eltalélta a helyes szamjegyet?

Egy minden oldalrél festett kockat

125 egyenld nagysagu kisebb kockara

flrészeltek, és a darabokat egy zsékba

szortak. Mekkora a valészinlisége annak,

hogy a zsakbol taldlomra kivett kocka:

a) harom oldala lesz festett; b) csak két

oldala lesz festett; c) csak egy oldala 125. abra

lesz festett (125. &bra)?

Kiilon kartyalapokra az AZONOSSAG sz6 betiit irtak. Ezutan a
lapokat 6sszekeverték és taldlomra huztak egyet. Mekkora a
valdszinlisége annak, hogy a kih(zott kartyan: a) az A betl lesz?;
b) az O betli lesz; c) az N betii lesz?

Egy zacskdban 5 fehér és 7 fekete golyd talalhat6. Mekkora a
val6szinlisége annak, hogy taldlomra a kdvetkezot veszik ki bel6le:
a) a fehér golydt; b) a fekete golyot?
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769. Egy zacskoban 10 osszehajtott papirdarab talalhato. Kettore az van
irva, hogy ,,nem”, atobbire az, hogy ,,igen”. Mekkora a valosziniisege
» annak, hogy a talalomra kivett papirdarabon az ,,igen” szocska lesz?
770. Egy dobozban 10 voros es 5 sarga golyo talalhato. Kivettek belole
egy voros golyot es felretettek. Ezutan a dobozbol talalomra
kivesznek meg egy golyot. Mekkora a valosziniisege annak, hogy a

kivett golyo sarga lesz?
2 771. A versenyen harom iskola tanuloi vesznek reszt. Az elso iskolabol
25 tanulo, a masodikbol 15 es a harmadikbol 10. Mekkora a
valosziniisege annak, hogy elso helyen az elso iskola tanuloja vegez?

772. Egy utas az 1-es vagy a 3-as villamost varja a megalloban, ahol az
1., 3., 4. es 9. szamu villamosok allnak meg. Tudva, hogy a
villamosok azonos gyakorisaggal erkeznek a megalloba, szamitsatok
ki a valosziniiseget annak, hogy elsokent az a villamos erkezik a
megalloba, amelyikre az utas var!

€% szint

773. Alotto 1000 szelvenyere egy 1000 hrivnyas, tiz 200 hrivnyas, otven
100 hrivnyas, szaz 50 hrivnyas nyeremeny jut. A fennmarado
szelvenyek nem nyerok. Szamitsatok ki egy legalabb 100 hrivnyas
nyeremeny valosziniiseget!

£ 774. Egy alkatreszszallitmanyban 75 alkatresz elso osztalyu, 15
masodosztalyu, 8 harmadosztalyu es 2 alkatresz selejtes. Mekkora a
valosziniisege annak, hogy a talalomra kivalasztott alkatresz elsd-
vagy masodosztalyu lesz?

775. Tiz I-tol 10-ig szamozott kartya koziil kivesznek egyet. Mekkora a
valosziniisege annak, hogy a rajta levo szam 7-nel kisebb de 3-nal
nagyobb lesz?

776. Egy dobozban I-tol 30-ig szamozott 30 zseton van. Mekkora a
valosziniisege annak, hogy a dobozbol talalomra elsokent Kivett
zseton szama nem fogja tartalmazni a 6-0s szamjegyet?

777. Tizenot 1-tol 15-ig szamozott kartya kozul kivesznek egyet. Mekkora
a valosziniisege annak, hogy a kihuzott kartya szama: a) 3-nak
tobbszdrose; b) 4-nek tdbbszorose lesz?

778. Atudomanyos kutatointezet 100 munkatarsa kdziil 90 beszel angolul,
85 nemetiil, 80 mindket nyelven. Szamitsatok ki a valosziniiseget
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779.

780.

781.

782.

783.

784.

785

3. fejezet

annak, hogy az intézet taldlomra kivalasztott munkatarsa: a) beszél
angolul vagy németil; b) nem beszéli sem az angolt, sem a németet!

Két jatékkockat dobnak. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy
legalabb az egyik fels6 oldalan hat pont lesz?

Taldlomra elvesznek egy domindlapot. Mekkora a valdszintsége
annak, hogy: a) 6sszesen 9 pont lesz rajta; b) tdbb mint 9 pont lesz
rajta; c) kevesebb mint 9 pont lesz rajta?

Egy minden oldalrél festett kockat 1000 egyenld darabba fiirészeltek,
és a darabokat egy zsakba szértak. Mekkora a valésziniisége annak,
hogy a zsékbdl'talalomra kivett kocka: a) legalabb egy oldala lesz
festett; b) csak két oldala lesz festett?

Szamitsatok ki annak a val6sziniiségét, hogy atalalomra kivalasztott
kétjegyli szam oszthatd lesz 5-tel!

Egyszerre dobnak fel két egyforma pénzérmét. Szamitsatok ki a
leesésiikkor bekdvetkezo esemény valdszinuségét: a) A = {egy fej
és egy iras}; b) B = {legalabb egy fej}

A l6vész valtozatlan feltételek mellett 5 l16véssorozatot ad le a
céltablara. Mindegyik sorozat 100 ldvesbol all. A 16véseredményeket
tablazatba foglaltdk. Szamitsatok ki a céltabla eltalalasanak relativ
gyakorisagat: a) mindegyik sorozatban; b) az els6 300 lovés soran;
c) az utols6 300 lovés soran; d) az dsszes 500 lovés soran!
Fogalmazzatok meg a céltabla eltalalasanak valdsziniiségi
hipotézisét!

Sorozatszam 1 2 3 4 5

Talélatszam 69 64 72 78 65

. Tetszolegesen kivalasztott 500 alkatrész atvizsgalasa utan kiderdilt,

hogy 5 selejtes. Hany selejtes alkatrész fordulhat elé egy 3 500
darabbol all¢ tételben?

7861 Vizsgaljatok meg a kiilonb6zo koru filkk és lanyok eloszlasat a

haromgyerekes csalddokban! Tekintsétek (gy, hogy egyenld a fiuk
és lanyok sziiletésének esélye!
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<=p» Ismétlo gyakorlatok

787. A fiiggvény azf(x) =-5x + 3 képlettel van megadva. Hatarozzatok
meg:mi);X-2,5);/-10);X0,3);X-U)!

788. Oldjatok meg az egyenleteket:
a) 1-4x-5x2=0; b) -3x2+ 5x + 2 = 0!

789. Oldjatok meg az egyenlotlenségeket:
a) (3jic- I)(x + 3) > x(l + 5i9; b) j@2+ 8x + 8 < 3jA

790. Abrézoljatok a kovetkezd fuggvények gorbéit: a) y = X2- x\;
b)y =x2- !

STATISZTIKAI ISMERETEK

Az alkalmazott matematikanak a tdmeges jelenségek mennyiségi
jellemzoivel foglalkoz6 agat matematikai statisztikdnak nevezziik (lat.
status - allapot, helyzet).

1. példa. Az egyik iskola 87 kilencedikes tanuldja kozil - dolgozatiras
alapjan - 7-nek az érdemjegye az |. tudasszintnek, 33-nak a lII.
tudéasszintnek, 31-nek a Ill. tudasszintnek és 16-nak a IV. tudasszintnek
felel meg. A szdmszer( értékelés az alabbi tdbl4zatban foglalhat6 ssze.

Tudasszint | ] 1] v

Tanulok szdma 7 33 31 16

Az adatok szemléletesen oszlop-
diagram alakjéban is feltiintethetok
(126. abra).

A statisztikaban az oszlopdiagramot
hisztogramnak nevezik. (gor. hystds -
oszlop, gramma - megiras).

A vizsgalt példaban 87 tanul6rél volt
sz0. Természetesen a feladat sokkal
nehezebb, ha olyan tdmegjelenségeket
kell vizsgalni, amelyben ezer vagy akar
millio objektum szerepel. Példaul a
cipoipar szeretné tudni, hogy mekkora 126. abra

Tudasszint
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igény van a kiilénb6z6 méreti labbelikre. Hogyan oldhaté meg ez a kérdés?
Tobb tizmillid személy - nd és férfi - megkérdezése hosszadalmas és
koltséges. Ezért Ugynevezett mintat vesznek, véges halmazt allitanak
Ossze a vizsgalatok fuggetlen eredményeibol. Az adott esetben csak néhany
tucat vagy néhany szaz reprezentativan kivalasztott személyt kérdeznek
meg.

2. példa. Tételezziik fel, hogy 60 no megkérdezése nyoman a cipojik
méreteiket tablazatba foglaltak.

23,5 24 235 23 24,55 23 225 24,5225 235 23,5235
25,5 21 24 25 23,5 22 23 24,5 23 24,5 23 24,5
25 24 215235245225 22 23,526,5255 25 26
24 23 24 245 22 24 235215235 25 24 225
255215245 26 25 23,5225 24 23 22,5 24 25

Ez 60 mintavételt (adatrogzitést) jelent. A célszerliség kedvéért ezeket
a labbeli mérete szerint osztalyokba csoportositjak, és rogzitik, hogy hany
mintavételt tartalmaz az osztalyok mindegyike.

Labbeliméret 21 215 22 225 23 235 24 245 25 255 26 265

Nok szama 1 3 3 6 7 10 9 8 6 4 2 1

A hasonlé tablazatokat gyakorisagi tahlazatoknak nevezziik.
A masodik sor jeldli a gyakorisagof, vagyis azt, hogy az adott értékek
milyen gyakorisaggal fordulnak el6 a mintaban. A mintavételi érték
relativ gyakorisaganak nevezzik az értékgyakorisdg és az 0sszes
mintaérték mennyiségének szazalékban kifejezett aranyat. A vizsgalt
példaban a 24-es labbeliméret gyakorisaga 9, relativ gyakorisaga pedig
15%, mivel 9 : 60 = 0,15 = 15%.

A gyakorisagi tablazat alapjan megszerkeszthetd a hisztogram
(127. abra). A hisztogram jol szemlélteti, hogy a kulénb6z6 méreti
labbelibol mennyit célszerli gyartani. Erthetd, hogy ezek csak kdzelito,
valészinUsitheto adatok, de a gyakorlatban altalaban elegenddek.



AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKA ELEMEI 195

Labbeliméret
127 abra

A mintat a centrdlis tendencia mérdszamaival: mddusszal, mediannal
és atlaggal jellemzik.

A moédusz - a mintaban leggyakrabban eléfordulé érték (legnagyobb
gyakorisag).

A median - a minta értékeinek rendezett halmazat kétfelé vago érték.

Az atlag - a minta 0sszes értékeinek szamtani kdzéparanyosa.

Adva van a kovetkez6 minta: az 1,3, 2,4, 5,2, 3,4, 1,6,4. (¥

Rendezziik novekvé sorrendbe: 1, 1, 2, 2, 3, 3,4, 4,4, 5, 6.

Az adott minta modusza 4, mivel a 4 fordult el6 legtébbszor
(haromszor).

A minta medianja 3, mert a 3 szdm vagja kétfelé a rendezett sort: elotte
és utana a rendezett minta azonos szamdu tagja talalhato.

Ha a rendezett minta értékeinek a szama paros, akkor a medianja két
kozépso értékének félosszegével lesz egyenlo. Példaul az 1,2, 3, 3, 3, 4,
4, 5, 6, 6, minta esetében a median

m=— =35
A minta atlaga (*):

1+1+2+2+3+3+4+4+4+5+6 _ 35
1 11 .
A minta lehet mddusz nélkdili, példaul
4! 51 61 7! 8’
lehet két modusza:
21 31 41 41 5; 6, 6, 7, 8.
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Az ismert vonal-, szektor- es oszlopdiagramokon valamint a

hisztogramon Kkivul a statisztikaban egyeb diagramokat is
hasznalnak. Peldaul annak illusztralasara, hogy az orszag lakossaga
hogyan oszlik meg nemek es korcsoportok szerint, nem- es korpiramist
keszitenek. Az elnevezes onnan ered, hogy az esetek tobbsegeben,
ha az orszagot nem ertek nagy megrazkodtatasok, akkor ez a diagram
magas, lepcsozetes piramisra emlekeztet. Ukrajna eseteben a diagram
nem hasonlit piramisra. A 128. abran a diagramnak a 80 eves kor
alatti lakossag megoszlasat mutato resze lathato a 2007-es
allapotoknak megfeleloen.

Figyeljetek meg az A, B, C, D betukkel jelzett szakaszokat. Az A
szakaszon lathato a szuletesek szamanak hirtelen csokkenese az
1931-1933-as idoszakban. Mivel magyarazhato az Ukrajna
torteneteben elofordulo, a diagramon feltuntetett negativ nepesedesi
jelenseg?

Meg kell tanulnotok ,,0lvasni” a hasonlo diagramokat es levonni
beloluk a kovetkezteteseket.

Igaz-e, hogy Ukrajnaban tobb fiu szuletik mint lany, s hogy 25 eves
kor fdlott kevesebb a ferfi, mint a no?

300 200 100 100 200 300 £zer f5 128. abra
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Ellenorizzétek magatokat!

+ 1 Mit kutat a matematikai statisztika?

i>2. Mi ahisztogram?

i - 3. Mit neveziink tdmegjelenségnek?

j> 4. Mi a minta? A minta gyakorisaga?

1+ 5. Nevezzétek meg a mintavétel centralis tendenciajat!
i »6. Mi a statisztikai atlag? A median, a modusz?

Oldjuk meg egyutt!

1 Az Ukrajinszkij markaju sajt 20 darabjanak zsirtartalom szerinti
vizsgélatanak eredményébdl a kdvetkezd adatok deriltek ki.

Zsirtartalom, % 44 45 46 47 48
Vizsgalatszam 1 4 5 7

INHIN

Hatarozzatok meg a minta centralis tendenciajat!

y Megoldas. Az adott minta médusza 47, mivel ez az érték fordul
elo legnagyobb gyakorisaggal (7-szer).

Mivel a minta értéke paros szam, ezért a medianja a két kozépsé
értékének - atizesnek és a tizenegyesnek - a féldsszegével egyenld, mert
a minta 20 elembdl all. Ezeknek a szdmoknak (44; 45; 45; 45; 45; 46; 46;
46; 46; 46; 47...) a mintaban a 46 és 47 felel meg. Vagyis (46 + 47) :2 =
= 46,5 a minta medianja.

Meghatarozzuk a minta atlagat:

44-1 + 45-4 +46-5 +47-7 +48-3 927 , N A
* 20 AL A “ 46,35,

Fe le let. Mo6dusz 47; median 46,5; mintaatlag 46,35.

2. A matematikai olimpian 6t tanul6 0-t6l 3 pontig teljesitett, 4-t6l 6-ig
tiz tanuld, 7-t6l 9-ig harminc tanuld, 10-t6l 12-ig negyvennégy tanul6,
13-tél 15-ig tizenhat, 16-t6l 18-ig tiz, 19-tdl 21-ig kettd és 22-t61 24-ig
harom tanul6. Készitsetek gyakorisagi tablazatot, és rajzoljatok meg a
megfeleld hisztogramot!

y Megoldas. A gyakorisagi tablazat a kovetkezoképpen néz ki:
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Pontszam °~8 4-6 7-9 10-12 13-1516-18 19-21 22-24

Résztvevok

SZAma. 5 10 30 44 16 10 2 3

A megfelel6 hisztogram a 129. dbréan lathat6

Pontszam
129. abra

A Oldjuk meg egyutt!

791. Hatérozzatok meg a minia mdduszat, medianjat és atlagat:
a)3,34,5H56,7,7,8 889, 10, 11,

b) 9, 10, 10, 11, 12, 12, 12, 13, 15, 15, 16, 17!

792. A Kenguru elnevezéssel meghirdetett palyazaton 2000 Kadét szinti
palyazo vett részt. A 130. &bran lathat6 a résztvevok szama (%) és
az altaluk szerzett pontok szdma kozotti megfeleltetés. Milyen
informacid sziirhetd le a hisztogrambdl a péalyazat eredményeit
illetoen?

793. Mutassatok meg a minia centralis tendencidjat és mindegyik
értékének relativ gyakorisagat, ha a minia az alabbi tablazattal van
megadva!l

g -20° 300 0o 10° 20° 8&
1 3 6 17 13 8 2
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130. abra

Ca .szint

794. Szédmitsatok ki valamennyi olyan x egész szd&m szamtani
kozéparanyosat, amelyek:
a)10<x<90; b) —0 < je< 40; c)-n<x<n\

3>795. Adva van 100 szadm; koziluk a 2-es szam 15-sz6r fordul el6, a 4-es

40-szer, a 8-as 20-szor, a 9-es 20-szor, a 10-es 5-szor. Sz&mitsatok
ki szamtani k6zéparanyosukat!

796. Miutan megmeérték 40 tanulé magassagat centiméterekben, az alabbi
gyakorisagi tablazatot allitottak dssze.

L\:Inagasségy 162 163 164 165 166 167 168 169 170

Tanulok 3 5 4 2 6 10 6 3 1
Szama
aMM

Szerkesszétek meg a megfeleld hisztogramot! Hatarozzatok meg
valamennyi érték relativ gyakorisagat!

$797. Az aldbbi tablazat alapjan rajzoljdtok meg a rajzkérbe beiratkozott
tanuldk sziletési év szerinti megoszlasanak hisztogramjat!

Sziletési év 2000 2001 2002 2003

Tanulok szama 1 20 '3



200 3.fejezet

798. Adva van 50 szdm: kozilik a 2-es 10-szer fordul eld, a 3-as 20-szor
és az 5-0s is 20-szor. Hatarozzatok meg a szamtani kozéparanyosukat!

799. Mennyivel egyenld a 0-t6l 99-ig terjedd természetes szamok szamtani
kozéparanyosa?

800. Hatarozzatok meg a minta moduszat, medianjat és atlagat:
a)2,3,4,4,6,6,6,7,7,8;
b) 12, 17, 11, 13, 14, 15, 15, 16, 13, 13!

801. Az alabbi tablazatban egy iskola tanarainak évek szerinti
munkaviszonya van feltiintetve.

Munkaviszony 1 o 3 7 10 12 13 14 17 18 21 26
években

T""r‘é‘“’k13213412321&

szama

Hatarozz&tok meg az adatminta moduszét, medianjat és tlagat!
802. Az osztaly tanuldi dolgozatot irtak algebrabdl. Koziluk 4 didk
négyes osztalyzatot kapott, 16 hadrmast, 12 kettest és 3 egyest.
Foglaljatok tablazatbha az adatokat és rajzoljatok a felhasznalasukkal
kor- és oszlopdiagramot!
$ 803. Miutan meghataroztak 50 n6 felsoruhazatanak a méreteit, a kapott
adatokat az alébbi tablazatba irtak.

50 44 50 48 54 46 52 48 54 52
48 48 52 50 46 50 54 48 56 50
52 48 42 56 50 48 50 46 54 48
46 46 48 48 52 48 56 50 <52 46
52 48 50 54 50 50 54 44, 58 46

Készitsetek gyakorisagi tablazatot, és rajzoljatok meg a megfeleld
hisztogramot!

804. Hogy megtudjak, hany darab és milyen méreti sapkat kell varmi,
35 kivalasztott katonaiskolai ndvendék fejének a keriiletét mérték
meg centiméterekben.

Az al&bbi adatokat kaptak.
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Meret 53 54 55 56 57 58 59

Katonak 17 10 12 3 1 1
iskolasok szama

Keszitsetek el a megfelelé hisztogramot, es szamitsatok ki a minta
centralis tendencidjat! Hatdrozzatok meg az adott minta minden
ertekenek relativ gyakorisagat!

( B szint )

2 805. Miutdn megkerdeztek 60 ferfit a cipdmeretiikrol, a valaszokat az
alabbi tablazatba foglaltak 6ssze.

27,5 28 255 28 29 285 26 28 27,5 29,5265 30,5
26,527,5295275 26 30 275 27 29 27 285 275
29,5255 27 285 28 27 28 25 26 28 30 27
27 28,5 29 26 26,5285 26527,5 28 29,526,5 29
28 27,5285275 29 27 28 29 27 265 28,5 27,5

Az adatok alapjan szerkesszetek gyakorisdgi tablazatot, es keszitsetek
el a megfeleld hisztogramot! Hatdrozzatok meg a minta minden
ertekenek gyakorisagat es relativ gyakorisagét!

806. A tornadran 11 kilencedik osztdlyos lany magasugréasban a
kdvetkez6 eredmenyeket erte el: 90 cm, 125 cm, 125, cm, 130 cm,
130 cm, 135 cm, 135 cm, 135 cm, 135 cm, 140 cm, 140 cm. Melyik
eredmeny jellemzi legjobban a lanyok fizikai felkeszultseget?

807. A matematikai olimpidn hat tanuld a feladatok megoldaséaval 3
pontnél kevesebbet szerzett, 10 tanuld 3-t6l 6 pontig, harmincket
tanuld 7-t6l 9-ig, negyvendt tanuld 10-t6l 12-ig, tizenhet tanuld
13-t6l 15-ig, nyolc tanuldé 16-t6l 18-ig, 6t tanuld pedig 18 pont folott
teljesitett. Keszitsetek az eredmenyek alapjan gyakorisagi tablazatot,
szerkesszetek megfeleld hisztogramot!

2> 808. Annak kideritese erdekeben, hogy milyen gyakran fordulnak eld
maganhangzdk az ukrédn nyelvben, szdmoljdtok meg, hény
maganhangz6t jeldld beti taldlhatod a kiilonb6zo szdvegekben. Tarasz
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<

T

809.

$810.

42
28
99

3. fejezet

Sevcsenko Zapovit cimi miveben megszamoltak a maganhangzokat,
es a kapott adatokat az alébbi tablazatba jegyeztek be (az 6t vonés
4Hf az 5-0s szamot jeldli). Szerkesszetek a tdblézat alapjan
hisztogramot! Hatdrozzétok meg a betlihalmaz centralis tendencigjat!
Keressetek hasonld terjedelmu fizikai, kemiai, tortenelmi, matema-
tikai szdveget, es az ugyanolyan osszetetelii maganhangzokeszlet
alapjan allapitsatok meg, hogy megmarad-e a meghatdrozott
tendencia!

m m m m 20
m m m m im 24
Il 2
W M M m | 22
m w m m i 2
11l 4

48
m m m 15
m 5
Mo 7

Egy pekseg kilos kenyereket siit. A siitdiizemben tartott ellendrzeskor
kiderilt, hogy szdz kenyer kozil az eldirt 1 kg-nal haromnak
31-40 grammal kevesebb a tdmege, tizendtnek 21-30 grammal,
hisznak 11-20 grammal, harmincnak 1-10 grammal; tizenhet
kenyernek ugyanakkor 1-9 grammal, kettonek 10-19 grammal
nagyobb volt 1kg-nél a ttmege. Rajzoljatok gyakoriségi diagramot,
es keszitsetek megfelel6 hisztogramot!

Harminc taldlomra kivalasztott tizlet napi bevetele (1000 hrivnyaban

kifejezve) a kovetkezo.
24 49 76 45 27 39 21 58 40
78 44 66 20 62 70 81 7 68
76 63 87 65 104 46 20 72 93
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Keszitsetek 5 intervallumos gyakorisagi tablazatot, es rajzoljatok
megfelelo hisztogramot!

«=p» Ismetlo gyakorlatok

811.

812.

813.

814.

815.

Oldjatok meg az egyenlotlensegeket:

X +4
X-5

X +1

3) jt-3 >0;

<0; b)

c>TTF s3; d>T7T2E7!

Szaz elso evfolyamos egyetemista koziil 60 tanul angolt,
30 nemetet, 10 franciat. Hatarozzatok meg annak valosziniiseget,
hogy az evfolyam talalomra kivalasztott diakja nemetet vagy angolt
tanul!

Adva vannak a kovetkezo kozelito ertekek: a = 1,83 « 106 es
¢ =5,36 « 107

A becsles szabalyanak felhasznalasaval szamitsatok ki a kifejezesek
erteket:

a)a +c; b) ac; c)c-a\

Az aluminium suriisege 2,7 * 103kg/m3 Hatarozzatok meg a tomeget
annak az aluminium-kockanak, amelynek ele:

a) 0,2 m; b) 10 3m; c) 2,5 « 10 2dm!

Hieron Kkiraly aranybol es eziistbol kesziilt koronaja 10 kg-ot nyomott.
A vizben a sulya 99,55%-a a levegon mert sulyanak. Tudva azt,

hogy 1kg arany a vizben S kg-ot veszit a sulyabol, az eziist pedig

a levegon mert sulyanak 9 p %-at, szamitsatok ki, mennyi aranyat

es mennyi eziistot hasznalt fel az otvos a korona elkeszitesehez!
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OLDJATOK MEG ONALLOAN A FELADATOKAT!

l.Lvaltozat
lo. Adva van a kévetkezo minta: 7,5,4, 6,3,4,7,3,8,5,5, 6, 6, 5.
Hatarozzatok meg a minta moduszat, medianjat és atlagat!
Készitsétek el a megfeleld hisztogramot!

2% A termék arat eldszor 10%-kal emelték, majd 20%-kal
csokkentették. Hogyan és hany szazalékkal valtozott a termék
ara a két atarazés kovetkeztében?

Il.vallozat

lo. Adva van a kovetkezo minta: 1,1,3, 3,5,4,4,2, 3,6,3,4,5,6, 7.
Hatarozzatok meg a minta moduszat, mediénjat és atlagat!
Készitsétek el a megfeleld hisztogramot!

2\ A betétes 1000 hrivnyat tett be a bankba 17%-o0s éves kamatra
(kamatos kamatra). Hany hrivnya kamatot kell felszamolnia a
banknak a betét utdn 3 év malva?

I1l.valtozat

lo. Adva van a kovetkezo minta: 3, 2, 3,5,4, 7,6, 3,4, 5,5,4, 6, 3.
Hatérozzatok meg a minta mdduszat, medianjat és atlagat!
Készitsétek el a megfelelé hisztogramot!

2% Mennyi 10 szazalékos és 30 szazalékos savoldatot kell
6sszekevemi, hogy 8 kg 15 szazalékos oldatot kapjunk?
IV.vallozat
lo. Adva van a kovetkezo minta: 6, 5, 8,4, 8,9, 7,5,5,7,6, 7, 7, 6.

Hatarozzatok meg a minta méduszat, medianjat és atlagat!
Készitsétek el a megfeleld hisztogramot!
2% A termék arat eldszor 20%-kal csokkentették, majd 10%-kal

novelték. Hogyan és hany szazalékkal valtozott a termék &ra a
két atérazas kovetkeztében?
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A FEJEZET TARTALMANAK OSSZEFOGLALASA

A modeli speciélisan elkeszitett objektum, amely tlkrozi az
eredeti targy tulajdonsagait (fr. modele - maésolat, mintadarab). A
matematikai modelleket fuggvenyek, egyenletek, egyenlétlensegek
vagy ezek rendszerei kepezik.

Sok alkalmazott matematikai feladat megoldasa kamatszamitasra,
valbszinliseg-szdmitdsra, statisztikai adatok elemzesere vezethetd
vissza.

A szézalek egy szdzadresz: 1% = 0,01. A legegyszeribb
szdzalekszdmitasok: a kamatszamitas es szdzalekarany-szamitas.
A kamatos kamat keplete:

Veletlen esemeny olyan esemeny, amely eléfordulhat vagy
elmaradhat.

Ha n szadmu kiserletbdl X esemeny m alkalommal kodvetkezik

be, akkor az N tort hatdrozza meg X esemeny relativ eloforduldsi

gyakoriségat. Az a szam, amely korll az esemeny relativ eléfordulési
gyakorisdga mozog, hatdrozza meg az esemeny valtszinlseget,
es P betlvel jelolik (az angol probability - valdsziniseg sz6
nyoman).

A matematikai statisztika az alkalmazott matematikénak a
tomeges jelensegek mennyisegi jellemzoéivel foglalkozd dga. A
statisztikai adatokat leggyakrabban mintavetellel - megfigyelesek
fuggetlen eredmenyeinek veges halmazaval - hatdrozzdk meg. A
mintat rendezik, gyakorisagi tablazatba foglaljak, amelynek alapjan
megfeleld diagramot vagy hisztogramot szerkesztenek.

A minta centrélis tendencidjanak merészamai:

a) atlag - a minta 6sszes ertekeinek szdmtani kdzeparényosa;

b) modusz - a mintdban leggyakrabban el6forduld ertek;

I c) median - a minta ertekeinek rendezett halmazat ketfele
vago ertek.
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Az alkalmazott matematika tobb ezer eve letezik. Az okori
Egyiptomban a tudosok foglalkoztak a mezok teriiletenek, az
epiiletek terfogatanak szamitasaival. Ez alkalmazott matematika volt.
Az elmeleti (tiszta) matematika csak az i. e. V-1V. szazadban kezdett
kialakulni az okori Gorogorszagban.

Az egyes matematikai modelleket a tudosok meg az okorban
alkalmaztak. A matematikai modell es matematikai modellezes
fogalmakat csak a XX. szazadban kezdtek el szeles korben
alkalmazni a kibemetika fejlodesevel parhuzamosan.

A szazalek fogalmat korabban kizarolag a penziigyi
szamitasokban alkalmaztak a kamat jelolesere. Ezt a
kovetkezokeppen fogalmaztak meg: ,,A kamat a meghatarozott idore
betetbe helyezett minden szaz rubel utan jaro nyereseg.” A ,,toke”
fogalmat L. Pisano vezette be, mig a ,,%” jel a XV. szazadi italiai
munkakban jelenik meg eloszor. A kamatos kamat szamitasaval
kapcsolatos elso tablazatot S. Stevin (1548-1620) nemetalfoldi
matematikus alkalmazta a XVI. szazadban. 6 alkalmazta elsokent
a tizedes torteket Europaban.

A mennyisegek kozelito ertekeivel a tudosok mar 2 000 evvel
ezelott foglalkoztak. A kozelito szamitasok tudomanyos elmeletet
a XX. szazadban alkottak meg. Megalapozoja az orosz O. M. Krilov
(1863-1945) matematikus es hajoepito memok volt.

A veletlen esemenyek egyes tulajdonsagait L. Pacioli (1445—
1514) es D. Cardano (1501-1576) fedeztek fel a szerencsejatekok
kutatasa kozben.

A valoszinuseg-elmeletet mint matematikai agat P. Fermat
(1601-1665) es B. Pascal (1623 -1662) francia tudosok alkottak
meg.

A statisztikai adatok gyujteset es elemzeset az emberiseg regen
kezdte. Kinaban nepszamlalasokat mar tobb mint 4 ezer evvel ezelott
tartottak. A Kijevi Ruszban 1245-ben volt nepszamlalas.

Jelentos mertekben hozzajarult a matematikai statisztika fejlodese-
hez W. Petty, A. Moivre, L. Euler, J. Bernoulli, P. Laplace, S. Poisson.
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Az Orosz Birodalomban a XIX. szazadban a statisztikai
problemakkal olyan ukran tudosok is foglalkoztak, mint V. J. Bunya-

kovszkij es M. V. Osztrogradszkij.

M. V. Osztrogradszkij a Poltava
kornyeki Pasenna faluban sziiletett,
tanulmanyait a Poltavai Gimnaziumban
kezdte, majd a Harkivi Egyetemen es
Parizsban folytatta; tagja volt az Orosz
Akademianak, a Turini Akademianak, a
Romai Akademianak, az Amerikai
Tudomanyos Akademianak, levelezo tagja
volt a Parizsi Akademianak.

Osztrogradszkij alapveto eredme-
nyeket ert el a matematikai analizis, az
elmeleti mechanika, a valosziniiseg-

M. V. Osztrogradszkij
(1801-1862)

elmelet, a matematikai fizika, a ballisztika, a hotan teren. Megirta az
Egi mechanika cimii tankonyvet. Sok figyelmet szentelt a kozelito
szamitas es szazalekszamitas elmeletenek. Kidolgozta az aruselejtezes

statisztikai modszeret.

Osztrogradszkijnak emlekmiive van
Poltavaban.

Az alkalmazott matematika fej-
lodeseben jelentos szerepet jatszott
M. P. Kravcsuk.

A volinyi Csovnica kozsegben szille-
tett, a lucki gimnazium elvegzese utan a
Kijevi Egyetemen szerzett diplomat.
1925-ben professzori cimet kapott,
1929-tol az Osszukrajnai Tudomanyos
Akademia tagja, annak tudomanyos
titkara, a statisztikai bizottsag vezetoje.
1938-ban a kommunista rendszer koholt

vadak alapjan elitelte. Kolimaban halt meg.

M. P. Kravesuk
(1892-1942)

Kravcsuknak emlekmuvet allitottak Kijevben.
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10.

3.fejezet

FELKESZULES A TEMAISMERETI ERTEKELESRE

3. sz. tesztfeladat

A bank 15% eves kamatot fizet a beteteseinek. Mennyi penzt kell a
bankba betenni, hogy egy ev mulva 3000 hrivnya nyereseg
kepzodjon:

a) 10 000 hrivnya; b) 20 000 hrivnya;

c) 30000 hrivnya;  d) 45 000 hrivnya?

Az les 20 kozotti egesz szamok koziil megneveznek egyet. Mekkora
a valosziniisege annak, hogy ez a szam 20 osztoja lesz:

a) 0,3; b) 0,4; c) 0,5; d) 0,67

A -10 < x < 40 intervallumba tartozo valamennyi egesz szam
szamtani kozeparanyosa:

a) 10; b) 15; c) 20; d) 30.
Oktober elso tiz napja soran a reggel 7 orakor mert homer-
seklet: 6 °C, 8 °C, 8°C, 7°C, 5°C, 8°C, 6 °C, 7 °C, 8 °C, 8 °C.
Hatarozzatok meg a minta moduszat:

a) 7 °C; b) 6 °C; c) 8 °C; d) 5°C!
Hatarozzatok meg az 1,7, 5, 7, 3, 7, 1, 8, 3 minta medianjat:
a) 1 b) 7, c) 5 d)3!

A cirkusz porondja teriiletenek kiszamitasahoz hasznalt matematikai
modell keplete:

a)S =R2 b) C=2nR\ ¢)S =nR2 d)C =4R.
Milyen lesz az oldat koncentracioja, ha 5 kg vizhez 560 g sot adnak
hozza:

a) 17%; b) 1%; c) 11%; d) 16% ?
Hany szazalekkal valtozik a nullatol kiilonbozo kifejezes erteke, ha
azt haromszorosara novelik:

a) 100%-kal;  b) 200%-kal,; ¢) 300%-Kal; d) 400%-kal?
A zacskobol kivettek a benne levo mogyoro felet, majd a maradek
felet, majd annak is a felet, vegiil az utolso maradek felet. Ezt
kovetoen a zacskoban 5 mogyoro maradt. Hany mogyoro volt
eredetileg a zacskoban:

a) 80; b) 40; ) 75; d) 60?

A sakkozo elvesztett egy sakkfigurat. Mekkora a valosziniisege
annak, hogy ez a figura a bastya:

a) 0,5; b) 0,025; c) 0,0625; d) 0,125?
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Tipusfeladatok a 3. sz. do gozathoz

lo. A dobozban 20 kék papirba és 80 piros papirba csomagolt csoko-
ladé van. Mekkora a valésziniisége annak, hogy a dobozbdl talalomra
kivett csokoladé kék csomagolésu lesz?

20. Afrika tertilete 30 065 000 km2vagy 20,3%-a a szarazfoldnek.
Hatérozzatok meg a széarazfold teriletét!

30. A betétes 5000 hrivnyat tett be a bankba 14%-0s kamatra.
Mennyi pénze lesz a betétesnek 3 év mulva, ha nem veszi ki a
kamatokat?

4* Oldjatok meg a feladatot vazlat és egyenlet alak(i matematikai
modeli készitésével! A 90 m hosszu drétot két részre vagtak oly modon,
hogy a méasodik rész haromszor hosszabb, mint az elsd. Hatarozzatok
meg mind a két rész hosszat!

50. Hatarozzatok meg a 7, 5, 3, 7, 6, 7, 4, 6, 8, 5 minia méduszat,
medianjat és atlagat!

6*. 100 000 lottoszelvényre 662 nyeremény jut. Ebbél 2 - 5 000
hrivnya, 10- 1000 hrivnya, 50 - 200 hrivnya, 1000 - 50 hrivnya,
500 - 10 hrivnya. A tobbi szelvény nem nyerd. Hatarozzatok meg,
mekkora a valdszinlisége annak, hogy egy szelvénnyel 200 hrivnya
folotti nyereményt visznek el!

7*. Az aprilishan eladott repuldjegyek mennyiségének elemzésével
a kdvetkezd adatokat kaptak:

57 55 60 46 55 54 57 54 49 52

51 65 60 56 45 59 53 61 47 42

47 58 5 53 59 64 49 58 59 63

Készitsetek gyakorisagi tadblazatot és megfeleld hisztogramot!
Szamitsatok ki a minta centralis tendenciajat!

8* Az alma iranti kereslet a kereskedelmi hal6zatban a kdvetkez6
egyenlettel irhato le: Q. = 3 500 - 100P, az arukinalat egyenlete
pedig Qs = 1000 + 250P, ahoi Q az egy nap alatt eladott
vagy vasarolt kilék szdma; P az é&r hrivnyaban. Hatarozzatok meg:
a) a piac egyensulyi paramétereit; b) hidny vagy tulkinélat lesz-e a
piacon, ha 1kg alma &ra 5 hrivnya!l

9”. Hatéarozzatok meg az a2- nr2 kifejezés kozelitd értékét
szazadnyi pontossaggal, haa ~ 10,45 cm ésr ~ 2,73 cm!
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A sorozat - meghatérozott A fejezet fo temai:
rcndben elhelyezkedd objektu-

mok halmaza. Ha a sorozat tag- * sorozat;

jai szamok, akkor szamso- * szamtani sorozat;
rozatrol van sz6. A szdmso- « mertani sorozat;
rozatok legegyszertbb es leg- . gsszegszamitasi
fontosabb peldai a szdmtani es feiadatok.

a mertani sorozatok.

A SOROZAT FOGALMA

Kepzeljik el, hogy egymas utén fei van irva az dsszes péros termeszetes
szam:
2, 4,6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, ... .

Ez a szdmsor a péros termeszetes szamok sorozata. A 2-es szdm a
sorozat elso, a 4 a mésodik, a 6 a harmadik, a 20 a tizedik tagja.
Nehény tovébbi pelda:

12,3,4,5, ... - atermeszetes sz&mok sorozata;
1,35 79 ... - apdratlan termeszetes szdmok sorozata;
, 1111

9737475 - atermeszetes szdmok reciprokainak a sorozata.
Egy sorozat lehet veges vagy vegtelen. Veges peldaul az egyjegyi
termeszetes szdmok sorozata:

1,2,3,4,56,7,8 9.

A termeszetes szamok sorozata viszont vegtelen. A vegtelen sorozatok
elsd nehény tagja utdn harmas pontot tesznek.

A péros termeszetes szamok sorozaténak elso, masodik, harmadik tagja
2,4, 6.Ezigy irhato fei: ax=2,a2=4, a. = 6. De vajon mennyivel egyenld
az «-edik tag, az al Mivel a paros termeszetes szdmok mindegyik
tagja sorszamanak a ketszerese, ezert az «-edik tagja 2«-nel egyenlo, azaz

a, =2n.
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Ez a keplet a péros termeszetes szdmok sorozaténak altaldnos tagjat
jeloli.
A paratlan termeszetes szdmok sorozata /7-edik tagjanak keplete:
a =2»—I.

Ez a keplet a linedris fuggvenyt megadoy = 2jc- 1kepletre hasonlit.
A kulénbseg az, hogy az utébbiban az x véltoz6 barmilyen valds
szam lehet, mig az at = 2n - 1 kepletben az n viéltozé csak
termeszetes ertekeket vehet fei. A sorozat minden tagja valamely
termeszetes szdmnak - a sorozattag sorszamanak - felel meg. Ezert
a szdmsorozat - az 06sszes szadm termeszetes halmazéan vagy
az els6 N termeszetes szam halmazan megadott figgveny. Ha a
flggveny az 6sszes termeszetes szd&m halmazdn van megadva,
akkor vegtelen szd&msorozatot kapunk; ha a fliggveny az elsé n
termeszetes szam halmazén van megadva, akkor ez olyan veges
szamsorozat lesz, amelyben a tagok szdma /7-nel egyenlo.

Ha ismerjik egy sorozat /7-edik tagjdnak kepletet, akkor
kénnyen kiszamithatd barmelyik tagja. Felirjuk annak a sorozatnak
az elsdé nehédny tagjat, melynek /7-edik tagja an=n2+ 2. Ha az n
véltozo az 1, 2, 3, 4, 5, ... ertekeket veszi fei, akkor a sorozat
elso tagjai:

3, 6, 11, 18, 27,38,51, ... .

Ennek a sorozatnak az ezredik tagja:
(7000= 10002+ 2 = 1000 002.

Sokkal nehezebb a forditott feladat megolddsa, azaz a sorozat
[7-edik tagjanak meghatérozésa. Pelddul a2,3,5,7,11,13, ... primszdmsor
[7-edik tagjanak keplete a mai napig nem ismert, jollehet a matematikusok
mar tébb mint 2 000 eve keresik.

Egy sorozatot nem hatéroznak meg egyertelmien az elso tagjai. Peldaul
nagyon sok olyan sorozat van, melynek az elso tagjai: 2, 4, 6, 8. Az ilyen
elso tagok sorozatdnak /7-edik tagjai:

an=27esacn=2n+{n- D({/7- 2)(«- 3)(7- 4).

Az a. es az a. ™, egy sorozat szomszedos tagjai. Az a. tag az a.+,
tagot megeld'zi es ertelemszeriien az a. +, tag az a. tagot koveti.
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A sorozatot névekvének nevezzik, ha barmelyik tagja a
LiL/ masodiktél kezdédbéen nagyobb az 6t megelézénél. A
sorozatot csékkendnek vagy fogyénak nevezzik, ha
barmelyik tagja a masodiktdl kezdédden kisebb az
el6zonél.
Megjegyzés. Olyan sorozatok is eléfor-
dulnak, melyek tagjai kilonb6z6 kifejezések,
fiiggvények, esetleg mértani alakzatok. Ebben a
vonatkozasban emlithet6 a honapok vagy a hét
napjainak sora, egy széban a betii vagy listaban a
nevek, vonatszerelvényben a vagonok sorozata.
Az ember kezén az ujjak is bizonyos sorban
kovetik egymast: hiivelyk, mutato, kdzépso,
gylrs és kisujj (131. &bra). A vonalkodokban a
vonalak is meghatéarozott sorrendben kdvetkeznek
egymas utan. Mit jeldlnek ezek? Mi célbol
készitik oket?
A tovabbiakban szamsorozatokrol vagy -
roviden - sorozatokrél fogunk beszélni. 131. &bra

A szamsorozatokat gyakran rekurzios-képletekkel (lat. recur-

rentis- visszatérd) adjak meg. A képletet rekurziésnak nevezik,
ha megmutatja, hogyan fejezheté ki a sorozat barmely tagja néhany
megeldzo6 tagja réveén.

Példaul az an+, = an+anH rekurziés-képlet bizonyitja, hogy a harma-
dikt6l kezdédéen a sorozat minden tagja megel6z6 két tagjanak az
O0sszegével egyenld. Egy képlettel nem hatarozhaté meg az egész
sorozat, mert ismeretlen az elsé két tagja. Ha a képleten kivil fel van
tintetve a sorozat els6 két tagja is, akkor az teljesen megadottnak
tekintheto.

Adjunk meg rekurziés-képletekkel egy olyan sorozatot, amelynek
az els6 és méasodik tagja egy, minden kovetkezo6 tagja pedig a két
megelozd tag 6sszegével egyenld. Ez a sorozat a kdvetkezo
egyenloségekkel adhaté meg:

a=\,a,=\,a

A képlet felhasznéalasaval fokozatosan meghatarozhat6 a sorozat
harmadik, negyedik és tobbi tagja:

ad=ax+ =1+1=2,
ad=a2+ay= 1+2=3,
ab=aj+a4=2+3=5, ...

n+ :an+ an+'1
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Adva van a kovetkezo sorozat: 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21,....

Ezt Fibonacci-féle sorozatnak nevezziik, mivel Leonardo Pisano
(Fibonacci) Kdnyv az abakuszrdl cimi muvében (1202) azt elsoként
vizsgalta és foglalta 6ssze tulajdonsagait.

Az adott sorozat /7-edik tagjanak mint az n fliggvényének a képletét
csak a XIX. szazadban talalta meg J. Binet (lasd a 840. feladatot).

fUJj Ellenorizzétek magatokat!

1. Mondjatok példakat szamsorozatokra!
| 2. Fogalmazzatok meg, mi a szamsorozat!
»3. Milyenek lehetnek a szamsorozatok?
"4. Milyen szamsorozatokat neveznek végeseknek?
5. Milyen szdmsorozatokat neveznek ndvekeddknek? Milyeneket
*  fogyoknak?
»6. Nevezzétek meg a kdvetkezd sorozatok elsd Ot tagjat: a) paros
I szamok; b) paratlan szamok!

Oldjuk meg egyutt!

1 Folytassatok a természetes szamok négyzeteinek sorozatat:
1,4, 9, 16, 25,... !

J Megoldéas. Az adott sorozat minden tagja sorszdméanak
négyzetével, igy az elst az 1-es szam négyzetével, a masodik a2-es szam
négyzetével egyenld. Ezért a hatodik tag 62tel, a hetedik 72tel, a nyolcadik
82tel egyenld. Vagyis a kovetkez6 sorozatot kapjuk:

1,4, 9, 16, 25,36, 49, 64,81,....

2. Hatarozzatok meg a sorozat kovetkez6 képlettel megadott

negyvenedik tagjat:

a)an=3n- 2; b)an=(-1)n c)an=n- (—h" 3
J Megoldas. a)ad=3-40—=2= 120—2=118; -
b) ado= (-i)D= i;

c)ad)=40-(-1)F=40+ 1=41.

Felelet. a) 118; b) 1; c)41.

3. Melyik tagtol kezdddden nagyobb 100-nal a cn=n2+ n képlettel
megadott sorozat valamennyi tagja?

J Mego ldéas. Han2+n> 100, akkor n2+ n- 100 > 0.
Megoldjuk a méasodfokl egyenlotlenséget.
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D = 1+400. Mivel n természetes, tehat pozitiv értékeirdl van sz0 és az

n=-—- = 9,5 gydk pozitiv, ezért a feltételt kielégito sorszamnak

9-nél nagyobbnak kell lennie.

Fe le let A tizedik tagtdl kezdodoen.

4. Hatarozzatok meg, hogy novekedd vagy fogyo-e aza = 1- 2n2
képlettel megadott sorozat!

J Megoldés. Vegylk a sorozat tetsz6leges, egymast kovetd két
tagjat, majd hatdrozzuk meg a killonbségiiket és annak el6jelét:

ap=\-2p2 ap+]=\-2(p +1)2
ap+t-ap=\-2(p +1)2-(1 -2p93 =
=1- 2p2- 47 —=2- 1+ 2p2=- (47 + 2).

Termeészetes p érték esetében a 4p + 2 kifejezés csak pozitiv értékeket
vesz fel. Ezért ap+x- ap < 0 valamennyi természetes p esetén. Vagyis
barmelyp sorszam esetében teljesil azap+i<ap feltétel. Az adott sorozat
fogyd, mert minden kovetkezo tagja kisebb az 6t megel6zonél.

Fe le let. A sorozat fogyo.
f** Oldjatok meg széban!

816. Nevezzétek meg a természetes sz&mok reciprokaibol allé sorozat
elso 5 tagjat!

817. Nevezzétek meg a primszamok sorozatanak elso 5 tagjat!

818. Folytassatok a természetes szamok sorozatat:
a) amely 3-mal oszthatd: 3, 6, 9, 12,... ;
b) amely 5-tel oszthatd: 5, 10, 15,...;
c) amely 3-mal nem oszthaté: 1,2, 4,5, 7,...;
d) amelynek minden tagja 3-mal nagyobb az 6t megel6zdnél:
14 7 !

819. Vizsgaljatok meg a sorozatokat:
a) 1,309, 27, 81, 243, 729, 2187,... ;
b)1,-1, 1,-1, 1,-1, 1,-1,..;;
c) 5, 55, 555, 5555, 55555, 555555,... |
Mindegyik sorozat esetében mutassatok meg a kdvetkezd tagokat:
a) masodik, 6todik és hetedik; b) a harmadik utdn kdvetkezdt;
c) ahetediket megel6zot; 4) a masodik és a hatodik kozott allokat!
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820.

821.

822.

823.

824.

825.

826.

827.

828.

829.

4. fejezet

Azx}x2 xv x4, ...,xn, ... sorozat melyik tagja:
a) kovetkezik az *3 xv x&® xm, xn+H, xhutan;
b)allazx5x7x x  n+pxdclott?

szint y

Véges vagy végtelen:

a) a primszamok sorozata;

b) a természetes szamokkal ellentett szamok sorozata;

c) a 10 nevezojl valos tortek sorozata;

d) a 10 nevezojl altortek sorozata;

e) a 10 szamlaloju valés tortek sorozata;

f) a 10 szamlaléja altortek sorozata;

g) kétjegyli szamok sorozata;

h) a 7Tszam tizedesvesszoje utan all6 szamjegyek sorozata?
irjatok ki mindegyik sorozat elso 6t tagjat!

Irjatok fel annak a sorozatnak az elsd Ot tagjat, amelynek «-edik
tagja a kovetkezo képletekkel adhaté meg:

a)an=2(n-\); b)*w=12; c)yn=3«+ (-1)";
d)bn=1\-n2 e) cn= 2«2 f)zn= 1+ (-1)"!

A sorozat az an= 2n + 3 képlettel van megadva. Hatarozzatok meg:
a)tf3 b)ag |, c)als d) 100

Irjatok fel az aldbbi képletekkel megadott sorozatok hét elso tagjat:
a) an= 3« - 2; b) ar=n2+ 1,

c)at=2-5n; d)aj=n2-n\

Irjatok fel a természetes szamok négyzeteibdl allé sorozat néhany
elsd tagjat! Melyik az w-edik tagja?

irjatok fel a természetes szamok kdbeibdl all6 .sorozat néhany elsd
tagjat! Melyik az «-edik tagja?

irjatok fel a 3-mal oszthat6 természetes szamok sonozatanak néhany
elso tagjat! Hatarozzatok meg a negyvenedik tagjat!

irjatok fel annak a sorozatnak néhany elso tagjat, amelynek «-edik
tagja an=n2- 1! Hatarozzatok meg a kdvetkezoket: aw, aZ) am\
irjatok fel az alabbi képletekkel megadott véges sorozatokat:

a) ali=4« - 3,ahoi 1< «<§;

b); b»= n—'_l"_?l, ahoi 1<« < 10;
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830.

831.

832.

833.

834.

835.

836.

837.

838.

c) cn=n2+2n, ahol 1<n< §;

d) yn=2"+1, ahol 1<«<7!

Hatarozzatok meg az alabbi képletekkel megadott sorozatok
harmincadik tagjat:

a)an=2n+7, b) bn=2n2- «;

c) cme (-D)" + 3; d)jc”=0,5«(«+ 1!

Adva van egy sorozat, amelynek «-edik tagja an= 5n + 8. Mennyivel
nagyobb a huszadik tagja a tizenkilencediknél?

Adva van egy sorozat, amelynek «-edik tagja an=n «3". Mennyivel
nagyobb a tizenkilencedik tagja a tizennyolcadiknal?

Hatarozzatok meg annak a sorozatnak a hatodik, nyolcadik és tizedik
tagjat, amelynek az «-edik tagja bn= 2"

Igaz-e, hogy az an= 5n - 3 annak a természetes szamokbdl allé
sorozat «-edik tagjanak a képlete, amelyek 5-tel valé osztasa utan
2 marad?

irjatok fel a természetes szamok azon sorozata rc-edik tagjanak
képletét, amelyek 7-tel valo osztasa utan 3 marad!.

A sorozat elso6 tagja 7-tel egyenld és minden ezutan koévetkez6 tag
2- vel nagyobb a megeldzénél. Irjatok fel néhany elso tagjat!

A sorozat elsé tagja 5-tel egyenldé és minden ezutan kdvetkezé tag
3- mal kisebb az 6t megeldzonél. Irjatok fel néhany elsé tagjat!
No6vekedd vagy fogyo ez a sorozat?

Az 1,3, 6, 10, 15, ... sorozatot haromszogszamoknak nevezik
(132. abra). irjatok fel a sorozat tovabbi 4 egymast kdveto tagjat!

132. 4bra

CiL s2rv

839.

irjatok fel annak a sorozatnak az elso 6t tagjat, amely a kévetkezd
rekurziés-képlettel van megadva:

a) a1=2; appq=-2a ;
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$840.

841.

3>842.

843.

844.

845.

846

4. fejezet

A Fibonacci-féle szamsorozat a. = \. =1LU0r ,= ,+a
rekurziés-képlettel vagy az /7-edik tag képletével van megadva:

Hatarozzatok meg két mddszerrel a sorozat elsd ot tagjat, és
hasonlitsatok dssze oket!

Az av av av a4 .. sorozat olyan, amely minden természetes i
szam esetében a]= -5 és aj+l - a. = 3. Hatarozzatok meg a
kovetkezoket: a2 a5 awh

Hényadik tagtol kezdddoen lesz az aldbbi sorozat minden tagja:

a) at= 3 «+1 nagyobb 50-nél;

b) cn=n2- 5 nagyobb 220-nal;

c) xn= 200 - 3n kisebb 12-nél;

d) bn=n2-n nem kisebb 110-nél;

e) an= nem nagyobb 1,01-nal?

Az alabbi sorozatok mely tagjai esetében:

a) an=3n- 5 nagyobb 40-nél, de kisebb 150-nél;

b) bn=200 - 2n nagyobb 50-nél, de kisebb 170-nél;

c) cn= 2"+ 1nagyobb 8-ndl, de kisebb 30-nal;

d) xn=4 - In nagyobb - 40-nél, de kisebb -10-nél;

e) yn=Jn+2 nagyobb VIO-nél, de kisebb 10-nél?

Hany pozitiv tagja van az alabbi képletekkel megadott sorozatnak:
a) ait=-3« + 374; b) an=—n2+ 70/7 + 8007

Hany negativ tagja van az an- n2- 15/7 képlettel megadott
sorozatnak?

. Vannak-e az an=In - 2 sorozat tagjai kozott olyanok, amelyek:

a) 0 szamjeggyel végzodnek;

b) 13-mal oszthatdk;

c) 2-vel oszthatdk, de 3-mal nem oszthatok;
d) 27-tel valé osztas utan 1 marad?
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847.

3>848.

Adva van két sorozat: an=1n - 1és cn= 8/i + 3. Hatarozzatok meg
késp legkisebb értékeit, amelyek esetében ak=cp\

Advavana, 4, 1,0, 1, 4, 9 végtelen sorozat. Hatarozzatok meg a
képletét!

Ismertessétek a sorozat «-edik tagjanak egy lehetséges képletét

849.

» 850.

851*

852.

853.

854.

855.

(848-850)! Adjatok meg mindegyik sorozatot tablazat és gérbe
alakjaban!

a)2,5,8,..; b) 2,4,8,...;

c)1,-1,1,..; d) 1,0,1,...;

e) 0, f,

a) 3,6, 12,24,48,...; b) 1,7,31, 127,511,...;

)0, -2,—4,-6,...; d)-1,2-3,4,-5, ... ;

x1 2 3 4 5 ~3 4 5 6 7
2°374°5°6" T 2°3»4° 56"

irjatok fel azoknak a sorozatoknak két w-edik tagjat, amelyek elso

tagjai: 1, 3,5, 7!

Bizonyitsatok be, hogy a hd&romsz6gszamok sorozat «-edik tagja az
elsd természetes n szamok dsszegével egyenld (lasd a 838. feladatot)!

A0 2 0 2 0, .. végtelen sorozat olyan, hogy mindegyik két
szomszédos tagjanak 6sszege 2-vel egyenl6. lgaz-e, hogy «-edik tagja
a,= I+(-ir?

Asorozat az an- (-1)" képlettel van megadva. Hatarozzatok meg az
elsd: a) sz&z; b) ezer; c) ezeregy tagjanak 6sszegét!

Rajzoljatok at a fuzetetekbe a 133.
abrat, és egészitsétek ki két
négyzettel oly médon, hogy az
oldalaik a Fibonacci-féle sorozat
egymas utan kdvetkezo6 tagjainak
0sszegével legyen egyenlo!

133. dbra
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856.

$ 857.

858.
859.

860.

3> 861.

862.

4.fejezet

Novekvok vagy csokkendk a kovetkezd képletekkel megadott
sorozatok:

a)tf=9«-10; b)e> = 10-9«; c)c=5-«2-
Mol et premaew

Bizonyitsatok be, hogy az an= 8- 7 sorozat névekvo!

Bizonyitsatok be, hogy az (fj= sorozat csokkend!

Hatarozzatok meg a sorozatok legnagyobb tagjét:

a)at=6n- n2- 5, b)#(=~«2+2n + 3!

Hatarozzatok meg annak a sorozatnak a legnagyobb negativ tagjat,
amelynek altalanos képlete (vagy «-edik tagjanak képlete):

a) an=n2- 35; b) an=0,25n2- 10,75!

A-20,-10,-5,4, 9 szamok koziil melyik tagja annak a sorozatnak,
amelynek «-edik tagja an= 2n2-1n?

Melyik sorozatnak tagja a-12 szam:
a)an=1In2- 11; b) an- 3- 5«; c) an= 2« - N2+ 3;
dya = 0t a=n-« 0 A

<=» Ismétlo gyakorlatok

863.

864.

865.

Egy kereskedelmi szervezet 2 500 hrivnyaért két terméket vasarolt,
amelyek eladasabdl 40%-o0s nyereségre tett szert. Mennyit fizetett a
kereskedelmi szervezet mindegyik termékért, ha az elso eladasa 25%,
a masodik 50% nyereséget hozott?

Abrazoljatok a fuggvények gorbéit:

a)j>=x2+ 3; b)y =x2-2;
c)y =(x-4)2 d)j>= (*+3)2
Oldjatok meg az egyenletrendszereket:
i*+, =5 rA+y =25
[x'+yl2x = 15; ' +12 = 0;
Ix2+y2=25 \x2+y2=25,

\(x-4)2+y2=9; jX2+y2-6x = 7!
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SZAMTANI SOROZAT

Adva van egy olyan sorozat, melynek els¢ tagja 5, a tobbi pedig 3-mal
tobb az azt megel6zo tagnal:
5,8, 11, 14, 17, 20, 23,26, 29, ... .
Ez egy szdmtani sorozat, melynek elso tagja 5, kilénbsege pedig 3.

Szamtani sorozatnak nevezzik azt a sorozatot, melyben
a masodikt6l kezdve barmelyik tag es az azt megel6z6
tag kluldnbsege allandd. Ezt az adott sorozat eseteben
alland6 d szdmot a szamtani sorozat kulénbsegenek
(differenciajanak) nevezzik.

Maskent fogalmazva: az olyan sorozatot, amely megadhatt az £7 - a,
a,A\=a,,+ d rekurziv-kepletekkel (rekurziv médon), es ahoi ne TV fes
d adott szdmok, szdmtani sorozatnak nevezziik.

A szamtani sorozat elso tagja es differencidja (kiilonbsege) barmilyen
szam lehet. A szdmtani sorozat ndvekvd, ha a kilénbsege pozitiv es
csokkend, ha a kilonbsege negativ. Csékkend szamtani sorozat peldaul:

11,9,7,5,3, 1,-1,-3,....

Ahhoz, hogy megkapjuk a masodik tagtél kezdédden egy szamtani
sorozat barmelyik tagjat, az azt megel9z6 taghoz hozza keil adni a d
kildnbseget. Ezert, ha a szdmtani sorozat elsd tagja a]es a kiilénbsege d,
akkor a sorozat elsd nehany tagja:

gr,, AX+ d, £7, + 2d, + 3d, + 4d, .
vagyis
£ =£+d, B=£j+2d, #A=£+ 3d, £5=£ + 4d, ....

Figyeljetek meg, hogy a d elott allo egyltthatd 1-gyel kisebb a
sorozat tagjanak sorszdménal. Akkor viszont ugyanigy felirhatjuk, hogy
6= £ + 5d, £7= £ + 6d es altalanosan:

an=fl, + («- 1) d.
Ez a szdmtani sorozat 77-edik tagjanak a keplete.
1. pelda. Egy szadmtani sorozatban a]= 4, <7=3. Hatérozzétok meg fZ0at!

J Megoldas. £0= £1+ 19<7=4 + 19-3 = 61.
Felelet 61.
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2. példa. Egy szdmtani sorozatban &9= 8, d =—\. Hatarozzatok meg
Ufj-et!

V Megoldas. st9=of + 18/, 8 = ¢f, - 18. Tehat of, = 26.

Felelet 26.

Vizsgaljuk meg a szdmtani sorozat néhany tulajdonsagat!

1. tétel. A szdmtani sorozat barmely tagja, az elso tag kivételével,
két vele szomszédos tag félosszegével egyenld: a = ahi +avh .

Bizonyitds. A meghatarozas szerint d = ai:+, - ajf d= an- an

Vagyisa,, ,-a,=a,-

n n- P!

ahonnan a, =

A tétel forditottja is igaz. Bizonyitsatok be onalléan!

2. tétel. A véges szamtani sorozat végeitdl egyenld tavolsagra
lévd két tagjanak Osszege szélso tagjainak dsszegével egyenld

At A ary = AT Ap

Adva van egy szamtani sorozat elso n tagja:

' O oprog OF, ... o, ,0F 5 . p of.

Adjuk 6ssze az elso és az utolso tagot, a masodik és az utolso el6tti
tagot, a harmadik és hatulrdl a harmadik tagot és igy tovabb. Az eredmény
mindig ugyanaz. Valéban, mert ha a{+an=m, akkor:

a2+ a.-i = (aj+d) + (ail-d) =aj+an=m;
+",-2 = (02+ ii) + -rf)=a2+ , =N
aA+a,>=(", +d) + (aj2-d) =aj+aii_l=m.

Vagyisat+ a,.,-a, *+a,

3, tétel. A véges szamtani sorozat tagjainak 6sszege két szélso
tagja szamtani kdzepének és tagjai szamanak a szorzataval

egyenlé: Sn= °n.

Legyen S az df, .y, &f.a, ... & , &, ,a,.a szamtani sorozatn
tagjainak dsszege.

Had, + & =m, akkor ., +, ,=m,a+ a , =més igy tovabb. Ezt
figyelembe véve tagonként dsszeadjuk a kdvetkez6 két egyenldséget:
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+ S,=ai+ta2+a3+""
S,=a,+a,-,ta,-2+ mmaij+ a2+ ai

25, ~m+m+m+. .. +m+m+m
2 S =mn; 2S5 =(a,+ a).n, ahonnan

E képlet alapjan barmely szdmtani sorozat elso n tagjainak osszege
meghatarozhato.

3. példa. Szamitsatok ki az 5, 7, 9, ... szdmtani sorozat els6 hlsz
tagjanak 6sszegét!

y Megoldas. Ebben a sorozatban a} =5, d = 2. Ezért
ad=5+ 19-2 =43.

SD= * 20 = 480.
Fe le let. 480.
A szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege a kdvetkezo képlettel is
meghatarozhato:
_2a, +(fi- v
" 2
Bizonyitsatok be 6nall6an!

A2n Tekintsik az y - 0,5jc + 1 képlettel megadott figgvényt. A
gorbéje a 134. abran lathaté. Ha az x argumentumnak csak
természetes értékeket, vagyis 1, 2, 3, ... adnak, akkor a fliggvény
értékei rendre a kdvetkezok lesznek:
15; 2; 2,5; 3; 3,5; 4, ....

Van egy szamtani sorozatunk 1,5 els6 taggal és 0,5 killénbséggel.
Ennek a sorozatnak a 135. abra felel meg. Altalaban a természetes

134. 4bra 135. &bra
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szamok halmazan meghatarozott iminden y =ax + b fliggveny olyan
szamtani sorozat, amelynek elso tagja a +b, kilonbsege pedig a. Ezert
a szamtani sorozatot a termeszetes szamok halmazan megadott
linearis fuggvenynek tartjak.

Ha az ilyen fliggveny az 0sszes termeszetes szadm halmazéan van
megadva, akkor vegtelen szamtani sorozatrél beszelink. Ha ez az
elsd n termeszetes szamok halmazan van meghatarozva, akkor n
tagbol all6 szamtani sorozatot kapunk.

Ellendrizzetek magatokat!

“ 1. Fogalmazzatok meg, mi a szdmtani sorozat!

> 2. Mit neveziink a szamtani sorozat kiilonbsegenek (differenciajanak)?
*3. Hogyan fejezheto ki a szdmtani sorozat w-edik tagja az elso tagja es

A a kilonbsege altal?

> 4. Mivel egyenld a veges szdmtani sorozat vegeitdl egyenld
e tavolsagban levo ket tagjanak 6sszege?

A 5. Mivel egyenld a szdmtani sorozat elsd n tagjanak 6sszege?

|V Oldjuk meg egyitt!

1. Hatarozzatok meg valamennyi ketjegyu termeszetes szam 6sszeget!

S Megoldas. Meghatarozzuk a 10, 11,12,..., 99 szdmok 0sszeget.
Ez 90 tagbdl allé veges sz&mtani sorozat, ezert az 6sszeguk:

S= ~(10+99)-90 = 4 905.
Felelet. 4 905.
2. Tagja-e 1000 es 2000 annak a sorozatnak, melynek elsd tagja 5, a
kiilénbsege pedig 3?

S Megoldas. Tetelezzik fei, hogy 1000 a sorozat /-edik tagja, es
ekkor 1000=5+ (/- 1) *3,3 *(/- 1) =995, ahoi i nem termeszetes szam,
mert a 995 nem oszthatd 3-mal.

Ha 2000 =5+ (/- 1) *3, akkor 3 «(/- 1) = 1995, innen i = 666.
Fe le let. 1000 nem tagja a sorozatnak, 2000 viszont a 666. tagja.
3. A szamtani sorozat ismert tagjai: a: =43 es ai = 3.
Hat&rozzatok meg az a Yyet!
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"M egoldas. Behelyettesitjukafeladatadataitazan=¢7, +d ¢(n- 1)
képletbe. A kovetkezot kapjuk:
aj = ¢ + 6d, 143 = 7 + 6d,
&b= 7 +14d\ var 13 = 7 + 14d\
40 =-8d, d =-5, =73
Mivel ;0= 7 + 9d, ezért (0= 73 + 9 «(-5) = 28.
Felelet. 28.

N Oldjatok meg széban!

866. Hatarozzatok meg a szamtani sorozat differencijat:
a)3,57,..; b) 12, 10, 8,... ;
c)-2, 1,4,...; d)-7,-9,-11,.... !

867. A szamtani sorozat differenciaja 2-vel egyenld. Hatarozzatok meg
az elso tagjat, ha:

a) a =5; b) ¢7, = -3; ) ¢7,=0,3; d)a.- -JI!
868. Szamtani sorozatok-e a kovetkezok:
a) 1,3, 5,8 11, 14,...; b)o,-1,-3,-5,-8,... 7

869. Az alébbi sorozatok kozil melyek lehetnek szamtani sorozatok?
Hatarozzatok meg az elso tagjaikat és a kiilénbségiiket!

a)0;3;6;9; 12;... ; b)-2, -4, -6, -8, -10,... ;
€)333333,..; d) 5, 10, 20, 40, 80.,... ;
A B i ;
2°3°4°5 ol gl gl 0
CA szint
870. irjatok fel a szamtani sorozat els 6t tagjat, ha:
a) i =7,d=2 b) ¢7,=0,5 d=-10;
K - Aokl d) =9 ¢=0
3>871. irjatok fel a szdmtani sorozat elso hét tagjat, ha:
a)¢t=2,d=5; b) i =-3,d=4;

c) ¢, =0,d=7; d) g =4, ¢=-I
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872.

873.

874.

875.

876.

3> 877.

~ 878.

879.
880.
881.

882.

883.

884.

A 885.

4. fejezet

A szdmtani sorozatokban:

a) a]—b, d =-4. Hatarozzatok meg: av 0,0;

b) &7 =9, d —4. Hatarozzatok meg: alg ajA

A szamtani sorozatban a2= 14, a. = 25.

Hatérozzatok meg: d, a|(), <0!

Hatarozzatok meg a szdmtani sorozat differenciajat és tizedik tagjat:

a)2,7,12,..; b)3,1,-1,...; c)+, 1|, ..H
Hatarozzatok meg a sz&mtani sorozat differencidjéat, ha:

a) ax= 5, a: = 95; b) z =23, a= 15

c) a{=-15, aw- -24; d)a, =-17, a?= 97!
Hatérozzatok meg a szdmtani sorozat elso tagjat, ha:

a)a,, =25d=2; b) a¥=5,d =-\;

c) =9d=0,3; d) a,, =-50,d- 3

A sz&dmtani sorozatban  =53,d - 3.

Hatarozzatok meg: ¢r, a5 on, a™\

A szamtani sorozatban a, = 5, on = -4.

Hatarozzatok meg: ¢r,, d, as, er,,!

A szdmtani sorozatban a,. = 5, aZ = 4. Hatarozzatok meg: av aX}
A sz&mtani sorozatban a. = 2,ab= 3. Hatarozzatok meg: &0 a4l!
Hatarozzatok meg a szdmtani sorozat «-edik tagjat:

a) 2, 5,8, b)7,6,5,...; ¢ 8§, 1.1
irjtok fel a szdmtani sorozat n-edik tagjanak képletét:
a)7,12,...; b) -25,-19,... ;
€)-2,5,0,5,..; d)—45,-3,7,... !
Hatarozzatok meg a szdmtani sorozat elso tiz tagjanak osszegét:
a) a, = -35, aw=10; b) a{= 66, aw=-6;

c) ax=-2,5, ain = 2; d) a =20, ax=21,8!

Hatdrozzatok meg a szamtani sorozat elsd tagjat és differen-
ciajat, ha;

a) a 0= 95, SD= 500; b) a 5= 47, SP= 1500!
Hatarozzatok meg a szamtani sorozat elsd szaz tagjanak osszegét:
a) 50, 49, 48, ... ; b) -50, -49, -48, ... ;

c) 2,7 12 17, ... ; d) 16, 13, 10,7, ... !
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886.

887.

888.
889.

2 890.

891.
2 892.
893.

$ 894.

B
895.

Hatarozzatok rneg a szamtani sorozat elsd negyven tagjanak 6sszegét:
a)al]—2,d=3; b) 2z, =-182z/=5

) =31=-02 d)a, =7, &= 252!

A szamtani sorozatnak ismert az els6 a]tagja és d kilénbsége.
Hatarozzatok meg elsd n tagjainak Snésszegét, ha:

a)ax=3,d=2,n= 32 b) ax=-4,d=4,n =25
c)aj= 15 d =-2, «=40; d) <=-5d=-7, «=12
e) a, =0,d=7,n= 35 f)a, =8,d=0, « = 50!

Okori arabfeladat. Hatarozzatok meg a 3, 7, 11, 15, ... szamtani
sorozat 20-ik tagjat és hisz tagjanak dsszegét!

Okori zsid6 feladat. Hat&rozzatok meg az elsd hatvan természetes
szam Osszegét!

A tanit6 azt a feladatot adta a gyerekeknek, hogy szamitsak ki 1-t6l
40-ig valamennyi természetes szdm 0sszegét; Ugy vélte, sokaig tart
majd, amig a tanulok ésszeadnak negyven szamot. Viszont az ifju
Karl Gauss, a késébbi hires német matematikus, egy perc alatt
kiszamitotta a feladatot. Hogyan sikeriilhetett ez neki? Probaljatok
meg sz6ban megoldani a feladatot!

Hatarozzatok meg az elsd szaz természetes szam 6sszegét!
Hatarozzatok meg az elsd szdz nem paros tennészetes szam 0sszegét!
A lengéscsillapito tiz acéllapbdl all (136. abra). A legfelst lap hossza
105 cm, mindegyik egymas utan kdévetkez6 9 cm-rel révidebb a
megeldzonél. Hatarozzatok meg az acéllapok hosszainak 6sszegét!

136. abra

Okorifeladat. A kutat 4s6 embereknek 30 ezlistdt igértek az elso
méter kivajasdért, minden kovetkez6 méterért pedig 20 eziisttel
tobbet, mint a megel6zd méterért. Hany ezlstot kapnak a kutasok
egy 12 méteres kit kivajasaért?

szint )

A szamtani sorozatban o5 = 0,1, d = 2. Hatarozzatok meg:



228

896.

897.

898.
899.

900.

901.

902.

903.

904.

905.

906.

907.

908.

4. fejezet
avav av ... szamtani sorozat. Hatarozzatok meg ai.-at, ha
a) a3= 3, a. =4; b)yas =9, a; = 13;
c)a]=8as- =6 d) f,=5a- a]= 12!

ava2 av ad... szdmtani sorozat. Hatarozzatok meg av d, a2v <3 at,
ha

a) a. = 10, u7= 19; b)as =5,2, as =6,8;

c) b= 8,2, aD=47, d)a=112 ab= 196!

Tagja-e a 253 a 15, 23, 31, ... szdmtani sorozatnak?
Tagja-e a 212 a kdvetkez6 szamtani sorozatoknak:
a) 3, 14, 25, 36,...; b) 275, 269, 263, 257,... ?

A -23, -14, -3, 1,3, 14, 23 szdmok kozll melyek tagjai annak a
szdmtani sorozatnak, amelynek «-edik tagja:

a)a(=5«-19; b) bn= 0,1« + 11; ¢) cn=91 —2nl
Hany negativ tagja van a kdvetkezd szamtani sorozatoknak:
a)-10,3,-8,6,... ; b)-37,5,-35,7,... ?

Hany pozitiv tagja van a kdvetkezd szamtani sorozatoknak:
a)25;23;2,1,...; b) 176; 151; 126;... ?

Hany negativ tagja van a kdvetkezd szamtani sorozatoknak:

a)-32, -30, -28,...; b)-8\,-8,-7\,...?

A 10, 16,22,... szdmtani sorozat hany tagja talalhaté a 110 és a 345
szamok kdzott?

Hatarozzatok meg annak a szdmtani sorozatnak az elso tagjat és a
differenciajat, amelynek «-edik tagja a kovetkezo képlettel van
megadva:

a) cn=5n- 3; b) an=2n + 10; ¢) an=-3 - 0,5«!
Szamtani sorozat-e az a sorozat, amelynek «-edik tagja:
a)an=3n+ 1; b) bn=5- 4«; cycn=2"+ 1?

Az ACB sz6g CA szaran a cstcstol egyenld hosszisagl szakaszokat
mértek fel. A szakaszok végpontjaib6l parhuzamos egyeneseket
hlztak (137. abra). Szamitsatok ki az AyBv A:B: és A 8 nszakasz
hosszat, ha A § {=2,5 cm!

av a,, av a4 .. szamtani sorozat, a c tetszdleges szam.
Bizonyitsatok be, hogy a cav ca,, cav ca4... sorozat szintén szamtani
sorozat!
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909.

910.

911

912.

913.

914.

915.

916.

917.

ar a2 a}, ... es X, X2 x3 ... szamtani sorozat. Bizonyitsatok be,
hogy azay+x,, @ +x2 a}+x3, ... sorozat szinten szamtani sorozat!
Az a2 b2 c¢. szamok nem egyenlok es szamtani sorozatot alkotnak.
Bizonyitsatok be, hogy szamtani sorozatot kepeznek az

1 1 1

b+c’ c+ta  a+b

Adva van egy szamtani sorozat, amelynek w-edik tagja an
Bizonyitsatok be, hogy: a) <, + a,3=a;; +ar;b) - a®B=a])- ab!
Feofan Prokopovicsfeladata. Egy embemek nagyon sok lova volt,
es mindegyiknek kiildnbbzo volt az ara. A legrosszabb 164 aranyba
keriilt, a legjobb 55-be, es a legrosszabbtol a legjobbig 3 arannyal
nott lovankent. Hany lova volt az embemek?

Hatarozzatok meg a szamtani sorozat elso n tagjanak osszeget, ha:
a)a{= 1 a5 3, n=40; b) ay=-3, a}=1, n=50;

c) ¥ =5, a - 6, n=100; d) ay=all a; =3, n= 100!
Hatarozzatok meg valamennyi 200-nal kisebb paros termeszetes
szam osszeget!

Hatarozzatok meg valamennyi 200-nal kisebb paratlan termeszetes
Szam 0sszeget!

Hatarozzatok meg az 1000-nel kisebb termeszetes szamok osszeget,
amelyek a kovetkezo szamokkal oszthatok: a) 3; b) 5; c) 12!
Hatarozzatok meg az alabbi intervallumokhoz tartozo valamennyi
egesz szam o0sszeget:

a) [-30; 70]; b) [-70; -30]; c) (-70; 70)!

szamok is!
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918.

919.

920.

921.

922.

923.

924.
925.

926.

927.

4. fejezet

A szamtani sorozat 10 tagl. A paratlan sorszamu tagok dsszege 10,
a paros tagoké 25. Hatarozzatok meg a sorozat hetedik tagjéat!

A szamtani sorozat tizenhannadik tagja 3-mal egyenlé. Hatarozzatok
meg elso 25 tagjanak az 6sszegét!

A szdmtani sorozat elso tizendt tagjanak az 6sszege 20-szal egyenld,
ennél az elsé 12 tagjanak az 6sszege 6-tal kevesebb. Hatarozzatok
meg az elsd 27 tag Gsszegét!

Hatarozzatok meg a sz&mtani sorozat elsé 20 tagjanak az 6sszegét,
ha «-edik tagjanak a képlete:

a)a =2 +5n; b) an=2n- 1, c) an=-3 + ni

Hatarozzatok meg a szamtani sorozat 6todik tagjat, ha elsé n tagjainak
0sszege a kovetkezo képletekkel hatarozhat6 meg:

a) Sn=n2- 6n\ b) Sn= 3n2- n; €) Sn=4n2- 2«!

A szdmtani sorozat negyedik és hatodik tagjanak dsszege 14-gyel
egyenld. Hatarozzatok meg a sorozat elsé kilenc tagjanak 6sszegét!

Frankerfeladata. Hanyat it az 6ra 12 6ra alatt, ha féléranként (it?

Egy szabadon eso test az els6 masodpercben 4,9 m-t tesz meg, és
minden kovetkezé mésodpercben 9,8 m-rel tdbbet. Szamitsatok ki:
a) a banya mélységét, ha a kd 8 masodperc alatt éri el az aljat;
b) hany masodpercig esne az anyacsavar 490 m magashol!

Egy 6tszdg belsd szdgeinek fokmértékei szamtani sorozatot alkotnak.
Bizonyitsatok be, hogy a szogek egyike 1080! Allitsatok Ossze
hasonlé feladatot haromszoggel és

hétszdggel kapcsolatban! B b C

A trapéz alapjaival parhuzamos
szakaszok a szarakat 8 egyenlo részre
osztjak. Hatarozzatok meg a
szakaszok hosszat és 6sszegtiket, ha
a trapéz alapjai és (138. abra)!

138. abra
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«=p» Ismétlo feladatok

928.

929.

930.

Egyszerusitsétek a torteket:

3v-9 a- -9 c2- 8c- 20
a) 2x2-5*-3; 2a2+la +3' O c2-1le +10!
Oldjatok meg az egyenldtlenségeket:
a) M- 8x<O0; b)*2+ 7.v<0;
€)j2-16<0; d) j@e—3 < 0!

Rajzoljatok at a fiizetetekbe a 139. dbran lathatd tablazatot! Téltsétek
ki a tablazat Ures kockait a, 6, c, k,

p, t, X, y, z betlikkel oly médon, 2 ° ’
. . k z a C X
hogy minden sorban, minden y
oszlopban és minden 3x3-as kis tee b
négyzetben a felsorolt betiik csak or z

egyszer forduljanak eld! a t ¢ z Xk
P a C t
b z X t y

Yy b p

139. abra Xy b t

MERTANI SOROZAT

Mértani sorozatnak nevezzik az olyan szamsorozatot,
melynek a masodik tagtdl kezdve rrsinden tagjat ugy
kapjuk meg, hogy a sorozat el6z6 tagjat megszorozzuk
a sorozatra jellemz6 allandé szammal. Ezt az allandd q
szamot az adott mértani sorozat hanyadosanak
(kvéciensének) nevezzik.

A mértani sorozat b]elso tagja és g hanyadosa barmilyen szam lehet,
kivéve a nullat.

Masként fogalmazva, a mértani sorozat olyan sorozat, amely a
kovetkezo rekurziv képlettel adhaté meg:

b]=b, bn+,=bnmg, ahol ne N, b* 0ésq* 0 adott szamok.

Mértani sorozatok példai:

3,6, 12, 24,48, 96,... {bx=3, q = 2);
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1,-3,9,-27, 81,-243,... =1q=-3);

7,7,7,7,7,7,7,7, .(0>=17,2 = 1).

M egjegyzés. Minden nulla kiildnbségll szdmtani sorozatot olyan
mértani sorozatnak tekinthetlink, melynek hanyadosa 1.
Ab]elso tagu és Thanyadosi mértani sorozatnak a kdvetkezok az elso
tagjai:
bx bxy, bx2* b\ b\ ...
A masodik tag b. = b &, a harmadik tag $3= bxr, az «-edik tag:
br=h.gn\

Ez a képlet a mértani sorozat «-edik tagjanak a képlete.

1. példa. Egy mértani sorozatban bx= 5, q = 2. Hatarozzatok
meg H0-et!

J Megoldéas. 6D= <7, D=5 +29=2 560.

Fe le let 2 560.

2. példa. A mértani sorozat elsd és hetedik tagja 81 és » . Hatarozzatok
meg a sorozat hanyadosat!
J Megoldés. Az «-edik tag képlete szerint a mértani sorozat:

Ha g~ = 4§¥ akkor g= 2 vagy q :~12—

Felelet %vagy- 3.

Vizsgaljuk meg a mértani sorozat tulajdonsagait.

1. tétel. A mértani sorozat minden tagjanak négyzete a
L+ J masodik tagtol kezdédden a két szomszédos tagjanak
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Bizonyitas. A meghatarozas szcrint br ] ik bpt1=bp -6

Vagyisb ,.'b . =h g+ zr=b2
A tétel forditottja is igaz. Bizonyitsatok be onalléan!

2. tétel. A mértani sorozat elsd n tagjanak osszegét abban az
esetben, ha q* 1, a kdvetkezd képlet fejezi ki:

c - *(<- "
“ G-t
Bizonyitéas.
Legyen +bxg +bx + ... + &I 2+ bxyn~x Megszorozzuk az
egyenl6ség mindkét oldalat a <hanyadossal:
% =bx+bx.+bxs:+ ... + bxgn~x+hbxyn

Tagonként kivonjuk az els6 egyenléségbol a masodikat, mialtal az
azonos tagok,bxy,bx.,b>xq}...,bxyrxkiesnek. Eredményként a kovetkezd
egyenloséget kapjuk:

S ~Sn=hxyn- bxvagy Snq- 1) =bxgn- 1),
ahonnan

s = -0
» qg—1

Ezzel a képlettel szamithatjuk ki a bxelso tagu és q * 1 hanyadosu
mértani sorozat elsd n tagjanak osszegét.

Ha q = 1, akkor ez a képlet nem alkalmazhaté (nullaval nem lehet
osztani). Mivel ebben az esethen a sorozat minden tagja egyenl6 bx ezért
S =nb,.

3. példa. Hatarozzatok meg a 2,6, 18, 54,... mértani sorozat els6 hlsz
tagjanak osszegét!

S Megoldéas. Ebben asorozatban b =2, q =3, ezért

$= g4 =30-1

Felelet 3D- 1
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A véges mértani sorozat tagjainak 0Osszege a koOvetkezo
. C e, p hng - bx
képlettel is kiszdmithat6: Sn= — "y~*

Bizonyitsatok be onalléan!

A A mértani sorozat elsd n tagjanak 6sszege az n néveke-
~ désével nagyon gyorsan nd. Megoldunk egy ezzel kapcsolatos
feladatot.

Osi indiai feladat. A maharadzsa nagyon szeretett sakkozni, ezért
megigérte a jaték feltaldléjanak, hogy busasan megjutalmazza. A
feltalalé azt kérte, hogy atabla els6 mezdjére egy blizaszemet tegyen,
a masodikra kettot, a harmadikra négyet, és minden kévetkezdre az
elozd kétszeresét. Az uralkod6é nagyon elcsodalkozott, hogy ilyen
keveset kér a talalmanyéaért. Az igéretét azonban nem tudta teljesiteni.
Vajon miért?

Megoldas.Asakktdblanak64mezojevan. Ezértazuralkoddnak
0sszesen 1+ 2 + 22+ 23+ 24+... + 2Mbulzaszemet kellett volna adnia
a feltalalonak.

Probaljatok meg kiszamitani ezt az 6sszeget. Most csak az utolso
O0sszeadandodt 25= 32,2D= 322= 1024 > 103vizsgaljuk meg kdzelebbrol:

264= 24 (2'°)6> 16 +(1036= 16 « 1018= 16 000 000 00O OO0 000 000.

Ha elfogadjuk, hogy 400 buzaszem todmege 1 kg, akkor 264

bluzaszem tdmege t6bb mint
16 » 10B: (4 » 103 = 4 - 105(kg) vagy 4 - 10121

Es ez csak az utols6 dsszeadando kozelitd értéke. Ekkora
mennyiségl terményt tobb sz4z év alatt sem tudnak megtermeini a
vilag orszagai egyittvéve.

A 2,4,8,16,32... mértani sorozat atermészetes szamok halmazan
meghatarozotty = 2Xfliiggvény értéksorozata.

Ellenorizzétek magatokat!

il. Fogalmazzatok meg, mi a mértani sorozat!
Pi 2. Mi a mértani sorozat hanyadosa?
.3. Hogyan fejezhetd ki a mértani sorozat «-edik tagja az elso tagja és
hényadosa altal?
4. Fogalmazzatok meg a mértani sorozat tulajdonsagat!
>5. Mivel egyenl6 a mértani sorozat elsd n tagjainak dsszege?
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y/ Oldjuk meg egyutt!

1. A mértani sorozatban b. = 2, b, = -54. Hatarozzatok meg a
kovetkezoket: b]ésq\

J Mego 1d &s. Az «-edik tag képlete szerinthb. =b -g: ésb. =b" <6
Behelyettesitjik az egyenléségekbe a b. = 2, b. = -54  értékeket és

2 =br g\
megoldjuk a kbvetkez6 rendszert: 1 54 *

Tagonként elosztjuk a masodik egyenletet az elsével:
b e0? ; B} . .
A 3. A kOvetkezoket kapjuk: q3=-27 és 4 =-3.
A rendszer elsd egyenletébdl meghatarozzuk b{-ct:
2 =V (-3)3 z=2:(-27)=-".
Felelet —2-, =-3.

2. Hatarozzatok meg a mértani sorozat elsd &t tagjanak 6sszegét,

amelyben b}=8, q= !

J Megoldés. £lsc> mbdszer. A mértani sorozat elsé « tagjainak
0sszege a kdvetkezo képlettel szamithato ki:

S = q—_[—l Ha n = 5. .akkor

n

Masodik modszer. Kiirjuk az adott sorozat 5 tagjat: 8, 4, 2, 1,
Az dsszeguiket egyszerll 6sszeadassal kapjuk meg: 15\ .

Felelet.Ss= 15;.
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931.

932.

933.

934.

$935.

936.

937.

" 938.
939.

4. fejezet

Oldjatok meg szdéban!

Jel6ljétek meg a mértani sorozat harom kdvetkezo tagjat:
a) 3,6 12,..; b) 16,8,4,...;
c)-1,-2,-4,...; d)-2,4,-8,... !
Mértaniak-e a kdvetkezd sorozatok:

a) 1,0,1,0,01,0,001,0,0001;

b) 12" 4i’ 8U’ 16i’ 33 .

Ha igen, akkor jel6ljétek meg a hanyadosaikat!
Mértaniak-e a kdvetkezd sorozatok:

a) 21 41 618’--- 1 b) 1,'3, 9, 27,'81,...
. il 10 1
¢)3 6 12 14,.; T

Mértani-e a 7", 7" +I, 77" 2 7”+3sorozat, ahoi n tetszdleges
természetes szam? Es a 7", -7" +l, 7742 -7 "+3sorozat?

szint

irjatok fel annak a mértani sorozatnak az els6 hét tagjat, amelyben:
a)b, = 1<?=3; b) jb.=10,431;
€)6,=-5,q=2; d)6,=1 g=-2!

Irjatok fel annak a mértani sorozatnak az elso 6t tagjat, amelyben:
a) bx=18,q=-1; b)6,=5q=2
c)6,=-8,q=¥%, d)6,= ~<7 =3
Hatarozzatok meg az alabbi mértani sorozatok hanyadosat és

otodik tagjat:

a)-1, 3,...; b)0,1,0,01,...;

c) 625, 125,... ; d)4,-2,..!

A mértani sorozatban 6, = -3,q =2. Hatarozzatok meg: b4 bv b\
Hatarozzatok meg annak a mértani sorozatnak az elso tagjat, amelyben:
a) =384, q=2 b)bs =31,25, 7=-2,5!
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P 940. by b, 6 b, ... mértani sorozat. Hatarozzatok meg b :-1,

ha:
a) bl=\,b. =6; b) 6, = 25, b, =-50;
€);>3= 1, $4=10,5; d) b. =2, b, = 4!

941. Hatarozzatok meg a mértani sorozat hetedik tagjat, ha:
a) Z8= 3, bA=6; b) 28=-1,5, bs = -6;
c) b =80, b =-160; d) be = 18, bA= 72!

942. irjatok fel a mértani sorozatok w-edik tagjanak képletét:
a) 2,6,18,... ; b)s,-5,1,... ;
c)172,2,...; d) 64,-32, 16,... !

943. Hatéarozzatok meg azon mértani sorozat w-edik tagjanak sorszamat,
amelyben:
a) bx=4,q =3, 6, = 324, b) 6,=-8,q=2, =-256!

944. Az szakasz az ABC haromszbg kbzépvonala. Az A2XC, az

haromszbgé, az " 33 szakasz pedig az AB C haromszdgé
és igy tovabb (140. abra). lgaz-e az allitas, hogy az AC ,A{CI,A*C2
A;C3 ... szakaszok hosszaikkal mértani sorozatot alkotnak?

B
tagjainak az 6sszegét, ha:
a)bi=-3,0 =3,n =6; b) bx=2,5,9=0,4, n=4;
c)b =4,q=-.,n= 10, d)6,= ";A=—-3,«= 6l

946. Hatarozzatok meg a mértani sorozat elso n tagjainak 6sszegét, ha:
> =14=2n=9; b)6,=1L4= b 10’

c)bi=S\,q= -,n=8§ d)@=-2,9=.,n= 12!
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2 947.

948.

949.

2 950.

951.

952.

953.

4. fejezet

Hatérozzatok meg a mértani sorozatok elsd hat tagjanak 6sszegét:'

a)-2, 10,...; b) 5, 10,... ; c) 32, -16,
d)33,3333 ...; e) 5, 10, 20, 40, 80, ... !

Hatarozzatok meg a mértani sorozatok elsd tizendt tagjanak dsszegét:
a) 1,2, 4, 8,.. b) 1024,512, 256,...;
c)1,-2,4,-8 d) 1024, -512,256,... !

Okori feladat. Egy okos szegény ember kétheti szallast kért egy
fosvény Umal a kovetkezd feltétel mellett: ,,Az elsd napért 1dinart,
a masodikért 2 dinart, a harmadikért 3 dinart stb. fizetek neked,
1 dinarral nbvelve a napi szallasdij 6sszegét. Te nekem kdnyor-
adomanykeént az els6 napon 1lgarast, a masodikon 2 garast, a harma-
dikon 4 garast sth. biztositasz, naponta duplazva az alamizsna
0sszegét.” A fukar ar 6rdmmel ment bele az alkuba, azt gondolva,
hogy jo Uzletet két. Mennyi pénzt kapott a gazdag ir? Tekintsik a
garast a dinar valtdpénzének; 1dinar = 100 garas.

Eulerfeladata. A lovat aruba bocsaté gazda a I6kupecnek azt az
ajanlatot tette, hogy csak azokért a sz6gekeért fizessen, amelyekkel a
patk6k vannak az allat pataihoz régzitve. Igy az elsd szégért 1garast,
a masodikért 2 garast, a harmadikért 4 garast stb. kért, azaz minden
kdvetkezbért kétszer annyit, mint az eléz6ért. Mennyiért adta el a
gazda a lovat, ha a négy patkdban 32 szbg volt?

szint
A bv b2 bs ... mértani sorozat. Hatarozzatok meg 6,-et és g-1, ha:

a) b} =625, by= 81, b) bs = 3, bje =-27 \3;

Irjatok fel a mértani sorozatok w-edik tagjanak képletét:
a) 3, -6, b)-0,1,-1,.

c) 12, 8, d 4,..!
Az alabbi mértani sorozatok tagja-e a 384-es szam:

a)3,6,...;
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954.

955.

956.

957.

958.

2959.

960.

961.

962.

" 963.

964.

965.

A -27, -9, 18, 20, 27 szamok kozul melyik tagja annak a mertani
sorozatnak, amelynek w-edik tagja:

a) ,= 5-2*; b)*=(-3r>;

c)y.—36-(4j; =

Hatarozzatok meg annak a mertani sorozatnak az elso tagjat es
hanyadosat, amelyben:
a)b x+bi = 10, 6, + b, = 30; b) bs-b x=15b.- =6!
Mertani-e a cn= (-3)"+2 keplettel megadott sorozat? Ha igen, akkor
hatarozzatok meg az elso tagjat es hanyadosat!
Bizonyitsatok be, hogy mertani az adott (xr) sorozat:
a)XN=3 77 b) xn=15 ¢ 2*H; )™ =0,4'+1
Bizonyitsatok be, hogyha a, b, ¢ mertani sorozat, akkor:

(a: +b2c =(b. +c.)a\
Adott a br bv by bA ... mertani sorozat. Bizonyitsatok be, hogy
mertaniak a kovetkezo sorozatok:
a) bfi2 b.b3 bib4...;
b) bx+bv b.+bv b.+b4...;
c) bl-b2 b.-bv bs-b4 .. !
A mertani sorozat dtodik tagja 1 Mennyivel egyenlo az elso kilenc
tagjanak szorzata?
A mertani sorozat hatodik tagja -2. Mennyivel egyenlo az elso
tizenegy tagjanak szorzata?
Hatarozzatok meg a mertani sorozatot alkoto harom szamot, ha
ismeretes, hogy az osszegtik 21, a szorzatuk pedig 216!
Az 1,2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 mertani sorozat szamait ugy
helyezzetek el egy negyzet kilenc kockajaba, hogy a szorzatuk
minden egyes sorban es oszlopban, valamint mindegyik atloban
egymassal egyenlo legyen!
A legritkito szivattyu minden egyes iiteme 5%-kal csokkentette az
edenyben levo levego mennyiseget. Szamitsatok ki az edenyben
uralkodo legnyomast a szivattyu tiz iiteme utan, ha az eredetileg
760 Hgmm volt!
Kepezhetnek-e mertani sorozatot a derekszogii haromszog
oldalhosszai?
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966.

967.

$ 968.

969*.

$970.

971.

4. fejezet

141. &bra

A hegyesszdghe n szamu, egymast érintd kérvonal van irva
(141. 4bra). Bizonyitsatok be, hogy a korsugarak hosszisagai mértani
sorozatot képeznek! Mitol fligg ennek a hanyadosa?

irjatok fel a kdvetkezo tulajdonsagokkal rendelkez6 sorozat néhany
elsé tagjat: b =\,bn=3bu ! Hatarozzatok meg w-edik tagjanak a
képletét! Szamitsatok ki b -ot és SDet!

A 40\ és5 * szamok kozé helyezzetek négy olyan szdmot, amelyek

az adott szamokkal egyutt mértani sorozatot képeznek! Hatarozza-
tok meg kétféle modszerrel az dsszegiiket!

Hatérozzatok meg a mértani sorozat tagjainak a szamat, amelyben:
ayb. =3, b=96, 5 =189;

b) b]=1 b =-512, 5 =-341;

3 ' 5,=203;

d)g=S§, bn=1873, S =26,6+24!

Hatarozzatok meg azt a négy szamot, amelyek kéziil az els6 harom
mértani sorozat egymast kovetd tagja, az utolsé harom pedig szamtani
sorozat tagja, ha a szélsé szamok dsszege 21, a kdzépsé szamoké
pedig 18!

Keressetek olyan x, y, z, t szamokat, hogy az x, y, -2, 1z -8,
t sorozat mértani legyen!
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972.

973.
974.

$975.

976.

«<=p

977.

978.

Az aldbbi mértani sorozatok hanyadik sorszdmu tagjatol kezdddoen:
a) 729, 243, ... lesz mindegyik tag kisebb 0,01-nél;

b) I, ~=,... lesz mindegyik tag 5-nél nagyobb?

Vezessétek le a mértani sorozat elso n tagja szorzatanak képletét!

Az eset tobb mint szaz éve tortént. Egy juhasz 20 birkat adott el
200 ezlstért. Amikor az egyik vevo sokaig alkudozott az aron, a
pasztor a kovetkezd javaslattal allt elo: ,,Adj az elsd baranyért
1 garast, a masodikért 2 garast, a harmadikeért 4 garast és minden
kdvetkezoért kétszer annyit, mint az el6z6ért!” A véasérld elfogadta
az ajanlatot. Mennyit fizetett a 200 birkaért? (Tekintsiik Ugy, hogy
lezist = 100 garas.)

Az emberi szervezetbe bekeriilt baktérium 20 percenként osztddik,
és mindegyik Gjonnan keletkezett baktérium is 20 percenként
kettéosztodik. Hany baktérium lesz egy nap alatt a szervezetben?

Képzeljik el, hogy idoszamitasunk kezdetén M no Kkét
lednygyermeket szilt, akik 30 éves korukig szintén két-két lanyt
sziiltek és igy tovabb. Lehetséges-e ez? Ha igen, akkor hany
leszarmazottja élne M-nek napjainkban?

Ismétlo gyakorlatok

Hatarozzatok meg azy =x. fuggvény értelmezési tartomanyat:
a) (0; 3); b) (-5; -3); c) [-2; 3); d) [-4; 4)!
A 142. abran gyufabdl kirakott alakzatok lathatok.
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Képzeljétek el, hogy az alakzatok sora folytatodik. Hany gyufara
lenne sziikség az F- alakzat kirakasahoz?

979. Egy fémdarab tomege 440 g, a méasiké 429 g. Hatarozzatok meg a
fémdarabok mindegyikének siirliségét, ha az elso siirlisége 1g/cm3
rel nagyobb, a térfogata pedig 5 cm3rel kisebb, mint a masiké!

980. Oldjatok meg grafikusan az egyenletrendszert:

§ . OSSZEGSZAMITASI FELADATOK

Eddig nem foglalkoztunk végtelen szdmud dsszeadand6baol allé
sorozatok 6sszegeivel, pedig néha erre is sziikség lehet. Hatarozzuk meg
példaul az 1, ’2‘ 4", o g5 vegtelen mértani sorozat dsszegét!

Legyen a 143. abran lathaté négyzet teriilete 1, a b2 bv bA ...

téglalapok teriiletei pedig megfeleloen ~  ~ |, Haatéglalapok szdmat

a végtelenségig ndveljik, akkor teriiletlik dsszege egyre jobban megkozeliti
a 2-t. Ezért gy tekintjik, hogy

Altalanositsuk a példat. Adva van a bv
bg, bMg2 b ™, ... végtelen mértani
sqrozat, meilynek hanyadosa \g\ < 1 Az ismert 143. 4bra
képlet alapjan

b\ 0] @))
\-qg ~ 1-q°
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Ebben az esetben a jﬂj allando szam, az n pedig valtozé. Ha \g\< 1,

akkor az n korlatlan névekedesekor a gnhatvany 0-hoz tart (ezt igy jel6ljuk:

h .
ha n — oo, akkor gn—»0). Ekkor a 9" tort erteke is 0-hoz tart.

Vagyis ha n —  akkor S i I“‘ mEzert megegyezhetiink abban,

Q

hogy azon vegtelen mertani sorozat 6sszegenek, melynek elso tagja bv
hanyadosa pedig \o\ < 1, a 1”—‘q szamot tekintjlk.

Maskent fogalmazva, ha \d < les bx+hbxq +b*g2+ ... =S, akkor
b
\-q

4 .
e Mmertani sorozat

1. pelda. Hatarozzatok meg a 4, - 14, é
0sszeget!

S Megoldas. Ittbx=4, q=- *, ezert a keresett §sszeg:

4
5= 1+1] =3.
3
Felelet S=3
AzS = keplettel a vegtelen szakaszos tizedes tortek kdzdnseges

tortek alakjaban irhatok le.

2. pelda. Irjatok fel kozonseges tortek alakjaban a vegtelen szakaszos
tizedes torteket:

a) 0.,2); b) 1,(6); ¢) 0,(23)!
S Megoldas.
a) 0,(2)=0,2222..= " + 160 broes b 19,; S"



Felelet a) §; .b) 1 jo 88.

A végtelen szakaszos tizedes tort, amelynek egész része nullaval
egyenld, a szakasza pedig kdzvetlenil a tizedesvesszd utan kovetkezik,
olyan kozonséges torttel egyenld, amelynek a szamlaldja a szakaszban
lévd szdm, s a nevezOjében annyi kilences talalhato, ahany szamjegy a
szakaszban van.

Gondolkodjatok el azon, hogyan irhaté fel kézonséges tort alakjaban
példaul az 1,5(6) szam.

Eddig a legegyszeriibb szdmtani és mértani sorozatok désszegét
hataroztuk meg. Azonban gyakran van sziikség mas sorozatok dsszegeinek
kiszdmitéasara is. Megvizsgalunk néhany példat.

3. példa. Hatarozzatok meg az aldbbi sorozat elsd szaz tagjanak S
0sszegét:

1 1 1 1 ,
1-27 2-37 3-4 7 eeen n(n + [) »*e *

"Megoldas. Az adott sorozat minden tagja megadhat6 kiilénbség
alakjaban:
L _i_l 1 i i =i

_ i L -
1-2 1 2’ 2-3 2 ZFEEEEW(»+ 0 n n+1»7**

Vagyis
c= -1—i—+—f i F + —i— =
1-2 2-3 31— 100 101
+ 1 A ]
3 100 101
J = 100

1 100 101
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4, példa. Hatarozzatok meg az elso n természetes szamok négyzeteinek
0sszegét!
y Megoldas. A ,kéttag kdbének” képlete alapjan
(a + 1)3=a3+ 3a2+ 3a + 1, ahonnan 3a2=(a + 1)3- a3- 3a- 1
Az a véltozoval folytonosan 1, 2, 3, n értékeket kdzolve n szamu igaz
szdmegyenloséget kapunk:
312=23- 13- 31- 1,
322=33- 23- 3+2- 1,
332=43- 33- 33- 1
3. 42=53- 43- 3+4- |,

3 en2=(n+ 13- h3- 3en- 1
Az egyenloségeket tagonként dsszeadva (a233343 . . «3kdlcsdndsen
megsemmisitik egymast) a kdvetkez6 azonossagokat kapjuk:

3*(12+ 22+ 32+ ... + W) =
=(w+ 1)3-31+2+3+ -1

ahonnan
3e(12+ 22+ 32+ ... +«d =

=(n+D3-\ne(n+ - («+D=| «{n+1(2n+ 1.
Vagyis
12+ 22+ 32+ ... +W2= " o (»+1)(2/i+1).

Felelet. I «(«+!) (2n+ 1).

Figyelijétek meg az a4+ alb + ab2 + ab3 + b4 kifejezést!

Ez az* els6 tagu és ¢ hanyadosU mértani sorozat elsé tagjal-

nak dsszege. A mértani sorozat tagjai osszegének képlete szerint

ad+ ab + adb2 + ab3 + bd=
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Vagyis a5- b5= (a- b){ a4+ arb +a%2+ ab3+ b4).
Ugyanigy bizonyithatok a kdvetkez6 azonossagok:

06- b6=(a- b)( a5+ ad +adb2+ ab3+ abd+ bH.

al- bl=(a- b)( a6+ ah +adb2+adh3+add+ +bb.

Altalanositva:

a"- b'=(- b)(an~' +a"-2 + ... + abn2+6"-).
A ,négyzetek kulénbsége” és a ,kobok kulénbsége” ennek az

altalanos képletnek a speciélis esetei.

Ellenorizzétek magatokat!

g*. Hogyan hatarozhato meg a termeszetes szamok elsé n tagjanak
0sszege?

A2 . Mennyivel egyenld a-100 és 100 kdzotti valamennyi egész szam
0sszege?
Létezik-e azon végtelen mértani sorozat tagjainak az 6sszege,
amelynek a hanyadosa nagyobb 1-nél?

>4 Mennyivel egyenl avégtelen mértani sorozat tagjainak az 6sszege,
ha hanyadosanak abszolut értéke kisebb 1-nél (\q\ < 1) ?

J 5. Mennyivel egyenlo a végtelen szdmu dsszeadandok dsszege:

442+ 1+y+y+ M+ .2

Oldjuk meg egyutt!

1 Hatarozzatok meg a3+ + ~ + ~ + A~ + .| sorozat 6sszegét,
amelynek az osszeadanddi mértani sorozat tagjai!

J Megoldas. A sorozat elsd tagja a 3-as szam, a hanyadosa
pedig vy, ezért a keresett 0sszeg S = 2y = y*y =45,

1 3
Felelet 4,5.

2. EgyszerUsitsétek a kifejezést:

3-37 711 11315+"'+(4/7-1X4/7+3)‘



i+ L+J L+ + J 11
7 7711 1T 15 Bn D (@«+3)]

J (1 1 ) J An+3-3 »

4 (3 @i+3)1 4 3+An+3)  3e(dc+3)

Felelet: 3m4/i+3)*

v Oldjatok meg széban!

981.

982.

983.

984.

985.

Hatarozzatok meg a sorozat tagjainak dsszegét:
-5,-4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3,4,5,6!

Hatérozzatok meg azon szamtani sorozat szaz tagjanak 0sszegét,

amelyben:

a, =3 i=0

Mennyivel egyenlok az 6sszegek:

a)l-2+3-4 +5-6 +7-8 +9-10;

b) &- 8jc+2a- 4x +48f- 2x + 8a -x |

szZnt )

Hatarozzatok meg a végtelen mértani sorozatok 6sszegét:
81589 G507 e ML L
m9 3 Is ¥y hsueg d)-8)4_25 5 g5k

Hatarozzatok meg azokat az dsszeget, amelyeknek az 6sszeadandoi
az aladbbi mértani sorozatok egymas utan kovetkezo tagjai:

u~ 2,2 2
a1+ 3+ 09+ 27+7"; b)2“ 5+ 25 “ 125+ - ;






993.

994.

995.

$996.

997.

998.

~ 999,

1000.

$>1001.

1002.

szint

Hatarozzatok meg a végtelen mértani sorozat 6sszegét:

a)l, JJ, b) 5, J5, 1,...;

c) 1,7%- 3, (e 32 .. ; d)JTTF, 2» [

Az r sugari korbe szabalyos haromszog van irva, a haromszdgbe
egy masik kort irtak, amelybe ugyancsak egy hdromszog van beirva.
Hatarozzatok meg mindegyik haromszog keriileteinek 6sszegét és
mindegyik kdérvonal hosszanak 6sszegét!

Adjatok meg kdzonséges tortek alakjaban a végtelen szakaszos
tizedes torteket:

a) 10,(4); b) 3,0(6); c) 0,(24); d) 1,4(7)!
irjatok fel kdzdnséges tortek alakjiban a kdvetkezd szadmokat:
a) 3,(5); b) 21,(21); c) 1,1(6); d) 10,00(52)!

Ismeretes, hogy \a\< 1, || < 1 EgyszerUsitsétek a végtelen 6sszegeket:
a) 1+a+a2+a3+..;
b) 1-X +X2-X3+ ... !

Hatarozzatok meg a végtelen szamul 6sszeadanddk 6sszegét:
(8+4V2) + (4+2>/2) + (2+ I+ ...,

amelyek mindegyike kétszer kisebb az el6z6nél!
irjatok fel egy olyan végtelenul fogyé mértani sorozatot, amelynek
elsd tagja 3, tagjainak dsszege pedig 4!
A végtelenil fogyd mértani sorozat elsd tagja 8-cal nagyobb, mint a
masodik, az 6sszege pedig 18-cal egyenl6. Hatarozzatok meg a
sorozat negyedik tagjat!
A végtelenul fogyd mértani sorozat tagjainak 6sszege 1,5, mig
négyzeteik dsszege 1,125. Hatarozzatok meg a sorozat els6 tagjat és
hanyadosat (kvociensét)!

Hatarozzatok meg az elsd szaz 6sszeadandd 6sszegét:
a) 1-2 +3-4+5-6+..+«(-1)"+1+ ..
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1003. Hatarozzatok meg a sorozat els6 negyven tagjanak 6sszegét:

\AL AL AL AL 4

a’ 1027 2437 34 457" n(n+1) 7 o>’

i\ J J J A
1-4» 4-7* 7 107 10 13" * (Br- 2X3«+ 1) " wee o

1004. Bizonyitsatok be az azonossagot:
1+2+3+ ..+ («- D+ «+(/?2- D)+ ... +3+2+1=nA

Magyarazzatok meg a mértani tartalmat a 145. &bra alapjan!
1005. Bizonyitsatok be az azonossagot:

Be(l+2+3+4+ ..+« + 1=2«+ )2
Magyarazzatok meg a mértani tartalmat a 146. abra alapjan!

146. &bra

Oldjatok meg az egyenleteket, amelyeknek a bal oldala mértani sorozat
tagjainak az 6sszege (1006-1007)!

2 1006. "+*+x2+ ... +x4+ ... =] ,ha]¥ <1

1007. 1+ 2jc+x2- x3+jdk- x5+ ... = ,hafqY<1

Bizonyitsatok be az azonossagokat (1008-1010)!

1008. (1 +2+3+ ... +1i)2=13+23+ 33+ ...+ n2

1009. 4(13+ 23+ 33+ .. +n3 =n\n + 1)2

1010. 3(1 2 +2*3 + 3,4+ ..+ n(n+ 1) = «(« + 1)(« + 2).
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OLDJATOK MEG ONALLOAN A FELADATOKAT!

20.

20.

20.

20.

l.valtozat

Hatarozzatok meg a 3, 7, 11, 15,... szamtani sorozat «-edik és
50-edik tagjat, valamint elsd 50 tagjanak az 6sszegét!
Hatarozzatok meg a 2, -6, 18, -54, ... mértani sorozat «-edik
tagjat és elso hét tagjanak az 6sszegét!

Hatarozzatok meg annak a névekvé mértani sorozatnak a
hanyadosat, melynek elsd, masodik és negyedik tagja szamtani
sorozatot képez!

Il.Vallozat

Hatarozzatok meg a 2, 7, 12, 17, ... szamtani sorozat «-edik és
40-edik tagjat, valamint els6 40 tagjanak az 6sszegét!
Hatarozzatok meg a 2, -4, 8,-16, ... mértani sorozat «-edik
tagjat és elso tiz tagjanak az dsszegét!

Hatarozzatok meg annak a ndvekvd mértani sorozatnak a
héanyadosat, melynek masodik, harmadik és 6tédik tagja
szamtani sorozatot képez!

I1l.valtozat

. Hatarozzatok meg az 5,9, 13, 17,... szamtani sorozat «-edik és

50-edik tagjat, valamint elsd 50 tagjanak az ésszegét!
Hatarozzatok meg a 3, -6, 12, -24, ... mértani sorozat «-edik
tagjat és elso tiz tagjanak az dsszegét!

Hatarozzatok meg annak a névekvd mértani sorozatnak a
hanyadosat, melynek harmadik, negyedik és hatodik tagja
szdmtani sorozatot képez!

iV.Vallozat

. Hatarozzatok meg a4, 7, 10, 13,... szamtani sorozat «-edik és

60-adik tagjat, valamint elsd 60 tagjanak az dsszegét!
Hatarozzatok meg a 3, -9, 27,-81, ... mértani sorozat «-edik
tagjat és elso nyolc tagjanak az 6sszegét!

Hatarozzatok meg annak a ndvekvd mértani sorozatnak a
hanyadosat, melynek negyedik, 6todik és hetedik tagja szdmtani
sorozatot képez!
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g>4 a FEJEZET TARTALMANAK OSSZEFOGLALASA

A szAmsorozat az sszes vagy az elsd n termeszetes szamok
halmazan megadott fiiggveny.

Szamtani sorozatnak nevezziik mindazokat a sorozatokat,
amelyekben (a masodiktdl kezdve) barmelyik tag es az azt megel6z6'
tag kulonbsege allandd. Ezt az alland6 kuldnbseget differencianak
(kulénbsegnek) nevezziik es ¢/betlvel jeldljuk.

A szamtani sorozat egymas utan kovetkezo elso tagjait av a2 av

..,an ... betiikkel jel6lik. A sorozat «-edik tagja: an=a]+(n- 1)d.

A szdmtani sorozat elso ti tagjainak dsszege:
S =°| n.

Mertani sorozatnak nevezzik mindazokat a sorozatokat,
amelyekben (a masodiktol kezdve) barmelyik tag es az azt megel6z6
tag hényadosa allandd. Ezt az allandd hanyadost (kviciensnek)
hanyadosnak nevezziik es g betlvel jel6ljik. Ligy tekintik, hogy

~0,gn 0.

Ha b}t b2 by, ... , bn ... a mertani sorozat elsd tagjai, akkor
«-edik tagja: bn= b n~x

A mertani sorozat elso n tagjainak 6sszege:

Ha g - lyakkor Sp=nbq
Ha a vegtelen mertani sorozat hanyadosa kisebb 1-nel, akkor
0sszes tagjanak 0sszege a kovetkezd keplettel hatarozhaté meg:

5 = \ - q .
Ezzel a keplettel irhatok le kozonseges tortek alakjaban a vegtelen
szakaszos tizedes tortek:

0,(5)= 0555 —* £ +i§> +—* i-r[i o,
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wniwin 35 MY "I
MATEMATIKATORTENET

Az egyiptomi Rhind-papiruszon (i. e. Il. évezred) a kdvetkezd
feladat olvashaté: ,,Ossz szét 10 véka arpat tiz ember kozott Ugy,

hogy mindenki é-dal tobbet kapjon, mint a mellette 1évo!”

¥

ARz a a+ & a +2(; , a+ § szamtani sorozat tiz tagjanak
meghatarozasardél van szo6, amelyek 6sszege 10-zel egyenld.
Az o6kori babildniaiak a tobbi kdzott ki tudtak szdmolni az
1+ 2+ 22+ 23+ ... + 29mértani sorozat tagjainak 6sszegét.
Az 6kori Gordgorszag matematikusai mar az i. e. V. szdzadban
tudtak, hogy
1+2 +3+ ... +«= "n(n + 1),
2+4+6+ ... +2«=n{n+ 1),
1+3+5+ .. +(2«+ D) =«2
Eukleidész Elemek cimi mivében le van irva a szabaly, amely
alapjan kiszamithat6 a mértani sorozat tagjainak dsszege.
Archimédesz levezette, miként szdmithaté ki az elsd n természe-
tes szam négyzeteinek dsszege. A tudos meg tudta hatarozni a végte-
lenul fogy6 mértani sorozat tagjainak 6sszegét is.
Az elsd n természetes szamok kdbei 6sszegének kiszamitasat
lehetové tévo
I13+23+33+ ... +«3=(1+2+3+ ... +n)2
Osszefuiggést Abu-Bekri bagdadi matematikus fedezte fel a
Xl. szazadban.
Sok szdmsor n tagjai 6sszegének kiszamitasara dolgozott ki az
itt kovetkez6hdz hasonld

1-2-3 42-3-4+43-4-5+ .. +«(«+ )+ 2),
1+3 +6+ 10+ ... + $n(n+ 1),

1 4L+ o,

13 35 57 @n- Den+l)
eredeti mddszert V. J. Bunyakovszkij ukran matematikus
(lasd 65. old.).
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m5,

4.fejeze

FELKESZULES A TEMAISMERETI ERTEKELESRE

4. sz. tesztfeladat

Hatarozzatok meg a szamtani sorozat hetedik tagjat, ha

°6 + a8= 20:

a) b5; b) 20; c) 10; d) 15!
Szamitsatok ki a mértani sorozat els6 tagjat, ha

"3=4, b =2-.

a) 2; b) 4; c) 8 d) 16!

Hatarozzatok meg annak a sorozatnak az 6todik tagjat, amely a
kovetkezo képlettel van megadva:

Gi=2. a,.,=3"a,
a) 162; b) 54; c) 18; d) 93!
Hatarozzatok meg a végtelenil fogyd mértani sorozat dsszegeét:

i 2 2 2
Y -3 9ndr

a) f; b) 1i; c)-§; d) u
Hatarozzatok meg az 6sszes kétjegyl paros szam 0sszegét:

a) 2408; b) 2450; c) 2440; d)2430!
Hatarozzatok meg a b3- b4 -b5mértani sorozat tagjainak szorzatat,
ha b, =2:

a) 4 b) 14; ) g d) 60!

irjatok fel a 2, 6, ... szamtani sorozat /7-edik tagjanak képletét:
a)an=n2+n; b)yan=4n-2; c)an=4n+2; d)a =n-n2A
Hatarozzatok meg a mértani sorozat elsd hat tagjanak 6sszegét, ha:
b, =3,q=2

a) 197; b) 90; c) 189; d) 93!

Milyen két szamot kell elhelyezni a 2 és a 31,25 szamok k6zé, hogy
egyutt mértani sorozatot képezzenek:

a) 1és7; b) 3 és 4,5; c) 2,5 6és § d) 3,5 és 4?

10. Milyen sorszamu a 3, 6, ... mértani sorozatban a 384 szam:

a T, b) 9; C) §; d) 10?
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n mmmmmHH

T U I
»,p usfeladatok a 4. sz. dolgozathoz

lo. A szadmtani sorozatban ax= 4, a2= 14.
I Hatarozzatok meg: a) d\ b) a5 c) S0

20. A mértani sorozatban bx= 16,b2=8.
Hatarozzatok meg: a) g\ b) &6 c)™!

3* Hatarozzatok meg a szamtani sorozat nyolcadik tagjat, ha
a2+ ait=20\

4°, Hatarozzatok meg a végtelen mértani sorozat 6sszegét:
16, -4, 1, -i,...!

5. Fejezzétek ki kdzdnséges tort alakjaban:
a°) 0,(2); b*) 0,(25); 0 0,3(8)!

6*. Hatarozzatok meg a mértani sorozat n tagjainak szamat, amelyben
b=\,b =768, 5 = 1534,5!

7\ A-3,6;-3,3; -3,... szdmtani sorozat melyik sorszamu helyétol
pozitivak a tagok?

8* Hatarozzatok meg az ¢sszes olyan természetes szam 0sszegét,
amelyek kisebbek 100-nal és oszthatok 6-tal!

9* A kertben az egyik gyerek egy 6szibarackot szakitott le a farol, a
maésik kettdt, s minden kovetkez6 gyerek egy-egy 6szibarackkal
tobbet. Azutan a gyerekek a leszakitott barackokat egymas kdzott
egyenlden elosztottdk, aminek eredményeként mindegyikiknek
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ISMETLO FELADATOK ES GYAKORLATOK

EGYENLOTLENSEGEK

Oldjatok meg az egyenlétlenségeket, megoldasaik halmazat abrazoljatok
a koordinata-egyenesen (1011-1015)!

1011. a) 5x < 15; b)0,6x>3; C) -4jc< 1;
d) 7* + 1< 15 e) - 5< 13 f)7-4x>15.
1012. a) 3x- 5<x+7; * b)x + 15> 5x + 3;

c) 0,3y + 1>3- 0,2y, d)1,5z- 2<z +8.
1013. a) 2jt- |(at1) > 4; b) 5<3x- -f(*-1);
3 72-16 4z+5
c),+ 2t3:_|'| < 1143 d) z z < 11

1014. a) 5¢(x- 1)- 2¢(3x- 2) > 3*- 4 «(2x- 7);
b)4 ¢(3- 2y)-3 ¢(4y+5)<5y+3e(y- 4).

1015. a) 0,5- 1,2+(3-x) <4,5 ¢(2- 4x) - 5%
b) 1,2z- 0,6 «(5- 3z) >2,3 «(2- 52) - 4z

1016. A valtozé mely értékei mellett van értelme a kifejezéseknek:
a) J5x-1; b) >I\-2x ; e) N+ J3x~\7?

1017. Hatarozzatok meg a flggvények értelmezési tartomanyait:

ay =J-2x ; b)y = V3-7x; c)y = JIx2+3;
d)y= yl-x2- 1; e)y = N + VX; 0r= " - VPx!
Oldjatok meg az egyenlotlenség-rendszereket (1018-1021)!
[5x + 1> 6x —18, [7y +3>8y-17,
1018*a) [3x- 7 < 5x-13: b) 3y-2<6y-12.
]4x +5<9x- 5, 5+3z2<9z- 4
1019 a) |8x- 7 > 5x+4; b) 8z-6>7z+3
[3(2jc—1) + 2,5x < 4, 1,5(2x - 3)+2,1x <2,

1020. a) {05(jc- 3) -4,5<x; D) 3x- 2,5(4-0,5x)>0.
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1021.

1022.

[|+2x>2'|‘4fl, 2-"4>3jct 13,
) 7+2x >3x-1; b) sjc_8< 2£x1
Oldjatok meg a kettds egyenldtlenségeket:
a) 9 < 2jc+3< 17; b)-8 <3x-2<25
e)0< 1-je< 1 d)0<2-x<2;
e)-8 <3- Hz<58; f) -»o<t(l-2)<- 05!

Oldjatok meg az egyenldtlenségeket (1023-1025)!

1023.

1024.

1025.

1026.

1027.

1028.

1029.

a) (x +3)(jc- 5) <0; b) (x+ 7)(x +4) <0;

c) (y-2 )8-y) >0; d) (z- 5)(6- 2) <0.

a) (x2+ 3)(x- 5) <0; b) (y +2)(2 +>2 > 0;

c) (3x- 2)(5- 2x) > 0; d) 4(2y-3)(7-3y)<0.

a) ; 23 >0; b) 2z+1 <0; <on 20

d "1 >0; <0.
FUGGVENYEK ES GRAFIKONOK

Hatarozzatok meg az/(-2);7(-1);y(0);./(1);./i2)-t, ha a Aiggvények

a kovetkezd képletekkel vannak megadva:

a)7(x) = 2x2+ 3; b)J{x) = 3x3- 2; oy(x) = Jx2+1!

A fuggvény azy = képlettel van megadva az elso tiz természetes
szam halmazan. Adjatok meg a fiiggvényt tablazat alakjaban!
A fuggvény azy = 2 Jx+5 képlettel van megadva a D = {-4; -2,75;

-1; 1,25; 4; 11 }értelmezési tartomanyban. Adjatok meg a
fiiggvényt tablazattal és grafikonnal!

Abrazoljatok azy = x2- 4 fuggvény grafikonjat, ha D = (-1; 0;
1; 2; 3} ! Hatarozzatok meg az értékkészletét!
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1030. Hatarozzatok meg a ftiggvények értelmezési tartomanyat:

a)y =5x-1; b)y = Vx+1; c)y =jbd-x ;
X x2 -1
d)yzx(;-l' g,)\y=X3+3’ g)y:)é\Z_A'l
1031. Azx mely értékei mellett legkisebbek a ftiggvények értékei:
a)y =x2- 6x +9; b)y =x2+4x+ 7,
C)y = 4x2—12x - 3; dy =4x2- 4x+ 1?
1032. Hatarozzatok meg a ftiggvények legnagyobb értékeit:
ay=3- (x-*2)2 b)y =-0,25(x + 5)2
c)y = 6x - x2- 10; d)y=-5x2+4x + 1

1033. Hatarozzatok meg a ftiggvények x-tengellyel alkotott met-
széspontjait:

a)y =x2+ 10x- 11, b)y =x2+ 18x + 81;
C)y = 6x2- 5x- 1 d)y =2x2+ 3x- 9;
g) Yy =-2Xx2+ 7x- 3; )y =5- 2x- 7x2
g)y = 6x2-Xx; h)y =-2x(x + 3)!
1034. Szerkesszetek parabolat teljes négyzetté valé alakitassal:
a)y =x2+4x +5; b)y =x2- 6x + 5;
)y =x2- 2x- 1, dy=1+4x- x2
€) Yy =4x2- 4x+5; f)y = 5x2+ I0x + 4!
Abrazoljatok a ftiggvények gorbéit (1035°1037)!
1035. a)y = (x + 2)2- 3; by =(x- )2+ 3;
c) y=-(x-3)2+ 1 dy=2(x+12- 1
e)y =0,5(x-2) - 2; fly =5-(x-0,5)2
1036. a)y =Xx(x - 2); b) y=x(5- Xx); C)y =Xx2- 6X;
dy =2x- x2 e)y = 3x2+ 12; fly =x - 2x2
1037. a)y = 3x2+ 3x- 1 b) y=2x2- 4x +5;
C)y =-3x2+ 6x- 1 d)y =-x2+x- 3;
g)y =-2X2+ 3X + 2; f)y = 5x2+ 3x - 2
Oldjatok meg a masodfoku egyenldtlenségeket (1038-1044)!
1038. a)x2+ 2x > 0; b)x2-x>0;
C) 2x2+5x<0; d) 3x2- x<0.
1039. a) x2- 3x+ 2> 0; b)x2+5x +6<0;

C)x2-x-2<0; d)x2+ 2x- 15> 0.
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1040.

1041.

1042.

1043.

1044.

1045.

1046.

1047.

1048.

a) 3x2- x- 4>0;

C) 6x2+5x + 1< 0;
a)-x2+ 2x - 1<0;
C) 6x- 9- x2>0;

a) (x- 3)(x+5) >0
) (x+7)(x- 1)>0;
a) 2x+ DH(x+ 1)>0;
c) (x- 7)(Bx+ 1) <0;
a) (x- 1(@2-x)>0;
) 3- X5 +x) <0

b) 5x2- 2x- 3> 0;

d) 10x2- 9x + 2 < 0.
b) -x2- 2x- 5>0;

d) 3x- 7x2- 5<0.

b) (x+2)(x+7) <0
d) (x- 3)(x- 5) <0.
b) (3x- 2)(2x + 3) > 0;
d) (2x - 5)(3x- 6)>0.
b) B +X)(x+7) <0
d) (5-x)(I - x)>0.

Oldjatok meg az egyenlotlenségeket:

a) 7°7 >0

<QAn

b)7TA>0;

d — <0!
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Oldjatok meg az egyenletrendszereket helyettesitési modszerrel:

IX-y =3
8) [x2+y2=9;

th 2 =

) [y=x-2

Oldjatok meg az egyenletrendszereket az egyenlé egyutthatok

médszerével:
X+y-xy =-23,
X -y +xy =49

x2+y2=10,

(x-y)(x+y) =8,

X2+ xy = 15,
b) y2+xy =10;

x3+y3=19,
d) X +xy2=-6.

Oldjatok meg az egyenletrendszereket uj ismeretlen bevezetésének

modszerével:

5(x+y) +2xy =-19,
@) x+y +3xy = -35;

Xy +x +y =- 11,
X +y X =30,
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2xy —3—= 15,
\x2+y2 =128, y

) \x +y =4; d) jev+ —= 151
Ly

AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKA ELEMEI,

Keszitsetek matematikai modellt (egyenlet, egyenletrendszer vagy diagram
alakjaban) a feladatok megoldasahoz (1049 -1056)!

1049.

1050.

1051.

1052.

1053.

1054.

1055.

Ket barkan 6sszesen 900 t biiza van. Hany mazsa buza van rajtuk
kilon-kilon, ha az elsdn 20%-kal van tébb, mint a nidsikon?

Az Uzletbe ketfele mindsegi, 6sszesen 1800 kg liszt erkezett. Azt
kovetden, hogy 60% els6- es 70% masodosztalyit ertekesitettek
beldle, a boltban 640 kg liszt maradt. Mennyi els6- es mennyi
masodosztalyl lisztet kapott az lizlet?

A matematikai felveteli vizsgan a diakok 15%-a egyetlen feladatot
sem oldott meg, 144 felvetelizd hibasan oldotta meg a feladatokat,
mig azoknak a szdma, akik mindegyik feladatot megoldottak, tgy
aranylik azokehoz, akik egyetlen feladattal sem birkdztak meg,
mint 5:3. Hany felveteliz0 tette le a matematika vizsgat?

A gyorsvonat egy Oraval hamarabb tette meg a 400 km-es tavot,
mint a tehervonat. Milyen a vonatok sebessege, ha a tehervonate
20 km/h-val Kkisebb, mint a gyorsvonate?

Az 1200 km-es utat megtett turista kiszamitotta, hogy ha 6 nappal
tovabb lett volna Uton, akkor naponta 10 km-rel révidebb tavot tett
volna meg. Mekkora tavot tett meg naponta a turista?

Az UszOmedencet ket cs6bdl 6 ora alatt toltottek fel vizzel. Az
egyik cso 5 oraval hamarabb toltene fel vizzel a medencet, mint
a masik. Mennyi id6 alatt téltédne fel a mederrce a ket csévon
keresztil kulon-kilon?

Ket sz6vono egytt dolgozva 12 nap alatt tudja teljesiteni a rendelest.
Hany nap alatt teljesitene a rendelest a ket szévono kilon-kilon, ha
ismeretes, hogy az egyik teljesitmenye 1,5-szer akkora, mint a
masike?
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1056. A vonatnak bizonyos ido alatt kellett megtennie a 250 km tavot. De

2 Oraval az indulést kdvetden 20 percre meg kellett allnia, s hogy

» behozza a késést és idejében megérkezzen a célallomasra, 25 km/h-

val kellett ndvelnie a sebességét. Mekkora volt a vonat menetrend
szerinti sebessége?

1057. Az Antonovka fajtaju alma cukortartalma tomegének 10,7%-a.
Mennyi cukor van 50 kg Uyen alméaban?

1058. A bhank 45 ugyfelet szolgalt ki, ami az dsszes ligyfél 15%-a. Hany
tgyfele van a banknak?

1059. Az arucikk arat elészor 10%-kal, majd tovabbi 5%-kal csokkentették,
minek eredményeként az &ra 34,2 hrivnya lett. Mennyi volt
eredetileg az arucikk ara?

1060. Kezdetben két hordoban egyenld mennyiségii viz volt. Késdbb az
egyik hordéban 10%-kal csokkent, majd 10%-kal not a viz
mennyisége. A masik hordéban a viz mennyisége elészor 10%-kal
novekedett, késbbb 10%-kal csokkent. Melyik horddban lett
tobb viz?

1061. Hany szazalékkal né a téglalap terlilete, ha a hosszat 20%-Kkal,
szélességét pedig 10%-kal megndvelik?

1062. Az arucikk arat 20%-kal csokkentették. Hany sz&zalékkal kell ezutan
megndvelni a cikk arat, hogy az eredeti nagysagu legyen?

1063. A termék elkészitésére forditott kiadasok 1250 hrivnyat tesznek ki,
mig az ara 1750 hrivnya. Szamitsatok ki szazalékban az arrést!

1064. A kereskedelmi cég két targyat vasarolt 2500 hrivnyaért, majd a
viszonteladasukbdl 40% nyereségre tett szert. Mennyit fizetett a
ceg a targyakért kilon-kilon, ha az egyik eladdsa 25%, mig a masiké
50% nyereséget eredményezett?

1065. A 12 kg tbmegi réz-on otvozet 45% rezet tartalmaz. Hany
kilogramm tiszta ont kellene az 6tv6zethez adni, hogy az Gjonnan
képzodo dtvozet 40% rezet tartalmazzon?

1066. A 22 fos osztalybol talalomra kivalasztottak egy tanuldt. Mekkora
a valoszintsége annak, hogy a kivalasztott tanulo fiG, ha az
osztalyban a fiuk Iétszama 10?

1067. A dobozban 7 fehér és 13 fekete goly6 van. Taldlomra kivesznek
beidle egyet. Mekkora a valészinisége annak, hogy az fehér
golyo lesz?
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1068. A zacskéban a darab fehér és b darab fekete goly6 van. Kivesznek
beléle egy fehér szinit és félreteszik. Ezutan kivesznek még egyet.
Mekkora a val6szinisége annak, hogy a masodik goly6 is fehér
szini?

1069. Az 1 és 20 kozotti természetes szamok kozll a tanul6 talalomra
megnevez egyet. Mekkora a val6szinusége annak, hogy ez a szam
30 osztéja?

1070. Hét egyforma kartyara egy-egy betiit imak, amelyekbél kirakhatd
az ALGEBRA sz6. Ezutan leforditjak a lapokat, 6sszekeverik és
taldlomra veszik fel ket. Mekkora a valosziniisége annak, hogy a
felszedett kartyalapokbdl kirakhat6 lesz a GRAB sz6?

1071. A 3x4x5 méretl fa téglatest minden oldalat befestették, majd 60
egyenld kockara vagtak fel és a darabokat egy zsakba szértak.
Mekkora a val6szinlisége annak, hogy a zsakbol taldlomra kivett
kocka: a) 3 oldala festett; b) 2 oldala festett; ¢) 1 oldala festett;
d) 0 oldala festett?

1072. Mekkora a valdsziniisége annak, hogy a talalomra kivalasztott
haromjegyi szam: a) 5-tel oszthatd; b) nagyobb 100-nal; c) kisebb
200-nal?

1073. Hatéarozzatok meg a mintak moduszat, medianjat és atlagat:
a)3,4,4,4,6,6,7,7,8,8,9;

b) 11, 17, 12, 13, 14, 15, 15, 16, 16, 13, 15, 11!
1074. Hatarozzatok meg a mintak centralis tendencidit:
a) 1,2, 2,1; 2,4; 2,7; 2,8; 3,0; 3,0; 3,0; 3,0; 3,1; 3,1; 3,4; 3,6;
b) 0,98; 1,03; 1,06; 0,97; 0,97; 1,05; 1,01; 0,98; 0,97; 0,99; 0,96;
1,02; 0,97; 1,01; 1,03!

1075. 48 diak vizsgateszt-eredményei alapjan 6sszeallitottak az elkovetett

hibék tablazatat:

2 3 o 1 5 3 1 2 4 1 3 2
o 3 2 2 4 3 o 1 3 3 =2 3

4 1 0 2 2 1 2 0 1 2 3 2

Allitsatok 6ssze gyakorisagi tablazatot, és rajzoljatok hisztogramot!
Hatarozzatok meg a minta centralis tendenciait!
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1076. A gyarban 200 alkatrészt csiszoltak le, majd megmérték oket, s a
mérési eredményeket tdblazatba foglaltak.

05 rH (e0] uo 05 H (eo]

0 t- > t- 00 »

io co" co" co co" co [e6] co
d,cm 1 1 1 1 1 1 1

05 rH (00] i0 05 rH

@ co b-
co co" co" co" co" co" co" co
Alkatrészek szdma 5 17 24 54 52 23 18 7

WVMMHMM NB
A tablazat adatai alapjan: a) szerkesszetek hisztogramot; b) hata-
rozzatok meg valamennyi érték relativ gyakorisagat!
1077. Az iizemben 3050 nyersvaséntvény vegyelemzését végezték el, és
tablazatba foglaltdk az dntvények (szdzalékban kifejezett)
széntartalmat.

Szénta:);talom, 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
0

Ontvényszam 52 120 180 205 407 507 621 413 320 225
A tablazat adatai alapjan: a) hatarozzatok meg valamennyi érték

relativ gyakorisagat; b) hatdrozzatok meg a minta centralis
tendencidit!

SZAMSOROZATOK

1078. irjatok fel annak a sorozatnak az elso 6t tagjat, amelynek az w-edik
tagja a kovetkezd képlettel van megadva:

aa =2(n+\); b)x =6 :«; C)v =«3+3«-(-1)7
d)b=\+ n2 e) cn=2n m2 flz= 1+ (-

1079. A sorozat az an= 2n2+ 3 képlettel van megadva. Hat&rozzatok meg:
a) a3 b) o6 c) afs d) ajo

1080. irjatok fel annak a sorozatnak a hetedik, tizedik és huszonétddik
tagjat, amelynek az w-edik tagja a kdvetkezo képlettel van megadva:

a)en=(\-n)2 b)c;=350 + «; c) cn=2n- (-1)"!
1081. irjatok fel annak a szdmtani sorozatnak az els6 6t tagjat, amelyben:
a) =17,d= 2 b) a, =0,5, d= 10;

c)a]=-",d=\; d)a, =6,d=0\
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1082.

1083.

1084.

1085.

1086.

1087.

1088.
1089.

1090.

1091.

1092.

AJdgebra 9

A szamtani sorozat elso tagja (7, a kilonbsége d. Hatarozzatok
meg elso n tagjainak  6sszegét, ha:

a)a, =5,d=3,n=31 b)a, = 14,5,d= 0,7,n= 26;

c) a,=-|, d=\,n =35d)a{=111,1/=-|, n=56!
Hatarozzatok meg a szdmtani sorozat elst széz tagjanak 6sszegét:
a) a, =-35, d= 6; b) ¢7, = 66, d=-8:

) ,=-25d=3; d) &7, = -20, d= 14.

A szamtani sorozat elsd négy tagjanak 6sszege 56, mig az utolsé
négy tag 06sszege 112. Hatarozzatok meg a szamsorozat tagjainak
szamat, ha az elso tagja 11-gyel egyenld!

A novekvO szamtani sorozat elsé és 6tddik tagjanak 0sszege
14, masodik és negyedik tagjanak a szorzata 45-tel egyenld.
A sorozat hény tagjat kellene &sszeadni, hogy az eredmény
24 legyen?

Adva van két szamtani sorozat. Az elsd sorozat els6 és 6todik tagja
rendre 7 és -5. A masodik sorozatban az elso tag 0, az utolso 3,5.
Hatarozzatok meg a masodik sorozat tagjainak 0sszegét, ha
ismeretes, hogy mindkét sorozat harmadik tagja egymassal egyenl6!

A mértani sorozatban b7 = 80, = -160. Hatarozzatok meg:
6V 4’ b s-
A mértani sorozatban b6= 18, bA= 72. Hatarozzatok meg: />, g\

Irjatok fel azt a hat taghdl all6 mértani sorozatot, amelyben az elsd
harom tag dsszege 168, az utolsé haromé pedig 21!

A novekedd mértani sorozat els6 és utolsd tagjanak dsszege 66,
mésodik és utolsé el6tti tagjanak szorzata 128, 0sszes tagjanak
0sszege pedig 126. Hany tagu a sorozat?

Dzsemsid al-Kashifeladata. A kertben egy ember egy granatalmat
szakitott le a farol, a masik kettét, s minden kovetkezd egy-egy
granatalmaval tobbet. Azutdn az emberek a leszakitott granatalmakat
egymas kozott egyenlden elosztottadk, aminek eredményeként
mindegyikiknek 6-6 gylimadlcs jutott. Hanyan szakitottak
granatalmat?

Okoriindiaifeladat A vandor els6 nap két egységnyi utat tett meg,
minden kovetkez6 napon harom egyseggel tdbbet, mint az azt
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1093.

1094.

1095.

1096.

1097.

1098.

1099.

1100.

megeldz6 napon. Egy masik vandor az Gt harom egységét teszi meg
az elsd napon, minden kdvetkezd napon két egységgel tobbet. Mikor
éri utol az elsdé vandor a masikat, ha egyszerre indultak Gtnak
ugyanarrél a helyrél és ugyanabban az irdnyban?

A bv b2 bv b4mértani sorozat. Mértani sorozatok-e a kdvetkezok:
a) 5br 5bv 5bv 5b4 ... ;  b) b]+ 5, b2+ 5, 58+ 5, b4+ 5,... ;
c) bL,blbl.; A heh”h”
Hatarozzatok meg a végtelen mértani sorozatok 6sszegét:
a)b. =27, q=t; b)bx=2,9 =-\-
c = db.=-\yg=-\\

Ellenorizzétek, hogy az adott mértani sorozat q kvociense
(hanyadosa) kielégiti-e a \q\ < 1 feltételt, és hatarozzatok meg a
sorozat 6sszegét:

a) b)0,1,-0,01,...; c) 1,8: 0,36,...!

Hatarozzatok meg a végtelen mértani sorozatok 6sszegét:

a)7+10+1oo+ b) 30 10 + 1000
Fermétfeladata. Ha S a végtelenil fogyd (aj mértani sorozat
Osszege, akkor:

s-4 P

A végtelen mértani sorozat 0sszege 4, tagjai kobeinek 6sszege pedig
192. Hatarozzatok meg a sorozat elso tagjat és hanyadosat!

A végtelen mértani sorozat 6sszege egyenld elso hat tagja 6sszegének
a 39/-ével. Hatarozzatok meg a sorozat hanyadosat!

Hatarozzatok meg azt az 6sszeget, amelynek &sszeadandoi a
kdvetkezd mértani sorozatok tagjai (/7] < 1):

a)b +b2+b*+ ..; b) b- b2+b3- ..;
c)b2+ b4+ b6+ ...; db-P +b5- ..\
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1101. Melyik a nagyobb: VI4 + "6 vagy2V3 + V7?

1102. Bizonyitsatokbe az egyenlotlenseget: 4< \I9 + 475 + ~9-475 <5l
1103. Bizonyitsatok be, hogy a, ¢ barmely erteke mellett:
a) 2a2+ &+ c2> 2a(b + ¢);
b) a2+ b2+ c2>2(@+2b+3c- 7)\ m
1104. Bizonyitsatok be, hogy joy barmely erteke mellett:
a) joh+y4>x3y + joy3
b) 2jc2 + 5y2- 4xy - 2x - 4xy + 5> 0!
1105. Bizonyitsatok be, hogy a barmely erteke mellett:
a) a4- 2a3- a2+ 2a+ 1> 0;
b) tf4-3tf2-2tf + 5>0!
1106. Bizonyitsatok be, hogy a, b, c, d barmely erteke mellett:
a) (a2+ b2{c2+ a2 > 4abcd\
b) a2+ b2+ c2+d 2> (a + b)(c + d)\

1107. Bizonyitsatok be, hogy: a) j@2+y2> ", hajc+y = 1,

D)2 +y2>" hax +2y =1!

Oldjatok meg az egyenlotlenseget (1108-1110)!

X2 +4 . i\ je2 + e+ 1
1108, a) *2 %% <x; e <L
. . X +4
1109. a) 3  <je- 1L b) "\ >2- X

1110. a) e + 3)3(X + 5) . - 2) <0;
b) (8 - icys (ic + 8)2ic +4) <O0.

1111. Bizonyitsatok be, hogy a Vjc-6 + Vjc-1 > 185 JX-6 + Vjc-1 >2
egyenlotlenségeknek ugyanolyan megoldashalmazaik vannak!
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Abrazoljatok a fliggvények gorbéit (1112-1113)!

1112. a)y = 3-|*|; b)y=i7i; C)y =x2+ 2\ - 3.
X M
1113. a)y = jVj; b)y =4*|; = c)y=ji"p".

1114. Abrazoljatok az egyenletek gorbéit:

a) x2+xy =0; b)y(x+ D(y- 3)=0;

) (xy-6)y-3=0  d)i2-ydr2+y2- 4 =0
1115. Irjatok fel egyszeriibb képlettel a ftiggvényt:

y =JIXx2+2<j2x+ 2 + yIx2- 2>j2x+ 2!
Abréazoljatok a grafikonjat!
Abrézoljatok a fliggvények gorbéit (1116-1118)!
1116. a) y =\2x - 31 b)y = 2|id - 3.
1117. a) y =2Wx2- 3|; b)y =Wx2- 6x + 5|.
1118. a) y =\2x2- 6|id +5|; b)y =W2- 6* + 5.
1119. Hany megoldasa van a [j@2- 6x + 5 = a egyenletnek, ha a
egyenld -2, 0, 2, 4, 6-tal?
1120. Oldjatok meg az egyenldtlenségeket:
a)|*- 1| +|x-5]|>6; b) \x- 1] + |x-5] < 3!
1121. Ogodrog feladat. Bizonyitsatok be, hogy a paros szamu tagokhdl

allé szamtani sorozat egyik felét kitevo tagok 0sszege ezen 0sszeg
négyzetének osztojaval nagyobb a maradék tagok dsszegénél!

1122. Okori feladat. A katona a kovetkezd jutalmazast kapta: az elsd
sebesiilésért 1garast, a masodikért 2 garast, a harmadikért 4 garast
sth., 0sszesen 655 eziistdt és 35 garast (100 garas = 1ezist). Hany
sebestlése volt a harcosnhak?

1123. Okori kinaifeladat. Egy tigetd 16 és egy kivénhedt gebe Csanjan
varosbél a 3000 li tavolsagra 1évo Csi hercegségbe fut. Az elsd
napon az ugetd 16 193 li thvolsagot tesz meg, és minden kdvetkezo
napon az el6zo napi tavolsagnal 13 livel tobbet tesz meg. A gebe az
elsd napon 97 li tavot futott le, s minden kdvetkezd napon fele livel
kevesebbet tett meg, mint a megel6z6 napon. Az tgetd 16 Csibe
érve visszafordult. Hany nap malva talalkozott a gebével?
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1124

1125,

1126.

1127.

1128.

1129.

1130.

1131

1132.

Algebra 9

Egy szamotokra ismeretlen utcan
a 46. szdmu hazat keresitek, de a
38-as hazat latjatok. Melyik iranyba
kell mennetek?

A derékszogl haromszog oldal-
hosszai egy szamtani sorozat egymas
utani tagjai. Hatarozzatok meg a
haromszog befogdinak aranyat!

Hatarozzatok az x, y és z szdmokat

agy, hogy 2, x,'y, z, 9 szamtani

sorozatot alkosson!

Hatarozzatok meg az 1000-nél kisebb

azon természetes szamok osszegét, melyek:

a) oszthatdk 7-tel; b) 7 relativ primjei;
c) 3-mal oszthat6ak, de 6-tal nem!

Az av a2 av ... anegy mértani sorozat els6 n tagjai q hanyadossal.
Hatarozzatok meg az

a"+a" +a" +... +an Gsszeget!

A g, 92 g3 g4 ... végtelen mértani sorozat. Szamitsatok ki a
g+ 2092+ 3r +4q4+ ... 0sszeget!

Hatarozzatok meg azt a végtelen mértani sorozatot, amelynek
Osszege 4, a tagok kobeinek 6sszege pedig 192!

A szamtani sorozat masodik, elsd és harmadik tagja egy mértani
sorozat egymast kdveto tagjai. Hatarozzatok meg a mértani sorozat
hanyadosat!

Az a, b, c egy szdmtani sorozat egymast kdvetd tagjai. Bizonyitsatok
be, hogy az a2+ ab + b2 a2+ ac + ¢c2 b2+ be + ¢2szamok
szintén egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai!

1133. Adjatok meg a kdvetkezd sorozatok /7-edik tagjanak képletét:

1134.

a)1,2,1,2,1,2,...; b)-1, 2,-3,4,-5, ... !
Hatarozzatok meg az 6sszeget:

a) 1¢2+2-3+3-4+ ... +n(n+ 1)

b) 1e2+2m5+38+ ... +n{3n- 1!
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1135.

1136.

1137.

1138.

1139.

1140.

1141

1142.

1143.

1144.

Hatarozzatok meg azt a termeszetes szamot, amely az osszes elozo
termeszetes szam osszegevel egyenlo!

Melyik az a szamtani sorozat, amelyben az elso n tag osszege
2n2+ 7n

Newton feladata. Egy kereskedo evente harmadaval novelte a
tokejet, a csaladjara koltott 100 fonttal csokkentve. Negy ev mulva
megduplazodott a tokeje. Mennyi penze volt eredetileg?

A 7 es 35 koze helyezzetek el 6 olyan szamot, hogy mind a 8 szam
szamtani sorozatot kepezzen!

irjatok fel az «-edik tagjat a 3, 6, 11, 18,... sorozatnak, amelyben a
szomszedos tagok egymast koveto kiilonbsegei szamtani sorozatot
kepeznek!

Oldjatok meg az egyenletet:

X-1+4 x—2

amelynek bal oldalan az osszeadandok szamtani sorozatot
kepeznek!

Hatarozzatok meg a kovetkezo szamtani sorozatok kozos tagjait:
1,4,7,... es 6,11, 16... !

Igaz-e, hogy a kozos tagok sorozata szamtani sorozat?

Bizonyitsatok be, hogy minden termeszetes n eseteben teljesiil az
egyenloseg:

a) 23+ 43+ 63+ ... + (2W3=2n~(n + 1)2

b) 13+ 33+ 53+ ... + (2«- 1)3=«2(2«2- 1!

Al-Kashifeladata. Bizonyitsatok be, hogy n barmely termeszetes
erteke eseten igaz az egyenloseg:

14+ 24+ 34+... + [A= N -(6/B+ 15«4+ \0n2-n)\
Fermatfeladata. Bizonyitsatok be, hogy 5 ¢(14+ 24+ 34+ ... +nf) =

= (47 + 2) n(n2+]) - (12+ 22+ 32+ ... + 2
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1145.

1146.

1147.

Algebra 9

Hatarozzatok meg az 6sszeget:

511 + 1117 + 17-23 + + (6n- lj6/i +5)”

+ o o
123 2-3-4  3-4-5 "+ D&+ 2) !

Az egyenlé oldalid haromszég keriilete 3o0-val egyenld
(147. a abra). Az oldalait harom egyenl6 szakaszra osztjuk, és
minden kozépsd szakaszt két ugyanolyan, egymassal 60-0s
szOget bezard, torott szakasszal cseréljik ki, ahogy a 147. b &bran
lathatd. A csillag alak( soksz6g minden oldalat harom egyenl6
szakaszra osztjuk és minden kozéps6 szakaszt ugyanolyan torott
szakaszokkal cseréljik le, mint elézéleg, és igy tovabb. Az igy
kapott alakzatot Koch-féle hopehelynek nevezzilk. Az egyenld
oldald haromszéget a Koch-hopelyhekbdl allé6 sorozat elsé
tagjanak tekintve, irjatok fel: a) a hépehelyoldalak szamainak
sorozatét; b) a hdpelyhek oldalhosszainak sorozatat; c) a hépelyhek
keriileteinek sorozatat! A sorozatok melyike szamtani vagy
mértani sorozat?

147. dbra

Hatarozzatok meg a harmadik Koch-féle hopehely oldalhosszat,
keriletét és teriiletét (147. ¢ abra), ha a Koch-alakzat kialakitasa
egy 3 cm oldalhosszUsagu, egyenlé oldali haromszogbdl kezdodott!
Létezik-e olyan Koch-hopehely, amelynek a kerulete kétszer
(haromszor) nagyobb a létrehozasara szolgal6 szabalyos haromszag
kerlleténél?

Grafikai modellek felhasznéalasaval oldjatok meg a feladatokat
(1148-1149)!

1148.

Egy gyalogos A véarosh6l B faluba induit, mikézben vele egy
idében A-b6l egy motorkerékparos induit el A-ba. Amikor
talalkoztak, a motorkerékparos felvette a gyalogost és £-be
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1149.

148. abra

széllitotta, majd miutan letette, azonnal elindult a varosba. Ennek
folytdn a motorkerékpéros az eredetileg tervezettnél 2,5-szer tobb
idét forditott az atra. Mennyivel kevesebb .idét téltott az dton a
gyalogos a motorkerékparosnak koszénhetoen (148. abra)?

Egy Uzletemberért a hivatalabél minden reggel auto ment a lakasahoz

és 8 orakor a munkahelyére szallitotta. Egyszer az lizletember Ggy
dontott, hogy 1 6rdval korabban gyalog indul el a munkahelyére.
Az auto a szokasos idoben indult el az Uzletemberért, és mikor
talalkoztak, felvette és a megszokott idépontnal 10 perccel korabban
széllitotta a hivatalba. Hanyszor nagyobb a gépkocsi sebessége, mint
a gyalogosé (149. &bra)?
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A 7-8. OSZTALYOK
TANANYAGA ROVIDEN

VALOS SZAMOK

Az egész szamok, a tortek, a pozitiv és a negativ szdmok, valamint a
nulla egylttesen képezi a racionalis szamok halmazat. Minden racionalis
szam felirhat6 tort alakjaban, ahol m egész szdm, n természetes szam.
E szamok kapcsolatat a kdvetkezd vazlat szemlélteti.

Minden racionalis szdm megadhat6 végtelen szakaszos (periodikus)
tizedes tort alakjaban. Minden végtelen szakaszos tizedes tort bizonyos
raciondlis szamot 4brézol.

Példak. | =0,6666...,=  181818... .

A végtelen nem szakaszos (periodikus) tizedes tortek &ltal abrazolt
szdmokat irraciondlis szdmoknak nevezziik.

Példak irracionalis szamokra: >2 = 1,4142136... , & = 3,1415926... .

Az irraciondlis és a racionalis szamok egyuttesen alkotjak a valds
szamok halmazat. A természetes, az egész, a raciondlis és a valds szamok
halmazat N, Z, Q, R betiikkel jel6lik.

A val6s szamok osszeadhat6k, kivonhatdk, szorozhatdk, hatvanyra
emelhetok és oszthatdk (0-t6l eltéro szdmokkal). A tetszdleges valds
szamok osszeadasara és szorzasara érvényesek a felcserélhetoség,
csoportosithatosag és széttagolhatosag torvényei: a +b =b +a,ab =ba,

at(+c)=(@+hb)+c,ac(be) =(ab) *c, (a+b)c=ac + be.

A példak megoldasa soran az irracionalis szamokat kikerekitik, elhagyva
atizedesjegyek végtelen soranak végét. Ekdzben be kell tartani a kerekités
szabalyait. Ha az elhagyott szamjegyek kozil az elsé 0, 1, 2, 3 vagy 4,
akkor az utols6 megmarad6 szamjegyet valtozatlanul hagyjak. Ha az elsd
elhagyott szamjegy 5,6, 7,8 vagy 9, akkor a megmaradé utolsé szamjegyet
1-gyel novelik.
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KIFEJEZESEK

Tobb egyenld tényez6 szorzatdt hatvanynak nevezziik. Példaul
2-2-2-2-2 =25a2 o6todik hatvanya. Ez 32-vel egyenld, vagyis 25= 32.
Itt a 2 a hatvany alapja, 5 hatvanykitevo, 32 hatvany. A mésodik és
harmadik hatvanyt négyzetnek és kbbnek nevezziik.

al=a. Ha az n természetes szdm nagyobb mint 1, akkor

a'=a-a-a-...°a
[?-szer

A hatvany alaptulajdonsaga: amean= am+".

Az egyenld alapl hatvadnyok szorzasanél a hatvanykitevoket
Osszeadjak, az alapot pedig véaltozatlanul hagyjak.

A hatvanyok egyéb tulajdonsagai:

(anm- amm (ab)n- anebn

A szémokat, a valtozokat és a szamokbdl vagy valtozokbol és miveleti
jelekbol allé kulénbdzo lejegyzéseket kifejezéseknek nevezziik.
A kifejezések lehetnek szamkifejezések (példaul 3 - 0,5 : 6) és valtozos
kifejezések (példaul 3jg lab, c2- 3). Azt a kifejezést, amely osszeadason,
kivonason, szorzason, pozitiv kitevoji hatvanyozason és osztason
kivil méas miveletet nem tartalmaz, racionalis kifejezésnek nevezziik.
A vaéltozéval valé osztdsi muveletet nem tartalmazé racionalis
kifejezést egész kifejezésnek nevezzik. Egész kifejezések példai:

32,5; a\ 0,3(jc- z2.

Az olyan két kifejezést, amelyeknek megfeleld értékei a valtozok
barmilyen értékei mellett egyenlok, azonosan egyenlé vagy azonos
kifejezéseknek nevezziik. Egyenloségjellel dsszekapcsolt két azonosan
egyenld kifejezés azonossagot képez. Egy kifejezés vele azonos més
kifejezéssel vald Kkicserélését az adott kifejezés azonos atalakitasanak
nevezzuk.

A legegyszeriibb kifejezéseket-szamokat, valtozokat, ezek hatvanyait
vagy szorzatait - egytagu kifejezéseknek vagy egytagoknak nevezzik.

Egytagu kifejezések példai: 4y, 2,5, -3x2 -3 \am\ 2ax 3ax2

Ha az egytagl kifejezésbhen az elsd helyen csak egy szamtényezo
szerepel és minden valtozo csak egy tényezdvel fordul eld, akkor az ilyen
egytagu kifejezést normal alakinak nevezzik. A normal alakban felirt
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egytagu kifejezés szamtényezojét az adott kifejezés egyitthatojanak
nevezzik. Az 1egyitthatot nem tlintetjlk fel, a-1 egyutthatd helyett pedig
csak jelet irunk. Példaul a lax, acx2 -xz3egytagl Kifejezések
egydtthatéi rendre 7, 1,-1.

Két egytagl kifejezés szorzasanal szorzasjelet tesznek kozéjik és a
kapott szorzatot normal alaku egytagu kifejezéssé alakitjak. Az egytagu
kifejezést ugy emelik hatvanyra, hogy minden tényez0jét ugyanarra a
hatvanyra emelik és a kapott hatvanyokat osszeszorozzak. Példaul’

lax ¢(-3x2 =2 ¢(-3) *a *x m2- -623
(0,3«c32=0,32¢n2¢+(c32= 0,09«Z6

Tobb egytagl kifejezés 0sszege vagy kiilonbsége csak egyes esetekben
irhato fel egytagu kifejezésként.

Tobb egytagu kifejezés 6sszegét tobbtagu kifejezésnek nevezziik.
Célszeriliségi megfontolasbdl minden egytagl kifejezést tobbtaginak

tekintenek.
Az emlitett kifejezések kozotti kapcsolatokat a kovetkezd vazlat

szemlélteti.

Egynemi két vagy tébb algebrai kifejezés, ha csak az egyutthatojuk
kilonbozik.

A tobbtagu kifejezés normal alakban van felirva, ha valamennyi tagja
normal alaku egytagu kifejezés és nincs kozottiik hasonld tobbtagu
kifejezés.

A tobbtagl kifejezések osszeadasakor a zardjelek felbontasanak
szabalyat alkalmazzak: ha a zardjel eldtt ,,+” jel all, akkor a zardjeleket
elhagyjak. Példaul

(a+3)+(a2- 2a- 4)=la+3+a2-la-4=a2- 1

Atobbtagu kifejezések kivonasakor a zarojelek felbontasanak kévetkezd
szabalyat alkalmazzak: ha a zarojel elott jel van, akkor a zérdjelek
elhagyhat6k, ha ellenkezdjére valtoztatjuk a koztik 1évd valamennyi
osszeadando el6jelét. Példaul
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4x2+ 5- (X2- 2x+ 5) =4x2+ 5-x 2+ 2x-5 = 3x2+ 2x.

A tobbtagl kifejezés szorzasa egytagu kifejezéssel: a tobbtagl
kifejezés minden tagjat kulon-kiilon megszorozzuk az egytagu
kifejezéssel és az eredményeket dsszeadjuk. Példaul

(3a2+a- 8) *2ax = 3a2max + a m2ax - 8 «2ax =
= 6aX + 2aX - 16ax.

Tobbtagu kifejezések szorzasa: az egyik kifejezés minden tagjat
megszorozzuk a masik kifejezés minden tagjaval, majd a kapott
tobbtagl kifejezésben az egynemuieket 6sszevonjuk. Példaul

(X+2z- 3)s(4x- 7)=
=X *4X +2Z ¢4X - 304X - XoT7-227+37=
= 4x2+ 8xz —19x —14z + 21.
A roviditett szorzas képletei

(axb)2=a2+ 2ab + b2 - kéttag négyzete,

(ax b)3=a3+ 3ad +3ab2+ b} - kéttag kdbe,

a2- b2=(a- b)(a+b) - négyzetek kildnbsége,
a3- b2=(a- b)(a2+ab +b2 - kobok kildnbsége,
a3+ b3=(a +b)(a2- ab + b2 - kobok 6sszege.

A tobbtagu kifejezés tényezokre bontasa azt jelenti, hogy felcseréljik
az adott tobbtagot egy vele azonosan egyenld néhany tobbtagu kifejezés
szorzataval. A tobbtagl kifejezés tényezdkre bontasanak legegyszeriibb
modszerei: kdz0s tényezo kiemelése a zardjel elé, csoportositas, a rdviditett
szorzés képleteinek alkalmazéasa.

Példak.

baXx - 9abx = 3ax(2a2- 3b);
ax+bx-ay - by =x(a+b)-y(a+b)=(@+b)Xx-y);
9m2- 4=3m- 2)(3m +2).
Az A kifejezés B kifejezéssel torténd osztasaval kapott hanyados felir-

hato A td'r/alakjaban. A tértnek csak akkor van értelme, amikor a nevezoje
nem egyenl6 nullaval. Aigebrai tortkifejezésnek nevezziik azt atortet, amely-
nek a szamlaldja és nevezoje tobbtagu kifejezés. Barmilyen érték esetén
a, bésc”"O 2 =~ (atortalaptulajdonsaga). Ennek a tulajdonsagnak az
alapjan a tortek egyszerusithetok vagy kdzds nevezore hozhatok. Példaul

3a-6x _ 3(a- 2x) _ 3
a2- 42 “ fa- 2x\m +2x) " a+ 2x
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Barmely torttel végzett mivelet a kozonséges tortekkel végzett
mivelethez hasonl6an hajthatd végre. Ha a nevezok nem egyenlék 0-val,
akkor

a )b _a+ba _b_a-b a b _ ab a .b _ ad
c c c ¢ c c ¢ d cd "¢ ' d cb
Példak.
a2 _ 4 _ 2-4 (- 2Xa +2) _
D 2a-4 " 2a-4 2@-2) 2@- 2) 24+ 2);
° + b = 0 _ b = °2~b~ = a+
1" ab-b2 + ab- a2 ¢(@a- P~ a(a-b) ab(a - b) ab ’
A2-4  3x-6 = G-2X-X+2) jc = x+2
x2 ¢ X X2 £ 3(x-2) 3x e

Az ~ tortkifejezés a~" alakban is felirhato.

Egész kitevojl hatvany

a, han=1
a-a-a-..a, ha«e N,n>2
n-szer
1 ha 2=0, a =0,
1 ha 2< 0.

Az egész kitevdju hatvanyok tulajdonsagai megegyeznek a természetes
kitevojl hatvanyok tulajdonsagaival. Ha m és n egész szamok, aésb eltér
0-tdl, akkor:

amea' =cT + (ab)n=anmbn\
I Vi
am:an=amn (amn=am | = —.

A a szdm négyzetgyokének nevezziik azt a szamot, amelynek a négyzete
JFval egyenld. Példaul a 16-nak két négyzetgyoke van: 4 és -4. Az i7szdm
négyzetgyokének nem negativ értékét agyok szdmtani értékének nevezik

és Jc7 jellel jeldlik.
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A negyzetgyokok tulajdonsagai. Haa >0 és b >0, akkor
yfib = Ja myib; (V0) =g;
fa _ Ja "\ Za

Barmely valds a esetén a Ja* =\a\.
A négyzetgyokos kifejezések atalakitdsanak példai:
(V8 -1)2+4V2=8-2>/8+1+4V2=9-4V2+4V2=9;

_X_____ jdA+yi5) _ X(4 +yl5)

4-Vis @ Visa+vis) 4 -15 - (A MVIS)X

EGYENLETEK

Az egyenlet betiikkeljeidlt ismeretlen szamokat tartalmazé egyenloség.

Az ismeretlen szamokat valtozéknak vagy ismeretlennek nevezzik,
amelyeket altalaban x,y, z betlikkel jeléInek, de mas betiik is hasznalhatok.
Azt a szamot, amely kielégiti az egyenletet, az egyenlet gyokének vagy
megoldasanak nevezzik.

Megoldani az egyenletet azt jelenti, hogy meghatarozzak mindegyik
gyokét vagy bebizonyitjak, hogy nines megoldasa.

Két egyenletet ekvivalensnek nevezzilk, ha mindkettonek ugyanaz a
megoldasa. Azokat az egyenleteket, amelyeknek nines megoldasuk,
ugyancsak ekvivalenseknek tekintik.

Az egyenletek alaptulajdonsagai

1. Az egyenlet barmely oldalan &6ssze lehet vonni az egynemi
osszeadandokat vagy fel lehet bontani a zardjeleket.

2. Az egyenlet barmely tagjat at lehet vinni a mésik oldalra. de az
elojelét ekdzben az ellenkezojére kell valtoztatni.

3. Az egyenlet mindkét oldalat meg lehet szorozni, vagy el lehet
osztani egy és ugyanazon, nullatél kilénb6zé szammal.

Az ax =b egyenletet, ahol a és b tetszdleges szamok, x valtozds linearis
egyenletnek nevezzilk. Ha a * 0, akkor az ax = b egyenletet elsofoku
egyismeretlenes egyenletnek nevezzik. Minden ax = b elsofoku

egyenletnek egy x = ~ gydke van. A linearis egyenletnek lehet egy vagy

szamtalan gyoke, vagy egyetlen megoldassal sem rendelkezhet.
Példaul a kovetkezd egyenletek esetében:
1jc= 6 egy gyoke van,
Ox = 0 szamtalan gyoke van,
Oy = 5 nines egyetlen gytke sem.
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Az egyenletek fo tulajdonsagainak felhasznélasaval sok egyenlet
alakithat6 konnyen megoldhat6 lineéris egyenletté.

Példa. Oldjatok meg a 6 «(0,5x - 2) + x = 3- 2x egyenletet!
Megoldés. 3jc—12-(-jic= 3 —2jg
6x=15, x=15:6, x=2,5.
Felelet . =25.
Az ax2+ bx + ¢ =0 masodfokl egyenlet, ahol x valtozé, a, b, ¢ adott

szamok, mikozbefi a*0. A D =b2- 4ac kifejezés a masodfoki egyenlet
diszkriminansa. Ha D >0, akkor az adott egyenletnek két gydke van:

___-b+1JD _ -h-Jp
i 2a X2 2a

Ha D = 0, akkor a gyokok egyenlék. D < 0 esetén a masodfoku
egyenletnek nincsenek val6s gyokei.

Ha példaul a 2x2+ 9x - 5= 0 méasodfokl egyenletet kell megoldani,
akkor meghatarozzuk a diszkriminansat: D = 92- 4 «2 «(-5) = 121.
Ezért az egyenlet gyokei:

A mésodfokd egyenlet nem teljes, ha egyitthatéi kozll, az elsot
leszamitva, akar egy is 0-val egyenld. Az ax2= 0 egyenletnek egy gydke

van: X =0,
az ax2+ bx =0 egyenletnek két gyoke van:  ;=0;xo 5
az ax2+c =0 egyenletnek x, két gyoke van:

ha - <0 és egyetlen gyoke sincs a >0 esetén.

A masodfokl egyenletet redukaltnak nevezziik, ha elsd egyitthatoja
1-gyel egyenld. Ha az x2+ px + g = 0 egyenletnek két gyodke van,
akkor

_-p+h 2 -p-Jp2
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Viete tétele. Ha az x2+px + q = 0 redukélt m&sodfoku egyenletnek két
gyoke van, akkor az 6sszeglk -p-vel a szorzatuk pedig g-val egyenl6.

A Viete-tétel megforditdsa. Ha az m és n szamok dsszege és szorzata
rendre -p-ve 1és g-val egyenlok, akkor m és n az x2+px +q = 0 egyenlet
gyokei.

A torteket tartalmazo6 egyenletek abbol kiindulva oldhatok meg, hogy
a tort értéke akkor nulla, amikor szamlaléja nullaval egyenld, a nevezdje
pedig kilonbdzik nullatol. De eljarhatunk ugy is, hogy eldszor
megszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat a tértek kdzds nevezojével,
majd megoldjuk a kapott egyenletet. Az egyenlet megoldasaibol ki kell
zami azokat, amelyek nullara valtoztatjak a k6zos nevezot.

FUGGVENYEK

Ha az x valtoz6 minden értékének az y valtoz6 egyetlen értéke felel
meg, akkor azy valtozét xflggyényének nevezziik. Ebben az esetben azx
valtozot a fuggvény fliggetlen valtozéjanak vagy argumentuménak
nevezziik. Példaul az S négyzet teriilete a oldalhosszanak fiiggvénye.

A fliggvény képlettel, tablazattal, gorbével (grafikonnal) adhatdé meg.
A fuggvények gorbéi a Descartes-féle koordinata-rendszerben
abrazolhatok. Az ilyen koordinata-rendszer egymasra merdleges két
koordinatatengelybol, a vizszintes x vagy
abszcisszatengelybdl és a fliggdleges y vagy
ordinatatengelybol all (150. abra). A koordinata-
rendszer sikjat koordinatasiknak nevezzik. A
koordinatasik minden egyes pontjanak egyetlen
szampar felel meg. Példaul a 150. abran az A
pontnak a (3; 2) szampar felel meg. Ezt igy irhatjuk
fel: A(3; 2). Itt 3 az A pont abszcisszaja, 2 az A
pont ordinataja.

EGYENLETRENDSZEREK

Az ax + by = c alakd egyenletet, ahol a, b, c adott szdmok, x ésy
kétvaltozés linearis egyenletnek nevezziik. Haa * 0 és b &0, akkor
az egyenletet kétvaltozds elsofokl egyenletnek nevezziik.

A kétvaltozos egyenletet kielégito minden szampart az adott egyenlet
megoldasanak nevezziik. Példaul a (3; -2) szampar az 5x + 3y = 9 egyenlet
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megoldasa. Minden kétvaltozos elsofoku egyenlet-
nek szdmtalan megoldasa van. A Descartes-féle
koordinata-rendszerben minden kétvaltozos
elsofokl egyenletnek egy egyenes - az adott
egyenlet grafikonja - felel meg. A 151. &brén a
2x-y =3 gorbéje lathatd. A gérbe minden pontjanak
koordinatai kielégitik az adott egyenletet. Barmely
maés pont koordinatai nem elégitik ki az egyenletet.

Ha két vagy tobb egyenlet kozds megoldasait kell
meghatarozni, akkor azt mondjék, hogy ezek az
egyenletek egyenletrendszert képeznek. Az egyenletrendszer megoldasa-
nak valamennyi egyenletének k6z6s megoldasat nevezik.

Minden két kétvaltozos elsofoku egyenletbdl allé egyenletrendszemek
egy-egy egyenes felel meg a Descartes-féle koordinata-rendszerben. Mivel
két egyenes vagy metszi egymast, vagy egybeesik vagy parhuzamos
egymassal, ezért a megfeleld egyenletrendszemek lehet egy megoldasa,
szamtalan megoldasa vagy egyetlen megoldasa sem lehet.

A kétvaltozds egyenletrendszer behelyettesitési, egyenld egyltthatdk
vagy grafikus médszerrel oldhaté meg.

Lineéris egyenletrendszerek

falx +bly =cl,
\ax +by =c2
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FELELETEK ES UTMUTATO A
FELADATMEGOLDASHOZ

10. )y <x. 19. ¢) y(-8) >j>(0). 34. x = 15. 37. 2. 39. a) b > a.
40. a)x> y. 44. b) a =b. 45. a) 186,5. 46. €) 10. 47. d) 12. 49. b) 0.
50. e) 2. 51. f) -0,25. 55. 20 %. 71.¢) 5 + X < 6 + 2. 75. b) x2> xy.

76. ¢) 78. 1§, 88.b)(3x+1)(2x-1).

103. a)6<x-y<8. 108.c) 3,58 m10° < F < 3.66-106 113. d) 1
122. a) —4< x < 2. 123. 12 6rakor. 136. c) x > 5. 137. b) x > 1
141. by x >-2,6. 143. a) x > 8. 146. a) x < 4. 147. c) x > -2. 149. a) 4.
153. ¢)x > 2. 154. a) x >-2. 155. ¢)z> 0,65. 157. a) x > 5. 158. a) ¢ > 2.
160. d) Nincs megoldasa. 161. b) x < 0. 162. [0; 4). 165. Nem

tobb mint 25~ km. 166. a) x < -0,5; b) x > -1 167.¢c) 1<x < 4.

170. ¢) -0,2 < x < 0,6. 171. ¢) Ha a < 0,5, akkor x > 2a - 1, ha
a = 0,5, akkor nincsenek megoldasai; ha a > 0,5, akkor x < 2a - 1
173. e) 1,5 « 103 175. 50%-kal. 188. a) [2; 5]; {3} 190. a) a > c.
191. a) (3;°0). 192. a) (-00; 0,2]. 198. a) x <a <Y.

201. a) -1 <x < 1 203. a) (-°0; «). 204. b)x>4. 206. b) R; [-13; 1).
209. f) (-00; 1) u (4; «). 210. a) R. 219. b) 2 és 3. 221. a) (-3; D).
222. a) Nincs megoldasa. 224. a) (6; 8). 226. b) (10; °0). 227. c) -0,25.
228. a) (2; 16]. 229. a) {3, 4, 5, 6}. 230. b) (-3; -1). 232. a) (1,5; 2,5).
234. b) (-o«; -0,4). 235. a) [3;5]. 236. a) 0,625 < x < 0,875.
238. a) (—2;7). 239. c¢) (-5; 00). 240. a) (-00; -3)u (7; 00).
241.d) (-00; -9) u (-2; 00). 242. (-1; 1). 244. a) (4; 10).
247. a) lgen; b) igen. 248. a) (-1; 3). 249. a) (-4; 1); b) [-2,5; 4,5].
250. a) (-00; 4,5) u (5,5; 00). 251. a) (2; 3). 267. a) a2+ b2 + c2-
- ab - ac - bc = 0,5(2a2+ 2b2+ 2c2- 2ab - 2ac - 2bc) =
=0,5((a- bf +(a- c)2+{b- c)2 > 0. 284. 1633,4t. 298. a) 8.

316. (2; 2). 321. a) (-6; 0); (0; 3). 325. m = 7; igen.
329. a) (-0®;-\V5)u ("5 ;°0). 332.p = 5 hrivnya. egys.; Qs = QD=4 millio
darab évente; 8%-kal csokken. 346. a) R. 347. d) [0; oo); (-00; 1].

359. ¢) Ketto. 363. a) [-5; 4]. 370. c) x > -4. 374. a) (-00; 0).
375. a) (-«o0; 00). 394. Igen. 399. a) (-«>; -c).
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414. a)y = (X - 2)2+ 3. 429. a) 0,5. 430. a) 200 kg. 442. a) (0; 4);
C) (2; -4). 447. m = .6, n = 14. 450. Nem. 452. a);c = 3. 464. a)y = 3.
469. b = -6. 471. Utmutatas. Szerkesszetek .. oldali négyzetet
és két egymaéssal érintkezd oldaldhoz szerkesszetek ;. és 3 oldalu
téglalapokat! 475. a) Kettd. 481. a) (0; 4). 482. a) (-0®; 3) u (3; ®).
483. a) [1; 2]. 484. a) (-0® 0,5] u [1; «,). 485. b) (®®) 6) u (6; OB).
486. a) (1; 2). 487. a) (-0®; -7) u [1; @R). 490. a) (-°®;-2] u [2; @R
491. ¢) -1; 0; 1; 2. 492. a) [1; 4]. 493. a) (1,5; 2). 494. a) (-2; 3).
495. a) (-3; @R). 496. a) (®®; -7] u [-5; ®). 497. a) (0,5; 3).
498. a) [-7; Ju [2; «,). 499. a) [-2; 3].

500. a) {-1} u [1; 2,5], 501.b) (-o®; 0,25)u [6; @R
502. a) (-0,2; 0,2). 504. a) [-1;8].505. a) b e [-1; 1].
506. a) m e (-A; 4). 507. a) [3; 4). 508. a) (®R) -1) u (3; 4] u [7; R
509. a) (-1; 0) u (5; 6). 511. Harom. 512. 10. 525. a) (3; 0), (0; -3).
526. ¢) (2; -1), (1; -2). 527. b) (12; 16), (4; 0). 528. a) (13; 3).
529. a) (-5; -4), (-4; -5), (5; 4), (4; 5). 530. a) (2; 8), (8; 2).
531. a) (8; 6), (-5; -7). 532. a) (-15; 25), (8; 2). 534. a) (2; 1),
(3; 2). 535. a) (5; 1), (8; 2). 536. a) (4; 4), (~A\ 4). 537. a) (-0,7; 4,1),
(1,2; -1,6). 538. a) (4 +VIO; 4 -TiO), (4 - VIO ; 4 +7Ii0).
539. a) (3; 5). 540. a) (1; -1), (1; 1). 541. a) (0; 10), (8; 2).
542. a) (9; 3), (-6; 18). 543. a)(-5; -1), (5; 1). 544. a) (-2; -2),
(1; O- 545. a) (0; 3TiO), (0; -3 VvIO), (9; 3), (-9; -3); ¢) (2; 4),
4; 2, 3+372;3-372)és(3-372;3+372). 546. a) (-3; 4),
(4 -3). 547. a) (6; 2), (-6;-2); ) (1; 2), (2 1). 548. ) (2; 4), (4 2);
b) (7; 5), (-5; -7). 549. a) a=| ésbh=| vagya=2éshb =",
550. 1772 egység. 551. 72 egység. 559. -10 és -0,9 vagy.0,9 és 10.
561. a) 23 és 21. 562. a) 12 dm és 5 dm. 563. 6 m és 8 m. 564. 35 cm és
12 cm. 565. 8 cm és 472 cm. 566. 15 ¢cm és 10 cm. 567. 3, 5 és 8 cm.
568. 84 h és 60 h. 571. 180 alkatrész. 572. 15 nap. 573. 49 munkapadot.
574. 32 m3 575. 36 perc és 72 perc. 576. 39 m, 52 m és 65 m.
577. 300 km vagy 360 km. 578. 48 km/h. 579. 12 km/h, 18 km/h,
24 km. 580. 18 km/h, 2 km/h. 583. 10 km/h. 584. 72 km/h.
585. 60 km/h vagy 93 km/h. 586. 12 perc és 19,8 perc.
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604. A felét. 606. 10 év. 607. 6 nap. 608. 130 t és 65 t.
609. 20 kg és 60 kg. 610. 160 tojas. 611. 14 fank. 612. 200 tankényv.

613. 24 nap alatt. 614. Megoldani az * | A egyenletet! Ez a

harom adott feladat kéz6s modellje. jc = 1g h. 615. 12

617. 24. 619. 7 személy. 621. 11 csapat. 623. 12 cm és 25 cm.
624. 18 lab és 32 lab. 626. 15 6ra és 10 ora. 627. 10 Ora alatt.
628. 60 g és 40 g. 629.60 g-mal. 630. 20%-kal. 632. 5 hrivnya; 635 millid
darab évente; a kereslet csokken, a kinalat nd rendre 23 és 97 millid
darabbal évente. 633. 163 940 hrivnya, 109 850 hrivnya.
635.2 tanulé. 636. 1tanuld. 637. 24 km/hés 16 km/h.
638. 45km/h és 50 km/h. 639. 40 km/hés 50 km/h.
640. 60km/h és 120 km/h. 641. 60 km/hés 50 km/h.
642. 18 km/h és 24 km/h. 643. 8 km-rel. 645. Balint — K,
Gabi — T, Paula — P. 658. a) 0,02; c¢) 2,16.
659. a) 40%; b) 53%. 660. 1 a) 147 hrivnya. 661. b) 100. 663. b) 16%.
664. 19 kg. 665. 2700 t. 667. 200 kg, 300 kg és 500 kg. 668. 182 cm.
671. ~95%. 674. 108%-kal, 8%-kal. 681. 375 hrivnya. 684. 11.
688. 1,25-szorosara nd. 689. 9%-0s. 696. 300 g és 500 g.

729. a) 37,25; b) 0,026. 730. d) 72 < 73 < 74. 731. 1,078,
0,0003; 1,08, 0,0017; 1,1, 0,0217; 1, 0,0783. 732. 315 g; 5 .
734. a) lgen; b) nem. 748. 124 km/h, 0,2 km/h. 752. x +y = 31,20;
jc-y =12, 54; joy = 210,1; jc :y = 2,173. 753. a) 8,72. 763. b) 0,25.
764. 0,25. 766. a) 0,064; b) 0,288; c) 0,432. 767. a) 0,3; b) 0,2;
c) 0,1. 769. 0,8. 771. 0,5. 772. 0,5. 773. 0,0061. 774. 0,9. 775. 0,3.
776. 0,9. 777. b) 0,2. 778. a) 0,95; b) 0,05.781. a) 0,488; b) 0,096.
782. 0,2. 784. b) 0,68; c) 0,72. 785. 35. 794. a) 50; b) 15. 795. 5,8.
796. 7,5%, 12,5%, 10%, 5%, 15%, 25%, 15%, 25%, 15%,
7,5%, 2,5%. 798. (2 + 10+ 3«20 + 5 «20): 50 = 3,6. 799. 50.

800. a) A mddusz 6, a médian 6, az atlag 5,3; b) a mbdusz 13,
a médian 13,5; az atlag 13,9. 830. a) 67; c) 4. 831. 5-tel.
832. 10-szer. 833. b= 64; b= 256; bx= 1024. 835. an= In - 4.
836. 7,9, 11, 13, 15,.... 839.¢c) 15, 10, 5, 0,-5. 841. a2=-2; ab=7;
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al0=22. 842. a) n = 17; b) n = 16. 843. a) 16 < n <51. 844. a) 124.
845. 14. 847. k =4,p = 3. 848. an= (4 - n)\ 849. a) an=3n- 1
859. a) a3= 4. 860. a) a5=-10. 863. 1000 és 1500 hrivnya. 865. a) (5; 0),
(1; 4). 870.a) 7, 9, 11, 13, 15. 872. a)a7= -19, ad=-71. 873.d = 11,
al= 102, aD= 212. 874. d= 5, £0=47. 875. a) ( = 15; b) d = -0,2.
876. a) ax=>5; b) a] =40. 877. ax= 5, ab= 17, au = 35, = 65.
878.d = -9, a, = 86, &« = 50, 7 = -94. 879. a7= 14, ad ='7,5.
880. ad = 20, a4l = 20,5. 883. a) -125. 884. a) ax= -85, d = 20;
b) d = 6, a= -37.- 885. a) 50. 886. a) 2420. 887. a) 1088.
888. ad = 79; SO = 820. 889. 1830. 891. 5050. 892. 10 000.
893. 645 cm. 894. 1680 ezlstot. 895. aqg= 16,1, an—2n - 1,9,
7" =6p - 1,9 896.c) 95. 897.a) &7, = 1,d = 3, £, = 61, £0 = 298;
d) & =2,8,d= 12, £2= 26,8, am = 121,6.

901. a) 7. 902. a) 13. 903. b) 16 . 904. 39. 905. a) ¢, = 2, d = 5.
907. 45 =75 cm, AB = 2,5« cm. 912. 18 16. 913. a) 430;
d) 300. 914. 9900. 916. a) 166 833. 917. a) 2020. 918. £?= 8. 919. 75.
920. SZ = 54. 921. a) SD= 1090. 922. a) £6 = 3. 923. S9= 63.
924.90-szer. 925. a) =314 m. 926. Vizsgéljatok megaza-2d,a-d,a,a+ d,
a + 2d sorozatot, amelyben a tagok 6sszege 180(5 -2). 927. 3,5£7 + b).

928. a) 2x+71i ¢) * 929. a) (0; 8). 937. b) g = 0,1,
b5=0,00001. 938. bA=-24, b7=-192, bn=-3*2"-'. 939. a) bx= 3.
940. d) bn = 64. 941. a) b7=148; b) b7=-24. 942. a) bn= 2 « 3"-

943. a) n = 5. 944. Igen. 945. a) S6=-1092. 946. a) 511. 947. a) S6=

= 52081. 948. d) SB= 32 767. 950. 4 294 967 295 vagy (22 - 1)

garas . 951.a) 6,= 17367, q== | . 954. a) 20. 955. a) bx= 1, q =3.
960. 1. 961. -2048. 962. 3, 6, 12. 964. =455 Hgmm. 965. Igen.
968. 27, 18, 12, 8. 969. a) n = 6; b) n = 10. 970. 3, 6, 12, 18 vagy
18,75, 11,25, 6,75, 4,05. 971. -0,5, -1, -4, -16 vagy -0,5, 1, 4, 16.
972. a) 6,.. 973. P = b.m,(~ 974. Tébb mint 10 000 ezist.
975. = 2R baktérium. 976. 265 ez sokkal tébb, mint a Fold

lakossaga. 977. a) (0; 9). 979. 8,8 és 7,8 g/cm3 984. a) 3; d) -y .
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985. a) 1,5. 986. |. 987. a) j. 988. b) |. 989. a) |. 990. 6 cm.
993. a) 2 + yfl; ) ~ . 994, 6V3r, 47er. 995. ¢) N . 996. c) \\
997.b) =x. 998. 16+ 8~ . 999.3, |, y e

1000. 64= 1001. les | . 1002. a) -50; b) -5050. 1003. a) 40.
1006. a) x, = |, x2= ",

1101. Emeljetek negyzetre a kifejezeseket! 1102. Bizonyitsatok be, hogy

IO+ 4yR = yfs £2. 1103. a) 2a2 + b2+ c2-2ab - 2ac = (a - b)2+
+ (a- €)2 1104. a) x4+y4- x¥ - xy3= (X-y)(x2-y 3, azx -y esx2-y 3
szamok egyforma eldjelliek; b) (x - \)2+ (x - 2y)2+ (y -2 )2+ 1> 0.

1107. x2+ (1 -x)2-| =\ (2x- 1)2 1111. x legkisebb erteke, amely

melletta -Jx-6 kifejezesnek van erteke, 6-tal egyenld. Mindegyik egyenlot-
lenseg megoldésainak a halmaza (6; °°). 1115.y = X + 52\ + x -J2\.
1119. 0, 2, 4, 3, 2; szerkesszetek meg azy = [x2- 6x + 5| ftiggveny
gorbejet. 1120. a) (-«>; 0] u [6; °0); b) nines megoldéasa. 1123. * 16 nap.

1124. Balra. 1125.3 : 4. 1126.x=31;y =5\ ;z=1\. 1127.a) 71 071,
b) 428 429. 1128. a?(@"2- \):(gn- \). 1129. q : (1 - )2
1130. 6, -3, |, —}, ... . 1131. 1vagy -2. 1132. Bizonyitsdtok be,

hogy a + ¢ = 2b mellett a harmadik es a mé&sodik hdromtag
kilénbsege a mésodik es az elsé hdromtag kiildnbsegevel egyenld!

1133. @) an= 15+ (-1)" *0,5; b) @' = (-1)m. 1134. a) *"n{n + 1)(« + 2);

b) n\n + 1). 1136. 3, 7, 11, ... . 1137. 1480 font. 1138. 7, 11, 15,
19, 23,27,31,35. 1139. et = n2+ 2. 1140.x = 7. 1141. Igen, ez a 16,31,
46, ..., 15« + 1, ... szamtani sorozat. 1146. a) 3, 12, 48 ... .

1148.2-szer. 1149. 11-szer.
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Abszcisszatengely 279
Abszoldt hiba 175
Algebrai tortkifejezés 278
Alkalmazott matematikai
feladatok 149

Azonos kifejezések 273
Azonossag 273

Befektetési dsszeg 165
Diszkriminans 278

Egész kitevojl hatvany 276
Egyenes ardnyossag 70
Egyenlet 277

- ekvivalens 277

- lineéris 277

- mésodfoku 278
Egyenletek megoldasa 277
Egyenletrendszerek
megoldasa 122
Egyenlotlenség-rendszerek
megoldasa 48
Egyenlotlenségjel 8
Egyenlétlenség 7

- ekvivalens 29

- ismeretlent tartalmazo6 28
- kettds 22

- masodfoku 113

- valtozdt tartalmazé 9
Egyenlétlenségek
bizonyitasa 56
Egyenlétlenségek
megoldasa 29

Algebra 9

Egytagu kifejezés 273

Ertékbecslés 23

Ertékes szdmjegyek 176 ,
Ertékkészlet 69
Ertelmezési tartomény 69
Ezrelék 166

Fogy6 szamsorozatok 213
Forditott ardnyossag 71
Flggvény argumentuma 69
Fluggvény 69
- csokken6 83

- linearis 70

- masodfoku 103
- névekvé 83

- péaratlan 81

- paros 8l

Gorbe

-egyenleté 280
- fliggvényé 69
Gyakorisagi tablazat 194

Hatvany tulajdonsaga 275
Hatvany 273,276
Hipérbola 71
Hisztogram 193

Intervallumok 30,38
Irracionalis szamok 272

Kamat 163
- egyszerii 165
- kamatos 165
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Kamatos kamat dsszege 166
Kamatos kamat 166
Kerekités 272

Kéttag kobe 275

Kéttag négyzete 275
Kifejezések atalakitasa 277
Kifejezések 273

- egész 274

- racionalis 273

- véltoz6t tartalmazé 273
Koefficiens (egyutthat) 274
Koordinatasik 279
Kozelito érték 175

- szamitasa 175

Masodfoku

egyenlet gyokei 278
Masodfoku

egyenlet képlete 278
Matematikai modellezés 149
Matematikai statisztika 193
Median 194

Meértani kozépardnyos 57
Mértani

sorozat hanyadosa 231
Mértani sorozat 231

Minta atlaga 194
Minta 193
Modell 150
Médusz 194

Multiplikator 166
Miveletek 183

Négyzetek killonbsége 275
Négyzetgyok 276
Novekedd szamsorozat 213

Ordinatatengely 279
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Osszegszamitas 242

Parabola 103, 106
Pont abszcisszdja 279
Pont ordinatagja 279
Proba 149

Racionalis szamok272
Relativ hiba 176
Roviditett szorzas
képlete 275

Sz&m normalalakja 178
Szadmegyenlotlenség 8, 16
Szamsoirozatok 211
Széamtani kozéparanyos 57
Széamtani sorozat 221
Szamtani sorozat

kiilonbsége 221

Tizedesjegyek 176
Tobbtagu kifejezés 274
Toémegjelenségek 193

Tort alaptulajdonsdga 275
Tulajdonsagok

egyenleteké 277
fuggvényeké 80
hatvanyoké 276
szamegyenlotlenségeké 16

Valdsszamok 272
ValGsziniiség 186
Végtelen mértani sorozat
0sszege 243
Végtelen szdmtani sorozat
0sszege 222

Viete tétele 279
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