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Kedves kilencedikesek!

Ez az algebra tankönyv ugyanolyan szerkezetıı, mint az a könyv, 
amelyböl a 8. osztâlyban tanultatok. Találtok benne elméletet, példákat 
és gyakorlatokat, onálló munkát igénylô feladatokat, az ônellenorzést 
szolgáló kérdéseket, matematikatorténeti utalásokat.

A tankönyv elméleti részeinek a tanulása során különleges 
fígyelmet kell fordítanotok a doit betükkel szedett szavakra. Az így 
kiemelt szavak matematikai kifejezések, amelyeket tudnotok kell 
értelmezni, és meg kell jegyeznetek öket. A fé lk ôvér vagy kék 
betükkel kiemelt mondatok -  szabályok vagy fontos matematikai 
állítások. Ezeket is meg kell jegyeznetek, és tudnotok kell alkalmazni 
öket a példák és gyakorlatok megoldásánál.

A tankönyvben a matematikai folklór tárgykorébe tartozó 
feladványok, ismert matematikusok feladatai és torténelmi materna-4
tikai rejtvények találhatók. Az algebra, a matematika egészéhez 
hasonlóan, nemcsak a tudományos megismerés fontos eszköze, hanem 
a tanulók logikai gondolkodását fejlesztö jó módszer és az egyetemes 
emberi kultúra része.

Minden paragrafusban megtalálható a Szeretnétek töbhet tudnil 
rubrika, amelyben a matematika iránt komolyabban érdeklôdô tanulók

találhatnak bövebb ismereteket, a jelôlése . Az Ellenorizzétek
magatokañ rész kérdéseinek megválaszolásával rögzithetitek, 
általánosíthatjátok és rendszerezhetitek az adott témakor tanulása 
során megszerzett ismereteiteket, tudásotokat és készségeiteket. Az 
Oldjuk meg együtt\ rubrikában a legfontosabb gyakorlati feladatok 
megoldására találtok példákat. Ezekkel ajánlatos még azt megelözöen 
megismerkednetek, hogy hozzákezdtek a házi feladat elkészítéséhez 
(jelôlése: ş> ).

A tankönyv különbözö nehézségi fokozatú gyakorlatokat is 
tartalmaz a szóbeli feladatoktól kezdve a meglehetösen nehéz példákig, 
feladatokig. Az utóbbiak sorszáma után csillag (*) található. Ezeket a 
példákat és feladatokat elsösorban azoknak a tanulôknak kell 
megoldaniuk, akik késôbb szakositott matematikai osztâlyban 
szeretnék folytatni tanulmányaikat. A Felkészülés a témaismereti 
értékelésre  rubrika a megtanult tananyag ismétlésében és 
rendszerezésében segit benneteket. A Matematikatôrténet cimü rész 
minden tanuló látókorének szélesítését szolgàlja.



A felsöfokû matematika eg y i k jellegzetes  
sajátossága az a meghatározó szerep, amelyet 
benne az egyenlotlenségek játszanak.

R. C ourant

> 4 »  *
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EGYENLOTLENSEGEK
FEJEZET
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Az egvenlötlensegeket ugyan- 
olyan gyakran hasznäljäk, mint az 
egyenlösegeket. A segitsegükkel 
celszerü mödon modellälhatök a na- 
gyobb -  kisebb es a rövidebb -hosz- 
szabb reläciök. Akärcsak az 
egyenlösegek, az egyenlötlensegek 
is kifejezhetök szämokkal es välto- 
zökkal. Egyes egyenlötlensegeket 
bizonyitanak, mäsokat megoldanak.

A fejezet fö temäi:
• a szämegyenlötlensegek 

tulajdonsägai;
• kettös egyenlötlensegek;
• egyvältozös 

egyenlötlensegek 
megoldäsa;

• egyvältozös ,
egyenlötlenseg-rendszerek.

1 . 8 .  ÄLTALÄNOS TUDNIVALÖK AZ 
EGYENLÖTLENSEGEKRÖL

Ha az a szäm nagyobb vagy kisebb a b szämnäl, akkor a 
következökeppen irjuk le: a < b vagy a > b. Peldäul

3 <5, -7  >-13.
A „több” es a „kevesebb” reläciö tartalma a következö meghatärozässal 

ältalänosithatö.

Az a szämot a b szämnäl nagyobbnak tekintjük, ha az 
a -  b különbseg pozitiv; az a szäm kisebb a b szämnäl, 
ha az a -  b különbseg negativ.

Mivel az a -  b különbseg lehet negativ, pozitiv vagy nulla, igy a 
következö härom egyenlötlenseg közül egy es csakis egy lehet igaz:

a > b, a< b, a = b.
Az elözö meghatärozäs segitsegevel összehasonlithatunk szämokat, 

azaz megällapithatjuk, melyik a nagyobb es melyik a kisebb. Peldäul ahhoz,

hogy összehasonlitsuk a ^ es ^  törtet, meghatärozzuk a különbsegüket:

4 _ H _  4-25-11-9 _  j 
9 25 ~  9-25 -  225‘

4 11A törtek különbsege pozitiv, tehät g > 25 •
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A szâmegyenesen a kisebb szâmnak megfelelö pont a nagyobb şzâmot 
jelölö ponttöl balra helyezkedik el. Peldâul az 1. abra a következö relâciöt 
szemlelteti:

c < a, a < b, c < b.

1. abra

Az egyenlötlenseg a többi között a kisebb -  nagyobb, lejjebb -  feljebb, 
rövidebb -  hosszabb, szükebb -  tâgabb, vekonyabb -  vastagabb olcsöbb 
-  drâgâbb, fiatalabb -  idösebb relâciök absztrakt matematikai modellje. A 
< (kisebb) es > (nagyobb) jelek mellett gyakran hasznâljuk meg a < kisebb 
vagy egyenlö (nem nagyobb) es a > nagyobb vagy egyenlö (nem kisebb) 
jeleket.

Az a < b- jelöles azt jelenti, hogy a < b vagy a = b.

A z a > b  jelöles azt jelenti, hogy a > b vagy a = b.
V________________________ ________________________ )

Peldâul kijelenthetö, hogy 2 < 5 , 4 > 4 , - ^ <  -0,5.

A < es > jelek a szigorü egyenlötlenseg jelei. Ezek a jelek ellentetesek, 
mert ha a < b, akkor b> aes ez forditva is igaz. A < es > jelek is ellentetesek 
es nem szigorü egyenlötlensegeknek nevezzük öket. A <, >, a < es > 
jeleket relâciös jeleknek nevezzük.

Ha ket kifejezest relâciös jellel összekapcsolunk, akkor 
egyenlötlenseget kapunk.

Egyenlötlensegek peldäi a 3 < VFo ,a 2 + b2> lab , 3x -  5 > 0.
Azt a kifejezest, amely a reläciös jel jobb vagy bal oldalän 

van, az egyenlötlenseg jobb vagy bal oldalänak nevezzük. Peldäul az 
5x + 4 < 8 egyenlötlenseg bal oldala az 5x + 4 kifejezes, a jobb oldala 
pedig a 8 (bärmely szämot szinten kifejezesnek tekintünk).

Azt az egyenlötlenseget, melynek mindket oldalän szäm 
all, szämegyenlötlensegnek nevezzük. A szämegyenlötlensegek lehetnek
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igazak és hamisak. Például a 2 < 3, ^2 > 1, -3 < -5  egyenlotlenségek 
közül az elsö kettö igaz, a harmadik pedig hamis, mivel -3 nagyobb, 
mint -5.

A változót tartalmazó egyenlotlenségek a változó néhány értéke esetén 
lehetnek igazak, ugyanakkor más értékek esetén hamisak. Például a 
2x + 3 > 5 egyenlotlenség az x = 2, 3, 4, 5 értékek mellett igaz, de az 1, 0, 
-1 , -2  értékeknél hamis. Azt mondjuk, hogy a 2, 3, 4, 5 értékek az 
egyenlotlenséget igazzá teszik, az 1, 0, - 1, -2 értékek viszont nem.

A fentebb használt egyenlotlenségjeleken (<, >, <, >) kívül 
gyakran alkalmazzák a *  (nem egyenlö) jelet. Ha például a „nem 

nagyobb” (a < b) reláció azt jelenti, hogy a < b vagy a -  b, akkor a „nem 
egyenlö” (a *  b) reláció azt jelenti: a < b vagy a > b.

A „nem egyenlö” reláció lényegesen különbözik a „nem nagyobb” 
relációtól. Az =, <, >, <, > jelekkel kifejezett valamennyi egyenloségi és 
egyenlotlenségi relációk esetében igaz a tranzitivitási (tranzitivitás = 
átvihetoség) tulajdonság, vagyis az a < b és b < c relációból következik, 
hogy a<c. A „nem egyenlö” reláció esetében ez a tulajdonság nem mindig 
igaz: a z a * b é s b * c  relációkból nem mindig következik az a±c. Például 
a 2 * 3 és 3 * 2, de a 2 * 2 hamis, nem igaz.

Ezért a továbbiakban az egyenlotlenségeken két olyan számot vagy 
kifejezést fogunk érteni, amelyek a <, >, <, > jelek bármelyikével, de nem 
a *  jellel van összekapcsolva.

Ellenorizzétek magatokat!

Milyen feltételek mellett lesz az a szám nagyobb, mint a c?
Mit nevezünk egyenlotlenségnek?
Milyenek lehetnek az egyenlotlenségek?
Milyen egyenlotlenségeket nevezünk szigorúaknak, és milyeneket 
nem szigorúaknak?
Mit jelentenek az a < b, a > b kifejezések? Olvassátok el ezeket!

> /  Oldjuk meg együtt!

1. Az a és b szám közül melyik a kisebb, ha:
a) a -  b = ( - 1)2; b)a = b - 3 ;  c ) a - 5  = b?

J  M e g o ld á s .a ) ¿ 7- /?  = ( - l)2 = 1 (pozitív szám), tehát b < a;
b) megkeressük az a és b szám külonbségét: a -  h = -3 (negativ szám), 
vagyis a < b; c) a -  b = 5 (pozitív szám), tehát b < a.

F e 1 e 1 e t . a) b < a; b) a < b\ c )b  < a.

® i

> 1.

^  5.



2. Milyen feltételek mellett van legnagyobb értéke a 4 -  (2x + 3)* 2 
kifejezésnek?
y  M e g o ld á s .  A kifejezésnek a kivonandó legkisebb értéke 

mellett van a legnagyobb értéke. A (2x + 3)2 kifejezésnek akkor van 
legkisebb értéke, amikor 2x + 3 = 0, vagyis ha x = -1,5.

F e 1 e 1 e t . Ha* = -1,5.
3. A külónbségek kozül melyik a legnagyobb, és hányszorosan: 
200920'0 -  20092009 vagy 20092009 -  20092008?

✓  M e g o l d á s .  20092010 -  20092009 = 20092009(2009 -  1) = 
= 2008 • 20092009;

20092009 -  20092008 = 20092008(2009 -  1) = 2008 • 20092008; 
(2008 • 20092009) : (2008 • 20092008) = 2009.
F e 1 e 1 e t . Az elsó külónbség 2009-szer nagyobb a másodiknál.
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▼  Oldjátok meg szóban!

1. Melyik a nagyobb az x és y  számok kozül, ha :
a) x - y  = 1; b) x - y  = -1; c ) y - x  = 2; d ) y - 5 = x ?

2. A k, l, m koordinátájú K, L, M  pontok a 2. ábrán látható módon 
helyezkednek el a koordinátatengelyen. Hasonlítsátok óssze a 
számokat!

K(k) L(l) M(m)
—i------- 1— .—i------ 1-------- --------►
- 1 0  1

2. ábra

a) k és m; b) k és 1;
d) 0 és /; e) k és /;

3. Igaz-e az egyenlótlenség:
a) 2 > 2; b) -3 < -5;

4. Hasonlítsátok óssze a számokat:

a) 1,28 és | ; b) 0,02 és — ;
5. Hasonlítsátok óssze a tórteket:

a) 7 es y; b ) - 3 e s - 5 ;

c) m és /; 
f) m és - 1.

c) 3 < 2; d) -5  < -2?

c)-* és-0 ,3 3 ; d) 1,6 és  ̂ ! 

C> 6 éS 7 ’ d> - r 3 éS“ 27!

6. Mindig kisebb-e az I
X x megfeleló értékénél?

7. Mindig kisebb-e a J x  x megfeleló értékénél?
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17. Hasonlítsátok össze a 2x + 3 és 3jc -  2 kifejezések értékeit, ha:
a) jc = -1; b)jc = 0; c)x = 5; d)jr = 7!

18. Hasonlítsátok össze azy = 2x -  1 fíiggvény értékeit, ha:
a)jc= 1 ésjc = 2; b)jc = - l  ésjc = - 2; c)x  = 0,1 ésx = 0,2! 

S> 19. Hasonlítsátok össze az y  = x2 fuggvény értékeit, ha:
a) x = -20 és x = 20; b) x = -2  és jc = — 1 ; c) x = -8  és x = 0 !

20. Bizonyítsátok be, hogy 10" -  1010 > 1010 + 109!
3> 21. Igaz-e a 3 jc -  2 < 7 egyenlotlenség, ha:

a)jc = 4; b)jc = 3; c)x  = 2; d)jc = 0?
22. Az jc = 10 esetén mely egyenlotlenségek igazak:

a )0 ,5 jc+ l> 3 ; b)-7jc + 3< x ; c) 3 -  x > x -  17?
23. A c változó valamennyi valós értéke mellett igazak-e a következö 

egyenlotlenségek:
a) c2 + 3 > 0; b)(c + 2)2>0; c ) ( c - l ) 2>0?

3> 24. Bizonyítsátok be, hogy az n minden értékénél:
a) n4 + 1 > 0; b) {n -  5)2 >0; c) n2 -  2n + 1 > 0!

25. Nevezzétek meg az x változó néhány olyan értékét, melyek igazzá 
teszik a következö egyenlôtlenségeket:
a) 2* + 3 < 0; b )3 - jc 2>0; c) jc+ < 1 !

B szint

26. Rendezzétek növekvö sorrendbe:

(-Jt)2; J Î ;  - l 2; l f  ; - J Î ;  f ;  (-2)3; Æ I ; -5; (-3)°!

27. Rendezzétek csökkenö sorrendbe:

-2it; M  ; 297»; ( - § ) ' ;  * ;  O297; (-2)! ; it; - f  !

28. Hasonlítsátok össze az 5m + 1 és a 1 9 -3 m értékeit, ha:
a) m = 2; b) m = sil ; c) m = 1 — V2 ; d) m = 1 + ^3 !

1229. Hasonlítsátok össze az y  = 12 + 45jc és az y  = — függvények 
értékeit, ha:

a):c= b) .c = ; c) jc = -  |  ; d) jc =  ̂!
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30. A külônbségek közül melyik a legnagyobb, és hànyszorosan:
19992000 _ 19991999 vagy 19991999 _ j 99919989

31. Bizonyítsátok be, hogy a minden értékénél igaz az egyenlotlenség:
a) (<7 -  3)2 + 2 > 0; b) (2a+  l )2 + 0 ,5>0;
c) 4a2 -  4a + 1 > 0; d) 9a2 + 2 > 6a\

32. Mi a nagyobb: két pozitív szàm ôsszegének a négyzete vagy négyzeteik
összege?

33. Mely feltétel esetén lesz legkisebb az 1 + (2x -  3)2 kifejezés értéke?
34. Mely feltétel esetén lesz legnagyobb az 1 -  (2x -  3)2 kifejezés értéke?
35. Hogyan helyezkednek el a koordinâtatengelyen az A(a), B(b), 

C(c) és D(d) pontok, ha:
a) a > b, a + b = 2d és b + d = 2c;
b) a < b, 2a = b + c és 2d = a + bl

36. Keressetek az n változóhoz olyan értékeket, amelyek kielégitik 
az alàbbi egyenlôtlenségeket:
a) 3n -  2 > 2n -  3; b) 5« + 8 < 8« -  1 !

2> 37. Két reciprok szàm összege 2,5. Keressétek meg a számok nagyobbikât!
238. Növekszik vagy csökken a |  tort értéke, ha a számlálójához és a 

nevezôjéhez hozzáadjuk ugyanazt a természetes szâmot? Mondjatok 
példâkat!

39. Melyik nagyobb az a és b számok közül, ha:
a) a + 7,8 = b + 3,5; b) a -  4,5 = b -  2,3;
c) 8,5 -  a = 7,3 -  b; d) 2a + 3,5 = b -  3,5?

40. Melyik nagyobb az a és b számok közül, ha:
a) 2,5* = 3,2y; b) 5,3 : x = 7,1 : y;
c) X : 3,8 =y : 2,6; d) 2x -  3y = 5,4?

^ 41. Hét füzet drágább, mint 9 ceruza. Mi drágább: 12 füzet vagy 
15 ceruza?

2> 42. Négy barátno: Halász Dora, Kulcsár Eva, Miskolci Zsuzsa és Kovács 
Zita a fivéreikkel együtt mentek korcsolyázni. A fiúk mindegyike 
magasabb volt a lánytestvérénél. A fiatalok páronként kezdtek 
korcsolyázni. Kiderült, hogy mindegyik pár fiútagja magasabb, mint 
a lánypartnere, de egyikük sem a lánytestvérével korcsolyázott. A 
fmk között Halász András volt a legmagasabb, a lányok kôrében pedig # 
Dora -  a legalacsonyabb. Ismeretes, hogy Miskolci Zsuzsa és Viktor
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magasabb Kovács Lórántnál, de alacsonyabb Évánál. Kivel 
korcsolyázott párban Kuicsár Bálint?

43. Hasonlítsátok össze a kifejezések értékeit:
a) a2 + 36 és 12a; b) 4(x + 1 ) és (x + 2)2;
c) b3 + 2 és 2b + 1 ; d) (y -  3)2 és {y -  2)(y -  4)!

44. Hasonlítsátok össze aza és b nem negativ számok értékeit:
a )a 2>b2; b ) b - a  = a - b ;  c ) a - b  = a + b\
Vizsgáljátok meg az összes lehetséges esetet!

«=► Ismétlo gyakorlatok

Számítsátok ki (45-47)!

a) 1(- + —+ 12—1 (5 10 15J1 : 15 ’ b) 1( i- 'io  + ) - ' H -

c) 1 ( H •5; 4)1í¡ -■i) =
3
4

a) 213 • 0,513; b) 257 • 0,,047; c) 0,5I!- (-2)13;
d)--532 • 0,232; e) o ,i-21 • 10-20; f) 0,2-41 • (-0,5)^°

a) b) J\32 - 122 • c) j3 2 + 42 .

d) y¡2\,82 — 18,22 5 e) V45,82-44,2>2 . 
5 f) Ä 22 -  1,8’ .

Egyszerüsítsétek a kifejezést (48-50)!
48. a) (c -  5)(c + 2) + 3c + 10; b) (x2 + ax + a2)(x -  a) + a3;

c) (a2 — a + 1 )(a + 1) -  a3; d) (x2 - y ) ( x - y 2) -y 3 + xy;



c) (V3-V5): + JĞÖ ;

e) yİ6+ Æ -yİ6-yf2Ö  ;
51. Oldjátok meg az egyenleteket:

a) X2 + 8jc +  15 = 0; 
c)y2- 7 y -  18 = 0;

d) (JÏ5 + 2]2 -  V24Ö ; 

f) yİ5+ J24-yİ5-J24  .

b) X2 + IOjc + 21 =0; 
d) z2-9 z +  14 = 0;

e)
3.V -  1 
3x +1 =  2 -

X -  3 . 
X + 3 ’ 0 3c 2 c - 9  

3 c - 2  2 c - 5 =  2!

52. Oldjátok meg az egyenletrendszereket:

a)

_4_____ 1 _
X-2  y -6

3 2+ —é:— 
X  + 5 j  -  3

= 0,

= 2;
b)

3
X + 3

4
X - 1

+ 5
y + 1

= 1!

53. Ábrázoljátok grafıkusan az alábbi fiiggvényeket:

a)y = 3 -x ;  b)y = ~x ; c )y  = x2; d)y = -V x !

54. Vizsgáljátok meg a 4. ábrán látható függvénygórbét, és 
magyarázzátok meg, hogy az mely intervallumokban növekszik, 
csökken, s melyekben pozitív, illetve negativ! Mutassátok meg 
a fíiggvény legnagyobb értékét!
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55. Miután a 40 g sót tartalmazó oldathoz 200 g vizet öntöttek, az 
oldat koncentrációja 10%-kal csökkent. Milyen volt a sóoldat 
koncentrációja kezdetben?

A SZÁMEGYENLOTLENSÉGEK 
TU LA J DONSÁG AI

Vizsgáljuk meg az a < b, c > c¡ egyenlotlenségeket, ahoi a, b, c és d 
tetszöleges valós szám.

f 1. tétel. Ha a < b és h < c, akkor a < c.

B iz o n y i t ä s .H a a < / > e s 6 <c, akkor az a -  b es b -  c különbseg 
negativ. Viszont ebben az esetben az összegük (a -  b) + (b -  c) = 
= a -  c is negativ. De ha az a -  c különbseg negativ, akkor a < c. Ezt kellett 
bebizonyitanunk.

Az 1. t e t e l  az azonos reläciös jelü egyenlötlensegek tranzitiv 
tulajDonsägait fejezi ki.

Pelda. Mivel J lj)  < J l  es < 1,42, ezert VÜ9 < 1,42.

|  2. tetel. Ha egy igaz egyenlötlenseg m indket o ldalaho /
hozzaadjuk ugyanazt a szämot, akkor igaz egyenlötlenseget 
kapunk.

Például, ha a < b és c tetszöleges valós szám, akkor a + c < b + c. 
B i z o n y í t á s .  Ha a < b, akkor az a -  b külonbség negativ. Mivel 

a -  b = (a + c) -  (b + c), ezért az (a + c) -  (b + c) külonbség is negativ. 
Ez azt jelenti, hogy a + c < b + c. 3

3. tétel. Ha egv igaz egyenlötlenseg m indkét o ida lá t 
megszorozzuk ugyanazzal a pozitív valós szánimal, akkor igaz 
egyenlotlenséget kapunk.

Ha egv igaz egyenlötlenseg mindkét oidalát megszorozzuk 
egy és ugyanazon negativ szánimal, és az egyenlotlenség relációs 
jelét az ellenkezojére változtatjuk, akkor igaz egyenlotlenséget 
kapunk.
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B i z o n y i t ä s . Legyen a < b es c bärmely pozitiv szäm. Ebben az 
esetben a - b , ( a -  b)c, tehät az ac -  bc különbseg is negativ szäm, vagyis 
ac < bc.

Ha a < b es c tetszöleges negativ szäm, akkor az (a -  b)c szorzat, 
következeskeppen az ac -  bc különbseg is pozitiv lesz. Ezert ac > bc. 

Peldäk. a) 3 < 4 es 5 > 0, ezert 3 • 5 < 4 • 5 vagy 15 < 20;
b) 3 < 4 es -2 < 0, akkor 3 • (-2) > 4 • (-2) vagy -6  > -  8.
Mivel a szorzäst helyettesithetjük reciprok szämmal valö osztässal, ezert 

ä harmadik tetelben a szorzäs szöt osztässal helyettesithetjük.

Ha a < b es c > 0, akkor -  < - ;  ha a < b es c < 0, akkor -  > - .

|  4. tetel. Ket azonos relaciös jelü egyenlötlenseg bal es jobb
VJL. oldalait külön-külön összeadhatjuk.

Ha peldäul a < b es c < d, akkor a + c < b + d.
B i z o n y i t ä s .  Ha a < b es c < d, akkor a 2. tetel alapjän a + c < b + c 

es b + c < b + d, ahonnan az 1. tetel szerint a + c < b + ä.
Pelda. 2 < 3 es 5 < 7, ezert 2 + 5 < 3 + 7 vagy 7 < 10.

m 5. tetel. Ket azonos relaciös jelü egyenlötlenseg tagonkönt 
beszorozhatö, ha a bal es a jobb oldala pozitiv szäniokböl all.

Ha peldäul a < b, c < d es a, b, c, z/ is pozitiv szäm, akkor ac < bd. 
B i z o n y i t ä s .  H a ü f< ^ e sc < i/e sa c e s /?  pozitiv szämok, akkor a 

3. tetel alapjän ac < bc es bc < bd. Ebböl viszont az 1. tetel szerint 
ac < bd.

Megjegyzes. A 4. es az 5. tetel ervenyes härom vagy tetszöleges szämü 
egyenlötlensegre is. Ha peldäul a < b, c < d es n < m, akkor
a + c + n < b  + d+m .

Az 1-5. tetelek a >, >, < reläciös jelü egyenlötlensegek eseteben 
majdnem ugyanügy bizonyithatök, mint a < jelü egyenlötlensegek 
vonatkozäsäban.

N egyzetre  vagy köbre em elhe tö -e  az egyen lö tlenseg  
^  mindket oldala? Legyen az a es b  szäm pozitiv; ha tagonkent 

beszorozzuk az a < b, a < b egyenlötlensegeket, akkor az a2 < b2 
egyenlötlenseget kapjuk. Amennyiben ennek az oldalait tagonkent 
beszorozzuk az a < b egyen lö tlensegge l, ügy az ai < b3 
egyenlötlenseget kapjuk. Ha tehät az a es b szäm pozitiv, s az n
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wrtermeszetes szäm, akkor az a < b egyenlötlensegböl következik, 
hogy a" < b".

Ha az a es b szäm legalabb egyike negativ, akkor az a < b 
egyenlötlensegböl nem mindig következik, hogy a" < b". Peldäul 
-3 < 2, de a (-3)2 < 22, (-3)4 < 24 egyenlötlensegek nem igazak.

A ,,ha az a es b szäm pozitiv es a < b” kifejezes rövidebben is 
leirhatö: ,,ha 0 < a < b”. Vizsgäljätok meg, mindig igaz-e a következö
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ällitäs: „ha 0 < a < b, akkor Ja < Jb".

<P| Ellenörizzetek magatokat!

1. Fogalmazzatok meg, es bizonyitsätok be az egyenlötlensegek 
j • tranzitivitäsäröl szölö tetelt!
! 2. Fogalmazzatok meg, es bizonyitsätok be az ugyanannak a szämnak
| « az egyenlötlenseg mindket oldalähoz valö hozzäadäsänak tetelet! 
j » 3. Fogalmazzatok meg az egyenlötlenseg mindket oldalänak 
! i ugyanazzal a szämmal valö beszorzäsänak tetelet!

4. Fogalmazzatok meg az azonos reläciös jelü egyenlötlensegek 
j  ̂ tagonkenti összeadäsänak tetelet!

5. Fogalmazzatok meg az azonos reläciös jelü egyenlötlensegek 
1  ̂ tagonkenti beszorzäsänak tetelet!

Oldjuk meg együtt!

1. Ismeretes, hogy az a es b szäm pozitiv, es az a < 3, b < 6. 
Bizonyitsätok be, hogy ab < 20!

V  M e g o ld ä s .  Mivel a es b pozitiv szämok, ezert az a < 3 es b < 6 
egyenlötlensegek összeszorozhatök: a • b < 3 • 6 vagy ab < 18. Ha ab < 18 
es 18 < 20, akkor ab < 20.

2. Következik-e az a < 3 es b < 6 egyenlötlensegekböl az 
ab < 20 egyenlötlenseg, ha az a es b szämok legaläbb egyike negativ?

M e g o ld ä s .  Ha az a es b szäm egyike negativ, a mäsik pedig 
pozitiv, akkor az ab szorzat negativ. Ebben az esetben igaz az 
ab < 20 egyenlötlenseg.

Ha az a es b szäm egyaränt negativ, akkor az ab < 20 egyenlötlenseg 
ertelme vältozhat vagy nem vältozhat. (Mäskent fogalmazva: az egyenlöt
lenseg lehet mind igaz, mind nem igaz). Ha peldäul a = - \ , b  = -2, akkor 
( - 1) • (-2) < 20, tehät az egyenlötlenseg ertelme nem vältozik, vagyis 
igaz.

Ha a = -7, b = - 10, akkor a (-7) • (-10) < 20 egyenlötlenseg ertelme 
ellentetere vältozik, vagyis nem igaz.
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F e 1 e 1 e t . Nem.
3. Ismeretes, hogy m > -5. Pozitív vagy negativ a -3 m -  20 kifejezés 

értéke?
V  M e g o ld á s .  Megszorozva az m > -5 egyenlotlenség mindkét olda- 

lát -3-mal azt kapjuk, hogy -3 m <15 (4. tulajdonság). Az egyenlotlenség 
mindkét oldalához a -20 számot adjuk: -3 m -20 < 15 -20 (2. tulajdonság), 
ahonnan -3 m -20 < -5, vagyis -3 m -20 < 0.

F e 1 e 1 e t . Negativ.

Oldjátok meg szóban!

56. Melyik a nagyobb az a és c számok közül, ha: a) a -  c < 0;
b) a -  c > 2?

57. Az 5. ábra alapján mondd meg, melyik ______ _______
a nagyobb a következö kifejezések 6 0 a
közül: az a vagy az a + 2b; a b vagy a
b -  2al 5. ábra

58. Hasonlítsátok össze az x és az  számot, ha:
a) jc < v ésy <z; b ) x > jé s y > z ;  c )x < a é s a < z \

59. Pozitív vagy negativ az n szám, ha:
a) 3« < 3,5«; b ) - l ,5 « > -« ; c)0 ,2«< -«?

60. Melyik nagyobb az ^  és j törtek közül, ha b < a < 0?

61. Melyik kisebb az ^  és ^  negativ törtek közül, ha x < y  ?
62. Az a szám nagyobb 1-nél. Milyen a következö szám: 3a, - a , 

1 -  a, 1 + 2a?
63. Az x szám kisebb -1-nél. Milyen a következö szám: 5jc, 5 -  jc, 

x4, 2 + x2?

A szint ,___________'______ '

64. Hasonlítsátok össze a z a é s a b  számot, ha:
a) az a -  c és a c -  b külonbség pozitív;
b) a b -  c és a c -  a külonbség negativ;
c) az a -  n és az n -  b külonbség nem negativ!

^ 65. Hasonlítsátok össze a z a é s a b  számot, ha:
a) a -  c > 0 és b -  c < 0; b) ¿ar — jc < 0 és jc — ¿> < 0!

66. Hogyan helyezkednek el a számegyenesen az a, b, c és d 
koordinátájú pontok, ha a < c, b > c, d > bl

^ 67. írjátok fei a megfelelö igaz egyenlotlenségeket:
a) hozzáadva a 12 < 18 egyenlotlenség mindkét oldalához 5-öt;
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b) kivonva a 12 < 18 egyenlötlenseg mindket oldaläböl 77-et;
c) megszorozva a 12 < 18 egyenlötlenseg mindket oldalät 3-mal; -5-tel;
d) elosztva a 12 < 18 egyenlötlenseg mindket oldalät 3-mal; —6-tal! 

68. Az a > b egyenlötlenseg mindket oldalät szorozzätok meg

I  -dal; -del!
$> 69. Ismeretes, hogy a > b. Helyettesitsetek a * jelet a megfelelö 

reläciös jellel:
a) 2a * 2b; b) 1,5a * 1,5b; c) -a  * -b;
d) -3a * -3b; ¿ )- \< * * - \b  ; t)2 a '* 2 V \

70. Pozitiv vagy negativ az a szäm, ha:
a) 2a < 3a; b) 0,5a > a; c) -5a < -Aal

71. Adjätok össze tagonkent a következö egyenlötlensegeket:
a) 5 < 12 es 7 < 8; b) 3 < 6 es -3 < -2;
c) 5 < 6 es x < z; d) a < b es Jt <z\

72. Szorozzätok össze a következö egyenlötlensegeket:
a) 2 < 3 es 5 < 8; b) -A < -1 es -5< -A;

d) 5 < es * < * !

73. Hasonlitsätok össze a L es |  pozitiv szämokat, ha a < b es c > 0!

£ B szint ■)_________________________________________
74. Ismeretes, hogy m < n. Hasonlitsätok össze a szämokat:

a) m + 7 es n + 7; b) -0,1 m es -0,1 n;
c) V(-l):m es n ; d) 1 -  m es 1 -  n;
e) 5m -  1 es 5n -  1; f) -2 n — 1 es —1 — 2m\

^ 75. Ismeretes, hogy x >y  > 0. Helyettesitsetek a * jelet.a megfelelö 
reläciös jellel:
a) yfx * Jy  ; b)x2*xy; c) (l-V2)x * (l-V2)_y;

d) 7 *
76*. Ismeretes, hogy x < y  < 0. Helyettesitsetek a * jelet a megfelelö 

reläciös jellel:
a) x3 * y2; b) -x * 10>>; c) J^x * J^y ;

1 1  V o . y  v + 1 y +1d̂  -V * -  • e) —— * • fi - — * ;---- i’ x1 y  ’ ' x -  y  x -  y  ’ ' xy xy ’



77. Bizonyítsátok be, hogy:
a) x > y  és ^ ^ , akkor x > 0 és y  > 0;

b) a < b és ab < 0, akkor -  < i !'  ’ a b
78. Rendezzétek növekvö sorrendbe az 

számokat, ha a < c, d < b és d > c\
ş> 79. Rendezzétek növekvö sorrendbe az 

számokat, ha a > c, d > b és d < c\
2> 80. Bizonyítsátok be:

a) ha a < b és b < c, akkor a < c;
b) ha a < b és c > 0, akkor ac < bc\
c) ha a < b és c < 0, akkor ac > bc\

81. Igaz-e az a és b pozitív szám esetében, hogy:
a) az a < b egyenlotlenségbol adódóan a2 < b2\
b) az a2 < b2 egyenlotlenségbol adódóan a < b;
c) az a < b egyenlotlenségbol adódóan Ja < Jb ;
d) a Ja < Jb egyenlotlenségbol adódóan a < bl

82. Bizonyítsátok be, hogy: a) a négyszog átlója kisebb a 
félkerületénél; b) a négyszog átlóinak összege kisebb a 
kerületénél. Vizsgáljátok meg a két esetet (6. ábra)!

83. Az x -  y  = (Jx -  Jy) (Jx + Jy) azonosság felhasználásával 

bizonyítsátok be, hogy, ha Jx > J~y , akkor jc > y!

Ş> 84. Bizonyítsátok be, hogy az y  = Jx ftiggvény az egész értelmezési 
tartományában növekvö értékeket vesz fel, vagyis ha jc, < x,, 
akkor y, < >;2!

EGYENLÓTLENSÉGEK___________________________

6. ábra
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85. Bizonyítsátok be, hogy:
a) azy = x2 függvény növekszik, ha x > 0;
b) az y  = ^ függvény csökken, ha x > 0!

<=► Ismétlo gyakorlatok

86. Áthalad-e az y  = x2 -  5x + 6 függvény górbéje az A (-3; 14) 
ponton? És a B(3; 14) ponton?

87. Az n mely értéke mellett halad át az y  = x2 -  3x + n függvény 
górbéje az M(3; 7) ponton? És a K (-2; 3) ponton?
Bontsátok tényezókre a háromtagú kifejezést (88-89)!

88. a)x2 + 2x -3 5 ; b )6x2- x - l .

89. a) 6a2 + a -  2; b) c2 + -  4.
90. Sudoku játék. Irjátok át a táblázatot a 

fuzetetekbe (7. ábra)! Toltsétek ki az 
üres kockákat számokkal 1 -tól 9-ig oly 
módon, hogy egyetlen vízszintes és 
egyetlen fíiggóleges sorban, továbbá 
egyetlen 3x3-as kisnégyzetben sem 
szerepelhet kétszer ugyanaz a szám!

2 4 3 7
5 4 3 2

7 3 5 8
9 6 3
8 3 6 1 5 4 2

9 3 7
6 1 9

7 1 4 6
3 7 8 4 5

7. ábra
3 . § .  KETTÖS

l | ^ >' EGYENLÓTLENSÉGEK
Ha az a < x és x < b egyenlótlenségek igazak, akkor azok leírhatók 

kettó's egyenlotlenség alakjában: a < x < b. A kettös egyenlótlenségben 
három tag -  bal, kózépsó, jobb -  és két relációs jel van. Példák kettös 
egyenlotlenségekre:

3 < x < 4 (x nagyobb, mint 3 és kisebb, mint 4);
2¿7 + 3 < x + 3 < 5 c (x + 3 nagyobb, mint 2a + 3, nem nagyobb, mint 5c).

• 6. tétel. Ha az igaz kettös egyenlotlenség míndegyik tagjához
f é l  ugyanazt a számot hozzáadjuk, akkor igaz kettös egyenlöt- 

lenséget kapunk.

B iz o n y í tá s .  Ha a <x < b, akkor az a < x és x < b egyenlótlenségek 
igazak. Ekkor a 2. tétel szerint bármely c valós szám esetében igazak az
<7 + c< x  + césx  + c</> + c egyenlótlenségek. Vagyis a + c <x + c <b + c.
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A c szám lehet mind pozitiv, mind negativ. Például: 
ha 2,5 < x -  3 < 2,6 és c = 3, akkor 5,5 < jc < 5,6; 
ha 0,7 < x + 1 < 1,2 és c = -1 , akkor-0,3 < x < 0,2. 
Hasonlóképpen bizonyíthatók az alábbi állítások:

• ha a < x  < h és k > 0, akkor ka < kx < kb;
• ha a < x  < h és k < 0, akkor kb < kx < ka;
• ha a < x < b és c <y < </, akkor:

a + c < x+ y  < b + d; 
a -  d < x - ^  < b - c ;  

ac < xy < bd (ha a > 0 és c > 0);
< — < — (ha a > 0 és c > 0). d y c

Figyeljétek meg a kettös egyenlotlenséggel végzett kivonási és osztási 
müveletek szabályait! Az elsö egyenlotlenség kisebb tagjából a második 
egyenlotlenség nagyobb tagját vonják ki, a nagyobb tagjából pedig a 
kisebbet. Az elsö egyenlotlenség kisebb tagját a második egyenlotlenség 
nagyobb tagjával osztják, a nagyobb tagját pedig a kisebbel. Például ha 
4 < x < 6 é s 2 < ^ < 3 ,  akkor

4 - 3 < x - ^ < 6 - 2  vagy 1 < x -  y  < 4;
4 * 6  ^ " 3 y 2 vagy \ < *  <3. 3 y

A vizsgált tulajdonságok lehetové teszik a kettös egyenlotlenségek 
egyszerüsítését. Például a 1 6 < 3 x -2 <  19 kettös egyenlotlenség helyett 
vizsgálható a 18 < 3x < 21 vagy a még egyszerübb 6 < x < 7 kettös 
egyenlotlenség.

Különösen célszerü a kettös egyenlotlenségek alkalmazása a 
mennyiségek és kifejezések értékeinek megbecsülésére. Az olyan 
mennyiségek, mint a tömeg, távolság, ido értéke mindig megközelitö 
pontosságú. Például nehéz deciméternyi pontossággal meghatározni a fa 
magasságát. Ezt ezért úgy jelölik, hogy nagyobb 9,2 m-nél, de kisebb 9,4 
m-nél, ami a következö kettös egyenlotlenség alakjában jegyezhetö le: 
9,2 < h < 9,4.

A kettös egyenlotlenség tulajdonságainak felhasználásával

megbecsülheto az x +y, x - y ,  xy, *. kifejezések értéke.

Legyen például 3,5 < x < 3,6 és 2,1 < y  < 2,2. Ekkor 
3,5 + 2,1 < x + y  < 3,6 + 2,2 vagy 5,6 < x + y  < 5,8 (8. ábra);

3.5 -2 ,2  < x - y  < 3 ,6-2 ,1  vagy 1,3 < x - y  < 1,5;
3.5 • 2,1 <xy < 3,6 • 2,2 vagy 7,35 <xy < 7,92;
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3,5V X 3,6

0 1 2 3 

2,l^</^2,2

4 5 6 -7

0 i 2 3 4 5

5,6

6

O 53

7

0 1 2 3 4 5 6 7
8. ábra
X3,5 X 3,6

2 3 < 7 < 2 J Va® ' 1’5 9 < ? < ‘-72-

@ A kettös egyenlôtlenségek révén elhagyható az abszolút érték 
jel az olyan alakú egyenlôtlenségekben, mint a |.y| < a é s 

|x| < a, ahol a > 0.
Például a |jc| < 3 egyenlotlenség kielégíti x valamennyi olyan érté- 

két, amelynek az abszolút értéke kisebb 3-nál. Ilyenek a 3-nál kisebb 
pozitív számok, a -3-nál nagyobb negativ számok és a 0 szám. 
Ez a számhalmaz a következö kettös egyenlôtlenséggel írható
le: -3 < x < 3.

Hasonló módon írható le a |x| < 3: -3 <x  < 3 egyenlotlenség.
Figyeljétek meg! Bármely \M\ < a alakú egyenlotlenség, amelyben 

a > 0 és M  valamely kifejezés, a következö kettös egyenlotlenség 
alakjában írható le: -  a < M < a.

Például a |x| > 3 egyenlotlenség nem írható le kettös egyenlotlenség 
alakjában. Miért?

Ellenorizzétek magatokatl

1. Mondjatok példákat kettös egyenlôtlenségre!
• 2. Mit jelent a „mennyiségek értékének becslése”?
> 3. Hogyan becsülhetö meg kettös egyenlôtlenségek segítségével egy
• menny iség két értéke ôsszegének vagy szorzatânak megközel itô értéke?
• 4. Hogyan becsülhetö meg kettös egyenlôtlenségek segítségével egy 
I mennyiség két értéke külônbségének (hányadosának) megközelitö

értéke?

V  Oldjuk meg együtt!
1. Ismeretes, hogy 10 < x < 12. Milyen értékeket vehet fel a kifejezés:

a) 3x -  5; b)x2?
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y M e g o l d á s . a )  Megszorozzuk 3-mal az egyenlôtlenség minden tagját: 
3 - 10 < 3 • X < 3 • 12 vagy 30 < 3x < 36.
Kivonunk az egyenlôtlenség minden tagjából 5-öt:
30 -  5 < 3x -  5 < 36 -  5 vagy 25 < 3x -  5 < 31;
b) Mivel az adott egyenlötlenseg minden tagja pozitív, ezért négyzetre 

emelhetök: 100 < jc2 < 144.
F e l e l e t : a ) 2 5 < 3 x - 5 < 3 1 ;  b) 100 < jc2 < 144.
2. Becsüljétek meg a 0,2a -  b kifejezés értékét, ha 5 < a < 15 és 

2 < b < l\
y M e g o l d à s . H a 5 < a < 1 5 ,  akkor 1< 0,2a < 3. Ha 2 < b < 7, akkor 

-2  > -b  > -7  vagy -7  < -b  < -2. Tagonként összeadjuk a kapott 
egyenlôtlenségeket: -6  < 0,2a - b  < 1.

F e 1 e 1 e t . -6  < 0,2a - b  < 1.

W  Oldjátok meg szóban!

91. Olvassátok el az egyenlotlenséget:
a) 4 < a < 7; b) 0 < 0,5 < 1 ; c) -3 < jc < 3!

92. lgazak-e a kettös egyenlôtlenségek:
a) -7  < 0 < 7; b ) 0 < 5 < 1 0 ;  c) -1< -2  < -3?

93. Kielégítik-e az jc = 3 és az jc = -3 értékek a következö feltételt:
a) 0 < X < 2x; b) -x  <x2 < 3x; c) -x  < x2 < -x3?

94. Az a mely egész értékei elégítik ki a kettös egyenlôtlenségeket:
a ) - l < a < l ;  b) -2  < a < 2; c ) 0, l < a < l ?

895. Léteznek-e az x-nek olyan értékei, amelyek nagyobbak, mint ş 

és kisebbek, mint  ̂?
96. Becsüljétek meg az egyenlö oldalú háromszog kerületét, ha a 

szára nagyobb 1,8 m-nél és kisebb 2,1 m-nél! Lehet-e egyenlö 
J3 m:-rel az adott háromszog területe?

A szint

S> 97. írd le kettös egyenlôtlenség alakjában a relációkat:
a) jc < 12 é sx>  3; b) x > -2  és x < 2; c) jc < 30 és jc > —0,3 !

98. Léteznek-e a C-nek olyan értékei, amelyek: a) kisebbek -3-nál 
és nagyobbak -J ÏÔ -nél; nagyobbak 10 2-nél és kisebbek 102-nél? 
Ha igen, akkor írjátok le a megfelelö kettös egyenlotlenséget!

S> 99. Ismeretes, hogy 4 < n < 5. Becsüljétek meg a kifejezések értékét: 
a) n + 3; b) n -  5; c) 2n; d) -3 n; e) n2\
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100. Tudva, hogy 1,7 < VI <1,8, becsüljétek meg a kifejezések értékét:
a) 2 + V I; b) VI -  1; c ) - V I ;  d)2^3!

101. A négyzet oldala a cm, ahol 4,2 < a < 4,3. Becsüljétek meg a kerületét 
és a területét!

102. Becsüljétek meg azx + y  összeg értékét, ha:
a) 4 <x < 5 és 2 <y  < 3;
b) -2  < jc < 3 és -5 <y < 4!

103. Becsüljétek meg az x - y  külônbség értékét, ha:
a) 12 < je < 13 és 5 < y < 6;
b) 0,32 < jc < 0,33 és 0,25 <y  < 0,27!

2> 104. Becsüljétek meg az xy szorzat értékét, ha:
a) 3 <x < 4 és 5 < y  < 7;
b) -2  < je < -1 és -3 <y < -1 !

105. Becsüljétek meg azx :y  hányados értékét, ha:
a) 12 < je < 15 és 5 < y < 6;
b )  6 < j c < 8 é s 2 < y < 3 !

2> 106. Ismeretes, hogy -3 < jc<  5. Milyen értékeket vehetnek fel a kifejezések: 
a) 2 jc + 3; b) 0,1 jc — 2; c ) 2 - x ;  d) 10 — 0,1 jc?

107. A téglalap a hosszât és b szélességét (méterekben) megmérve a 
következö eredményt kaptâk: 1,3 < a < 1,4, 0,6 < b < 0,8. 
Becsüljétek meg a téglalap 
kerületét és területét!

108. A kocka élhossza c mm, ahol 
1,53 - 102 < c < 1,54 - 102. Becsül

jétek meg: a) a kocka valamennyi 
élének ôsszegét; b) a kocka felsziné- 
nek területét; c) a kocka térfogatât!
Az eredm ényeket kerekitsétek 
tizedekre!

^ 109. A 9. ábrán látható egy lakóház 
belterének beosztása. Ismeretes, 
hogy az egész ház és a nappali 
négyzet alakü. Becsüljétek meg a 
nappali, a hálószoba és az egész ház 
területét, ha 4,9 m < jc < 5,1 m,
2,9 m <y<  3,1 m! 9. ábra
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. B szînt

$> Az 1,4 < -Jl < 1,5 és 2,2 < J5 < 2,3 egyenlotlenségek alapján 
becsüljétek meg:

a) J î  + J¡; b) J5 - f i ;  c) 2 -  d) 75 : 75 ! •
Legyenek a hâromszög szögei a  és (3, 62° < a  < 63°, 95° < p < 96°. 
Becsüljétek meg a hâromszög harmadik szogének nagyságát!

2> 1 2. Ismeretes, hogy 3,14 < 7C < 3,15. Becsüljétek meg a körvonal hosszátés 
a kör területét, ha a sugara nagyobb 2,5 dm-nél és kisebb 2,6 dm-nél! 

113. Ismeretes, hogy 10 <x < 12. Milyen egész számú értékeket vehetnek 
fel a kifejezések:

SU Ismeretes, hogy 3 < x<  4 és 1,2 <7 < 1,3. Milyen értékeket vehetnek 
fel a kifejezések:

a) ha a < b, akkor a < < b\

b) ha 0 < a < b, akkor a < Jcíb < b\
2> 19. írjátok fel kettös egyenlotlenség 

alakjában a 10. ábrán látható alakzat 
területének értékét!

a) 2jc; c) 3jc — 5; d ) 1̂ ?

^ Milyen tartományokban helyezkednek el a

a)(*+.y)2; b) J x y ;  c)y2- x ;  d) ^ +
3 v — 2Milyen tartományokban helyezkednek el a " ~ kifejezés értékei, ha:

116.

117.

a ) l < x < 4 ;  b) —5 < jc< 0; c ) - 1 0 < x < 1 0 ?
3 5Milyen értékeket vehetnek fel az alábbi kifejezések a -  -  < m < 

és 3 < n <10 egyenlotlenségek alapján:
a) 2m + 3n; b) 4m -  n; c) m + n2; d) rí~ -  m2
Bizonyítsátok be az állításokat: 
a) ha a < jc < b, akkor -b < -x <  -a;

b) ha a < x < b és a > 0, akkor t < 1 < -  ;’ b x  a
c) ha a < x < b és a > 0, akkor a2 < x2 < b2\

118. Bizonyítsátok be az állításokat: 1 cm

10. ábra
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120. A derékszôgü hâromszôg a és b befogôi olyanok,  hogy 
8,4 < a < 8,5, 6,5 < b < 6,6. Becsüljétek meg a hâromszôg területét 
és kerületét!

^ 121*.Îrjâtok le az abszolütértékes egyenlôtlenségeket kettôs 
egyenlôtlenségek alakjâban:
a) \x\ < 3; b) |x| < 0,5; c)2 |jc| < tu; d) |jc| -  7 < -6!

122*.Irjâtok le az abszolütértékes egyenlôtlenségeket kettôs 
egyenlôtlenségek alakjâban és egyszerüsitsétek:

*=► Ismétlô gyakorlatok

123. Egy motorkerékpâros 10 ôrakor elindult A vârosbôl B vârosba, 
11 orakor pedig egy autos induit el 4-bôl B-be. Hâny ôrakor érte 
utol az autos a motorkerékpârost, ha B-be 13 ôrakor érkezett meg, 
mig a motorkerékpâros 14 ôrakor futott be ugyanoda?

124. Irjâtok le normâlalakban az alâbbi tômegeket:
a) Hold -  73 500 000 000 000 000 000 t;
b) Nap -  1 990 000 000 000 000 000 000 000 000 t!

125. Oldjâtok meg az egyenletrendszereket:

Az elôzô osztâlyokban kétféle, vâltozôt tartalmazô egyenlôséggel 
ismerkedtünk meg: az egyenletekkel és az azonossâgokkal. Az 
azonossâgokat bizonyitjuk, az egyenletet megoldjuk. Ugyanigy kétféle, 
vâltozôt tartalmazô egyenlôtlenséget külônbôztetünk meg: azonos 
egyenlôtlenségeket és ismeretleneket tartalmazô egyenlôtlenségeket. Az 
azonos egyenlôtlenségeket bebizonyitjuk (lâsd a 7. §.), az ismeretleneket 
tartalmazô egyenlôtlenségeket megoldjuk.

Vizsgâljuk meg az 5 x -  2 > 8 egyenlôtlenséget, ahol jc a vâltozô. Ha az 
x vâltozôt 1 -gyel helyettesitjük, akkor hamis szâmegyenlôtlenséget kapunk:

a) |2jc — 11 < 3; b) |2 -  0,5x| < 2,5;

EGYVÂLTOZÔS EGYENLÔTLENSÉGEK 
MEGOLDÂSA
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5 -  2 > 8. Azt mondjuk, hogy az x = 1 ertek nem elegiti ki az adott 
egyenlotlenseget. Ha az x valtozot 3-mal helyettesitjuk, akkor igaz 
egyenlotlenseget kapunk: 5 - 3 - 2 > 8 .  Azjc = 3 ertek kielegiti az adott 
egyenlotlenseget, vagyis 3 az 5jc -  2 > 8 egyenlotlenseg megoldasa.

Az egyismeretlenes egyenlotlenseg m egoldasanak a 
valtozo azon erteket nevezzuk, mely kielegiti az adott 
egyenlotlenseget.

Egyenlotlenseget megoldani annyit jelent, mint megtalalni valamennyi 
megoldasat vagy bebizonyitani, hogy nines megoldasa.

Egyenlotlensegeket ugy oldunk meg, hogy egyszerubb, az eredetivel 
egyenerteku (ekvivalens) egyenlotlensegekkel helyettesitjuk.

Ket egyenlotlenseg ekvivalens, ha megoldasuk megegyezik, vagyis 
ha mindkettot a valtozok ugvanazon ertekei teszik igazza. Azokat az 
egyenlotlensegeket, amelyeknek nincsenek megoldasaik, szinten 
ekvivalenseknek tekintik.

Peldaul az 5jc -  2 > 8 egyenlotlenseg ekvivalens az 53c > 2 + 8, 5x > 10 
es x > 2 egyenlotlenseggel is.

A valtozokat tartalmazo egyenlotlensegek sok olyan tulajdonsaggal 
rendelkeznek, amelyek megegyeznek az egyenletek tulajdonsagaival.

1. Ha az egyenlotlenseg egyik oldalarol ellenkezo elojellel 
atvisztink egy tagot a masik oldalra, akkor az eredetivel 
ekvivalens egyenlotlenseget kapunk.
2. Ha az egyenlotlenseg mindket oldalat ugyanazzal a pozitiv 
szammal szorozzuk vagy osztjuk, akkor az eredetivel ekvivalens 
egyenlotlenseget kapunk.
3. Ha az egyenlotlenseg mindket oldalat egvazon negativ 
szammal szorozzuk vagy osztjuk es az egyenlotlenseg iranyat 
az ellenkezojere valtoztatjuk, akkor az eredetivel ekvivalens 
egyenlotlenseget kapunk.

Ezek a tulajdonsagok a 2. §-ban bizonyitott tetelekbol kovetkeznek. 
Az alkalmazasukkal az egyenlotlensegeket ugy oldjuk meg, mint az 
egyenleteket.

1. pelda. Oldjuk meg az 5x < 2x + 15 egyenlotlenseget!
</ M e g o l d a s . A 2 j c  tagot atvissziik az egyenlotlenseg bal oldalara:

5jc -  2jc < 15.
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Összevonjuk az egynemü tagokat:

1. f e j e z e t

3x < 15.
Elosztjuk az egyenlótlenség mindkét oldalát 3-mal:

* < 5 .
F e 1 e 1 e t . Az egyenlotlenséget bármely 5-nél kisebb valós szám 

kielégíti.
2. példa. Oldjuk meg a 7(2 -  x) < 3x + 44 egyenlotlenséget!

Z  M e g o 1 d á s. 14 -  Ix  < 3x + 44,

F e 1 e 1 e t . Az egyenlotlenséget bármely -3-nál nem kisebb valós szám 
kielégíti.

Megjegyzés. Az egyenlótlenségek megoldását célszerü interva/lummal 
megadni. Az 5-nél kisebb valós számok halmazát mínusz végtelenségtól 
5-ig terjedó intervallumnak nevezzük, a jelólése (-°°; 5). Ez az intervallum 
al l .  ábrán satírozással van ábrázolva, míg az 5 értéket, amely nem tartozik 
a megoldások halmazába, világos köröcske jelzi.

A -3-nál nem kisebb valamennyi valós szám halmazát -3-tól a 
végtelenségig terjedó intervallumnak nevezzük, beleértve a -3 értéket is. 
A jelólése [-3; °°). Szemléletes ábrázolása a 12. ábrán látható, ezen a 
megoldások halmazába tartozó -3 értéket sótét köröcske jelóli.

Kóvetkezésképpen a fenti egyenlótlenségek megoldása intervallumok 
segítségével is felírható: (-<*>; 5), [-3; o«).

Mint már tudjátok, az egyenletek között a legegyszerübbek az ax = b 
alakú lineáris egyenletek. Az egyismeretlenes egyenlótlenségek esetében 
is a lineáris egyismeretlenes egyenlótlenségek a legegyszerübbek.

- I x  -  3x < -14 + 44, 
-lOx > 30, x > -3.

___ ,____
0

y / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / 0

5

11. ábra

-3 0

12. ábra
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Ha a es b megadott szâmok es az x  ismeretlen vâltozö, 
akkor a következö egyenlötlensegek

ax < b, a x >  b, a x <  b, a x >  b (*)
mindegyiket egy x vâltozös lineâris egyenlötlensegnek 
nevezzük.

Peldâk lineâris egyenlötlensegekre:
2jc<3, -7x > 14, 0,5x<l,  9x > 0.

A lineâris egyenlötlensegeket gyakran a következö formâban irjâk: 
ax -  b < 0, ax -  b>  0, ax -  b < 0, ax -  b > 0.

Ha az a nullâtöl elterö szâm, akkor a (*) egyenlötlensegek 
mindegyikenek megoldâsa olyan halmaz, amelynek vegtelen szâmegyenes 
felel meg.

A lineâris egyenlötlenseg megoldâsainak függeset a vâltozö 
együtthatöinak erteketöl es a relâciös jeltöl az alâbbi tâblâzat szemlelteti.

ax > b ax < b

Ha a > 0, akkor Ha a > 0, akkor

b (b. \ b ( . b~\x>  -  ,x e  , 00 X < -  , JC € -° °  »a ’ \ a ) a ’ V «J
_/ V// //////////. /// ^ ////////////////////// _ ^
b ba a

Ha a < 0, akkor Ha a < 0, akkor

b ( . b} ^ h \b.x<  -  ,x  e -  00, -  | jc > — , jc e , ’a V a J a L a )

.//////////////////////^
b ba a

Ha a = 0, akkor vagy az (*) egyenlötlensegek egyikenek sin.cs megoldâsa 
(peldâul Ojc > 5) vagy mindegyikenek a valös szâmok halmaza a megoldâsa 
(peldâul 0x < 5).

¿ 5, A lineâris egyenlötlensegek megoldâsâra vezethetö vissza a 
legegyszerübb abszolutertekes egyenlötlensegek megoldâsa. 

Oldjuk meg az alâbbi egyenlötlensegeket:
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a) \x\ < 5; b) \x\ > 3; c)|x |< -2 ; d )|x |> -0 ,5 !
a) Az egyenlotlenséget az x összes olyan értéke kielégíti, amélyek- 

nek az abszolút értéke kisebb 5-nél. Ilyen minden 5-nél kisebb valós 
szám, minden -5-nél nagyobb szám és a 0 szám. Ezeknek a számok- 
nak a halmaza a -5  < x < 5 kettös egyenlotlenségekkel írható le. A 
számegyenesen ennek a számhalmaznak a 13. ábrán látható interval
lum felel meg. A -5 és az 5 nem tartozik ehhez az intervallumhoz, 
nem elégítik ki az adott egyenlotlenséget, míg a |x| < -5 egyenlot
lenséget kielégítik (14. ábra).

b) A \x\ > 3 egyenlotlenséget kielégítik a 3-nál nagyobb és a —3-nál 
kisebb valamennyi szám (15. ábra).

-5  0 5

13. ábra

-3  0 3

15. ábra

c) Minden szám abszolút értéke nemnegatív szám, amely nem lehet 
kisebb a -2  negativ számnál vagy egyenlö -2-vel. Ezért az adott 
egyenlotlenségnek nines megoldása.

d) Minden nemnegatív szám nagyobb -0 ,5-nél. Ezért az adott 
egyenlotlenséget minden valós szám kielégíti.

Ellenorizzétek magatokat!

* 1. Mondjatok példákat ismeretlent tartalmazó egyenlótlenségekre!
* 2. Mit nevezünk az ismeretlent tartalmazó egyenlótlenségek
* megoldásának?
» 3. Hány megoldása lehet az egyváltozós egyenlotlenségnek?

> 4. Hogyan írható le az ismeretlent tartalmazó egyenlótlenség
* megoldásainak halmaza?

V  Oldjuk meg együtt!

1. Oldjátok meg a 2x + 3 < 2(jc + 3) egyenlotlenséget! 
^ M e g o l d á s .  2jc + 3 < 2 jc + 6,

2x -  2x < 6 -  3,
Ox < 3.
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A Ox < 3 egyenlôtlenség x minden értéke mellett igaz.
F e 1 e 1 e t . (~°°; °°).
2. Oldjâtok meg a 6z + 7 > 2 (3z + 4) egyenlôtlenséget!
/  M e g o ld à s .6 z  + 7>6z +8,

6z -  6z > 8 -  7,
Oz > 1.

A Ox > 1 egyenlôtlenséget nem elégiti ki z egyetlen értéke sem.
F e 1 e 1 e t . Az egyenlôtlenségnek nincsenek megoldásai.

3. Oldjâtok meg az + —p  > y  -  1 egyenlôtlenséget!

y  M e g o ld â s .A z  egyenlôtlenség mindkét oldalât megszorozzuk 
6-tal (6, 3 és 2 legkisebb közös többszöröse):

x -  5 + 2(x -  8) > 3 • 5x -  6; 
x - 5  + 2x -  16> 15x-6; 
x + 2x -  15x > -6  + 5 + 16;

-12x> 1 5 ;x < - | | ; x < - l ,2 5 .
F e 1 e 1 e t . (-°° ; -1,25).
4. Oldjâtok meg a -2 < lOx -  3 < 5 kettôs egyenlôtlenséget! 
y  M e g o ld à s . - 2  + 3 < 1 0 x -3  + 3 < 5  + 3,

1 < lOx < 8,
0,1 <x < 0,8.

F e 1 e 1 e t . [0,1; 0,8].

^  Oldjâtok meg szóban!

126. Oldjâtok meg az egyenlôtlenségeket:
a) 2x < 6; b ) -3 x > 9 ; c)10x<20;

d) 0,5z > 2; e) j y  < 10; f) -  V2jc > 2!

127. Hány megoldásuk van az egyenlôtlenségeknek:
a) x2 + 1 < 0; b) |x| < 0; c) |x| < 0?

128. Oldjâtok meg az egyenlôtlenségeket:
a)x + 3< x ; b ) x - 3 < x ;  c )3 + x > 3 !

129. A 0, 1, 2, 3, 4, 5 szâmok kôzül melyek elégitik ki az
egyenlôtlenségeket: 
a )2 x -5 > 0 ;  b )4 x + l< 1 3 ; c) 3x + 4 > 5?
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130. Jelôljétek intervallumok alakjában a koordináta egÿenesen az alábbi 
egyenlotlenségeket kielcgitö halmazokat: 
a) je < 4; b) je > -  1 ; c) x < 0,5!

Oldjâtok meg az egyenlotlenségeket (131-134)!
131. a) X + 2 > 5; b) X -  4 > 0; c) 2 + X  > 3;

d) 3jc> 15; e) 4y < 36; f) 5z > 35.
» 132. a) 3jc > 15; b) X  + 7 > 0; c) 2x -  5 > 0;

d) -  4jc > 20; e ) x -  1,5 < 0; f) 10 + 5x< 0 .
133. a) - je < 5; b) -z > -4 ; c) -  X  < 0;

d )-5x<  15; e) -3x > -3; f) 5z < -1.
134. a) 3jc + 2 < 5; b) 7x -  4 > 8; c) 9x + 5 > 5;

d) 5jc -  4 < 3jc; e) 6z + 1 > 2z; f) y  +5 <2y.
135. Ekvivalensek-e az egyenlôtlenségek:

a) 2x + 3 > jc + 8ésjc>  5;
b) 2jc -  3 > 2 és 2x -  4 > 1 ;
c) 3 -  5jc < je és 6jc >3;
d) 3jc — 1 < 6 -  2jc és 1 — 3jc < 2x -  6? 

Oldjâtok meg az egyenlotlenségeket (136-139)!
p 136. a) 8x -  3 > 5x + 6; b )7 y -  13 < 5y -  9;

c) 2x -  3 < 3x -  8; d) x -  15 > 4x + 3;
e) 3 + X > 2x -  3; f) 5 - 2 y  < y  +8;
g) 3 -  5x > 4 -  5x; h) 8 + 6z < 13 + 6z.

137. a) 6x + 21 < 5x + 8; b) 3x + 7 < 7x + 3;
c) 7x -  5 > 3x + 7; d) 2x -  9 > 9x + 5;
e) X -  15 < 6x -  10; f) llx  - 3 < 8x -  15;
g) 18 -  7x > 5x + 30; h) 17 -  x > 10 -  6x.

138. a) 3(x + 1) > x + 5; b) 2(x-  1) + 4 <x + 7;
c) 4 (x -2 ) < x +  1; d) 3(x + 2) -  4 > x + 2;
e) 2(x + 3) > 5x -  9; f) 4(x + 3) -  3x ^ x -  5.

» 139. a) -5(x -  1) < 3 -  7x; b) 2(3 -  x) -  x < 7 +' 3x;
c) 3(2 -x )  >x -  6; d) -3(2 + x) + 5x < 2x + 1 ;
e) 8 -  3(x -  2) > 4x; f)5y<  12 -  4 (y + 5).

140. Milyen feltételek mellett vesznek fei negativ értékeket a kifejezések: 
a) 7 + 5jc; b)10-0 ,5x ; c) V2-2x?

2> 141. Milyen feltételek mellett vesznek fel nemnegativ értékeket a 
kifejezések:
a) 2,5 + 0,5jc; b) 3,9 + 1 ,5jc; c) 1,2 -  3jc?
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^ 142. Milyen feltételek mellett vesznek fel 10-nél nagyobb értékeket a 
. kifejezések:
a) 3 + 7x; b)5 ,4-2 ,3x; c )1 2 -x V x ?

143. Milyen feltételek mellett lesz nagyobb a 3x -  7 kifejezés értéke a 
kifejezések megfelelö értékénél:
a) 2x + 1; b) 5x -  2;; c )3 x -5 ?

Oldjâtok meg az egyenlotlenségeket (144-147)!

» 144. a) y  < 3; b ) ^  <5; e) 0 > f f  ; d ) f > - 3 :

e ) - f  <1; f> 3v4 ‘ <2; g) 2V 5 >3;

145. a) y  >2; b) y  <4; c ) y < - 4 ;  d ) 0 > 1y :

e ) ^ > 3 ; f) 4x5- "  <0; g) | ( at- 4 ) >  12.

146. a) (X + 2)2 > 5x + x2; b) (x + 3)2 -  2x > 5x + x2;
c) 4 -  (x -  2)2> x -  x2; d) (7 -  x)2 -  x2 < x -  11.

147. a) (x -  3)2 < x:!-x ; b) (x -  2)2 + 7x < x2 -  3x;
c) 1 -  (x + 2)2 A 1 y d) (x -  5)2 -  7 > x2 + 8.

148. írjatok le három olyan egyenlôtlenséget,
amelyek megoldásainak a halmaza 
megfelel a 16. ábrán látható inter- 
vallumnak!

 ̂ 149. Az n mely legnagyobb természetes szàm értéke elégiti ki az 
egyenlotlenségeket:
a) 18 -  3(n -  15) > 1 \n\
b) 0,3(/7 -  2) < 1,2 -  0,5(« + 2)?

150. Az m mely legkisebb egész értéke elégiti ki az egyenlotlenségeket:
a) 3m + 8(2m -  1) > 5m + 35;
b) m2 + 4m < (m + 2)2?

B szint _____

151. Azx mely értékei mellett lesznek az>> = | x  -  7 ftiggvény értékei: 
a) pozitivak; b) negativak;

2
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c) mai mari decât 5; d) -  j  -nâl nem kisebbek?

Ş> 152. Azx mely értékei mellett lesznek azy = 5,2 -2,5x ñiggvény értékei: 
a) negatívak; b) pozitívak; c) 7,7-nél nem nagyobbak? 

153. Az je változó mely értékei mellett van értelme a kifejezéseknek:

a) J3x - 6  ; b) j 4 - x ;  c) J -(2 -x );

d) Jo.5 -  0,3x ; e) Vl-5(x + 3); f) x + J l - x  ?
Oldjâtok meg az egyenlôtlenségeket (154-161)!

» 154. a)3(x + 4) + 2 (3 x -2 )> 5 x -3 (2 x  + 4);
b) 2x -  6 -  5(2 -x )  < 12-5(1 -x );
c) x + 2 < 5(2x + 8) + 13(4 -  x) -  3(x -  2).

155. a)y + 7 > 4(2 - y )  -  12(4 -  2y) + 17{ y -  1);
b) 0,2(x -  2) -  0,3(3 -  x) > 0,4(2jc -  1 ) -  0,5(x -  1 );
c) 2,5(2 -  z) -  3,5(z -  1 ) < 2,5(z + 2) -  1,5(2 -  z).

156. a) f  + \  >6;2 ' 4 

2 + x 3 -  .y

» 157. a)

d > 3 -  2

7(* -  3)

b)  f  -  f  > 2;

> 0; e ) ^ - ^  > 2.

C)x+ j  > 15;

+ 5(6 -  2jc) + 14 <

b) 3(2x -  4) + 5(x -  2) -  3 < § (x -  2). 

158. a) -  6 < ljLi 1  -

b) _  27 -  1 Or > 3 z -1 2  _  9 - 4 r
10 14 " 5

159. a) (x -  2)(jc -  3) > x2;
c) (2x -  l)(3x + 5) < 6x2;
e) (3x -  l)2 < 9x(x -  2);

» 160. a ) ( z -2 )2< (z -3 )(z  + 5);
\2

c> ( i +-vI

b) (x + 5)(x -  7) < x2; 
d) (3x -  2)(3 + 2x) > 6x2; 
f) (3x -  2)2 > (3x + 2)2. 
b ) (y + 3)2 > y  (y -  5);

d)( * _At)2 > ^ +jc2-



162. A 17. äbrän ay=>fx esy  = 4 -  ^
függvenyek görbei läthatök. 
Ezeket alapul veve hatärozzätok

mega Jx <4 -  egyenlötlenseg 
megoldäsainak halmazät!

163. Oldjätok meg grafikusan az 
egyenlötlensegeket:

a) Jx > | ; b ) yfx >x2\ c) Jx < x -2 \

2> 164. Ällitsatok össze olyan x vältozös egyenlötlenseget:
a) amelynek egyetlen megoldäsa sincs;
b) amelyet minden valös szäm igazzä teszi;
c) amelynek csak az egy 5-ös szäm a megoldäsa;
d) amelynek megoldäshalmaza a (-2; 3) intervallum!

165. A turistäknak legkesöbb 3 öra mülva vissza keil terniük 
a szälläshelyükre. Mekkora tävolsägra tudnak leüszni mo- 
torcsönakkal a folyön a vizfolyäs iränyäban, ha a 
vizi järmü sebessege 18 km/h, a vizfolyäs sebessege pedig 
4 km/h?

166*. Oldjätok meg az egyenlötlensegeket:
a) (2x -  3)(5jc + 2) -  (3x -  1)(4jc + 2) > 2 (1 -*)(1 + jc )  -  jc;
b) (3jc -  2)(3jc + 2) -  (2x -  3)2 < 5jc (x  + 7) + 10;
c) (4jc + 1 )(3jc -  5) + (2x + 3)(5jc -  4) < 2jc2 + 5 (2x -  1 )2;
d) (3jc + l)2 -  (2jc -  3)(3 -  2jc) > (2jc + 1 )2 + (3jc -  7)(3jc + 7)!

167. a) -3 < 5 jc  -  1 < 4; b) 1 < 3x + 4 < 7;
c )-5  <3 -  2x< 1; d )-8  < 7 -5 x < -3 ;
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e) 0,7 < 3jc + 1 < 1,3;
4.x- - 1

g ) - 7 < ^ < -
3 . 
5 ’

f) -3,4 < 5 -  2jc < 1,8; .
2 -  0,5x ^ i f 

5 “  3 • -
S> 168. Oldjätok meg a kettös egyenlötlensegeket, es hatârozzâtok meg a 

legnagyobb egesz szâmû megoldâsât: 
a) 2 < 3x -  5 < 7; b) -3 < 4 -  Ix < 3;
c) -2  < 1 -  3jc < 4; d) -0,3 < 2,7 + 0,\x < 1,7!

Oldjätok meg az egyenlötlensegeket (169-170)!
169*a)|x |<5; b ) |jc -3 |< 7 ; c) |2jc —3| < 1.
170*.a) |3x| <1; b) \x + 1\ < 3; c) |1 -  5x| < 2.
Az a parameter minden ertekere oldjätok meg az egyenlötlensegeket 
(171-172)!
171*.a)ax>5; b) ax < 0; c) ( 2 a - l)x < 4a2 -  4a + 1.
172*.a) ax > a; b) crx < 0; c ) a2 + a -  12 < (9 -  a2)x.

*=* Ismetlö gyakorlatok

173. Vegezzetek el a müveleteket:
a) 8 • 105 + 4 • 105; b) 5 - 10 8 -  8 - IO 7;
c) (4,2 • 109)2; d) (3,7 - 105) - 2,4- 108;
e) (3,6 IO6) : (2,4 • 103)!

174. Abrâzoljâtok a fıiggveny grafikonjat:
a)Ar>» + 6 = 0; b jy2 - x = 0!

175. Korabban 3 kg hüs annyiba került, mint amennyibe most 2 kg kerül. 
Hâny szâzalekkal drâgult a hüs?

5.§. INTERVALLUMOK

Az egyenlötlenseg megoldasainak halmaza leggyakrabban intervallum. 
Az intervallum fogalmât gyakran alkalmazzâk a matematika egyeb 
területein is. Ezert ajânlatos különbseget tenni az intervallumok tipusai 
között, es megtanulni megtalâlni a metszetüket es uniöjukat.

® Ket intervallum metszetenek a közös reszüket 
nevezzük.
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Például a 4) és (-3; °°) intervallumok metszete (-3; 4).
Mivel két halmaz metszetét fl jellel jelólik, ezért ezt a kóvetkezóképpen 

írjuk:
(-oo; 4) n  (-3; oo) = (-3; 4).

Szemléletesen ezt az egyenlóséget a 18. ábra mutatja.
Egyéb példák. A 19-21. ábráknak az alábbi egyenlóségek felelnek meg:

(-3; 5) fl (-2; 4) = (-2; 4);
[-3; 5) D (-  4; -3] = {-3};

(-3; 5) fl (-5; -4) = 0 .

-3  -2  0

18. ábra 19. ábra

-4 -3  0 5 - 5 - 4 - 3  0 5

20. ábra 21. ábra

A második egyenlóség azt mutatja, hogy a [-3; 5) és a (-  4; -3] 
intervallumoknak egy kózós számuk van, a -3.

A 0  jellel az üres halmazt jelólik. Az utolsó egyenlóség azt 
mutatja, hogy a (-3; 5) és a (-5; -4) intervallumoknak nincs kózós 
számuk.

Két intervallum uniójának (egyesítésének, ósszegének) 
nevezzük azt a számhalmazt, amely mindegyik inter
vallum mindegyik számát és csakis ezeket a számokat 
tartalmazza.

Két intervallum uniójának jele: U. Ezért a kóvetkezóket írjuk: 
(2; 4) U (3; 5) = (2; 5).

Szemléletesen ezt az egyenlóséget a 22. ábra illusztrálja.

_______
-1 0 2 3 4 5

22. ábra



A 23-25. ábrák megfelelnek az alábbi egyenloségeknek:
(-3; 5) U (-2; 4) = (-3; 5); 
[-3; 5) U (-4; -3] = (-4; 5); 
(-oo; 4) U (-3; 0) = (-oo; 4).

-3  -2  0 4 5 -4 - 3  0 5

23. ábra 24. ábra

- 5 - 4 - 3  0 5-3  0 4

25. ábra 26. ábra

A (-3; 5) és (-5; -4) intervallumok uniója két külonálló halmazból áll 
(26. ábra); a jelolése a következö:

Elöfordul, hogy härom vagy több intervallum uniöjät keil vizsgälni. 
Härom intervallum metszete olyan szämhalmaz, amely mindhärom 

intervallumnak elemei. Peldäul:

Mivel az intervallumoknak több tipusa letezik, ezert ennek megfelelö 
elnevezest keil alkalmazni a jelölesükre. Hagyomänyosan a következö 
elnevezeseket hasznäljäk. Ha a es b tetszöleges szämok, akkor:

(-oo; a), (b; -oo) -  vegtelen intervallumok;
(a\ b) -  nyilt intervallum;
[a; b] -  zart intervallum;
[a\ b) -  jobbröl nyilt intervallum;
(a; b] -  balröl nyilt intervallum.

(-3; 5) U (-5; -4).

(-4; 5) H (-oo; 6) D [-3; 7) = [-3; 5); 
(-4; 5) U (-oo; 6 )U [-3 ;7 )  = (-oo; 7).

Ezeknek az egyenloségeknek megfelel a 27. a és b ábra.

-4 -3-4 - 3  0 5 6 7 0 5 6 7
a b

27. ábra



EGYENLÓTLENSÉGEK 41

A 28. ábrán az intervallumok típusai és azok jelólési módjai láthatók.

x

(a; b )

[a;b] 

(a; b ]  

[a;b)

( -00; b)

(a; 00)

(-0 0 ; 00)

a

X

b

-------  -----^
a

X

b

--------  "— ^

a

X

b

s '----  ^

a

X

b

X

b

a

X

28. ábra

a< x <b

a < x < b

a < x<b

a< x < b

x < b

x > a

R

Az intervallumok a halmazok speciális esete. Ezeken kívül vizsgálnak 
olyan halmazokat, amelyeknek tetszóleges objektumok az elemei: emberek, 
állatok, nóvények, évszakok, a hét napja, mértani alakzatok, egyenletek, 
függvények. A metszet vagy unió fogalmak bármilyen halmazra 
alkalmazhatók (29. ábra).
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30. ábra

Például a négyzetek a téglalapok és a rombuszok halmazának 
metszetében helyezkednek el (30. ábra). A racionális és irracionális számok 
halmazának uniója a valós számok halmaza (31. ábra).

A halmazok metszeteit és unióit célszerü Euler-diagrammal ábrázolni 
(30. és 31. ábra).

f i l  Elófordul, hogy meg kell határozni két vagy tóbb egyenlot- 
lenség megoldásainak unióját. Ilyen esetekben egyenlótlenség- 

unióról beszélnek. Ezeket szógletes zárójelekkel jelólik:

Az egyenlótlenség-unió megoldásának a változó azon értékét 
nevezik, amely az adott egyenlótlenségek legalább egyikét kielégíti. 
Az egyenlotlenség-uniót megoldani annyit jelent, mint valamennyi 
megoldását megtalálni vagy bebizonyítani, hogy nem léteznek 
megoldások. Az adott egyenlótlenségek megoldásainak halmaza a 
(-oo; 4) U (8,5; ~).

Az uniót egyes egyenlet- és egyenlotlenségtípusok, egyebek mellett 
az abszolútértékes egyenlótlenségek megoldására használják.

Bármely \M\ > a alakú egyenlótlenség, ahol M  valamely kifejezés, 
leírható egyenlótlenség uniókét:

31. ábra

2jc >17, x > 8,5,
jc — 1 < 3, va9y je < 4.
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Ellenorizzétek magatokat!

« 1. Mit nevezünk két intervallum metszetének?
“ 2. Milyen jellel jelölik két halmaz metszetét?

^ 3. Mit nevezünk két intervallum uniójának? Milyen jellel jelölik? 
- 4. Mondjatok példákat intervallumokra!

^ 5. Mondjatok példákat végtelen halmazokra!

Oldjuk meg együtt!

1. Határozzátok meg a (-6; 8) és (5; intervallumok metszetét és 
unióját!

/  M e g o ld á s .  Ábrázoljátok mértanilag az adott intervallumokat 
(32. ábra). A közös számaik (elemeik) az (5; 8) intervallumot képezik. 
Vagyis (-6; 8) D (5; «,) = (5; 8).

Az intervallumok uniója:
(-6; 8) U (5; «,) = (-6; «,).

2. Oldjátok meg a |5x -  3| > 2 egyenlotlenséget! 
y  M e g o ld á s .  a) A |5 x -3 |> 2  egyenlotlenség a következö egyen-

lotlenség-unióval ekvivalens
5x -  3 > 2, 
5x -  3 < -2, vagy

5x > 5, 
5x < 1,

ahonnan
x > 1, 
x < 0,2.

A 33. ábra az adott egyenlotlenséget kielégíto megoldásuniónak 
megfelelo intervallumot mutatja.

32. ábra 33. ábra

F e 1 e 1 e t : (-©«; 0,2] U [ 1; <»).

W  Oldjátok meg szóbanll

176. Határozzátok meg az intervallumok unióit:
a) (0; 1) és (0; 2); b) (0; 1) és (0,5; 1);
c) (1; 2] és [2; 5); d) (—>; 0) és [0; 3)!

177. Határozzátok meg az elözö feladat intervallumainak metszeteit!
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178. Milyen termeszetes szämokat tartalmaz a (1; 8) intervallum? Es a 
[1; 8] intervallum?

179. Milyen egesz szämokat tartalmaznak az intervallumok:
a) [-3; 4]; b) (-3; 4); c) (-3; 4]; d) [-3; 4)?

180. Az a es b valamennyi erteke mellett tartalmazza-e a [a\ b] intervallum 
a (a ; b) intervallumot?

181. Mivel egyenlö a [a; b] es (a ; b) intervallumok metszete? Es az 
uniöjuk?

A szint I

182. Abräzoljätok a koordinäta-egyenesen az intervallumokat:
a) (2; oo); b) (-oo; 0); c) [-3; ~ ); d)(-~ ; -4]!

183. Irjätok le jelekkel a 34. äbrän läthatö intervallumoknak megfelelö 
intervallumokat!

- 1 0  5 - 4 - 1 0  1

c d
34. äbra

2> 184. Abräzoljätok intervallumok alakjäban es koordinäta-egyenesen is 
az aläbbi egyenlötlensegek megoldäshalmazät:
a )x < 3 ; b ) x > - 2 ;  c) jc< 0 ;  d )x> 7!

185. Mely lineäris egyenlötlensegnek megoldäshalmaza az aläbbi 
intervallum:
a ) ( 3 ; o o ) ; b ) ( - 2 ; o o ) ;  c) (—>; 7]; d) [ - 3 ;  <*)?

S> 186. Mely lineäris egyenlötlensegnek van a 34. äbrän läthatö 
megoldäshalmaza?

187. Abräzoljätok jelekkel es grafikusan az aläbbi kettös egyenlötlensegek 
megoldäshalmazät:
a ) -3 < j:< 2 ;  b )0 < x < 4 ; c ) -5 < x < 0 !

188. Hatärozzätok meg az aläbbi intervallumok uniöjät es metszetet:
a) [2; 3] es [3; 5]; b) [-5; 0] es [-3; 0];
c) [-5; 7] es [-7; 5); d) (-2; -1) es [-3; -1];
e) (1; 2) es (-2; 1); f) (— ; 2) es [-2; - ) !
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£> 189. Másoljátok át a táblázatot a fiizetetekbe és tóltsétek ki a megadott 
‘ intervallumok unióival és metszeteivel!

S.sz. Intervallumok Unió Metszet
1. (0; 3) és (0; 5)
2. (-2; 0) és (-3; 0)
3. (-oo ; 1) és (0; 2)
4. (-2; oo) és (0; ®o)

5. (-oo; 1) és (0; oo)

190. Hasonlítsátok ossze az a és c számokat, ha:
a) (-oo; a) U (c; oo) = R; b) (a; x) O (x; c)= 0 ;
c) (y; a) fl (c; y) = 0 ; d) (a; °o) U (-oo; c) = A!

Oldjátok meg az egyenlótlenségeket és a feleleteket írjátok le intervallum 
alakjában (191-192)!

b)3x + 5>  11; 
e) 5 -  3jc < 2;
b) - I x  < 3x + 5; 
e) 2x < Ix + 3;

Ábrázoljátok a koordináta-egyenesen az egyenlótlenségek megoldáshal- 
mazait (193-195)!

» 191. a) 5x -  3 > 12; 
d) 1 + 2x < 7; 

192. a) 3jc < 1 -2 x ; 
d) -2x > 9 -  5x;

c) 0,5jc + 2 ,6>3; 
f) -1,3jc-  9 < 4. 
c) 5x > x -  2; 
f) 1,1jc > x — 5.

193. a) 0,5jc -  4(jc -  3) > 3x; 
c )0 < y -0 ,3 (2 -y ) ;

3> 194. a) 0,3 <1,2 + 0,5(a: -  2); 
c) 2,7(x + 3) < 7,2(jc -  3);

195. a) 2X + 4 '  4” ' 2
3 3 14 < -.x + 4

c
c ) x -  j (x  -  3) > 0,4; 

B szint

b) 6x < 0,2.x -  2(jc + 3);
d) 4 > 5z -  0,2(1 -z).
b) 0 < 4,5 + 0,l(2y -  3);
d) 3,4(2x + 3) < 6(x + 2).

4 V  5 ’

d) 2y -  \  < 0,2(y + 3).

196. Milyen feltételek mellett igaz:
a) (a; tí) U (m; n) = (a; b) ;  c) (a; tí) fl (m; «) = (a; ¿>) ?

197. Hasonlítsátok ossze az x és a, y  és c számokat, ha:
a) (a; c) n  (x; y) = (a; c); b) (a; c) fl (x; ̂ ) = (x; y);
c) (a; c) U (x;y) = (a; c); d) (a; c) U (x;y) = (a; y)!
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198. Irjätok le kettös egyenlötlenseg alakjäban az a, x esy  szämok közötti 
reläciöt, ha:
a) (a; °°) n  (x; y ) = (a; y)\ b) (a; » ) U (x; y ) = (a; °°);
c) ¿7) U (x; y) = (-«>; y); d) (-<*>; a) fl (x; y) = (^»; a)!

^ 199. Milyen 2-es nevezöjü törtek talälhatök az intervallumokban:
a) (1; 6); b) (2; 3); c) [-5; 0]; d) [-2; 3]?

200. Vegyük a [a; b] intervallum hosszänak a b - a  különbseget. Hänyszor 
nagyobb az elsö intervallum hossza a mäsodik hosszänäl: 
a) [0; 10] es [0; 5];* b) [1; 15] es [1; 3];
c) [-6; 10] es [-3; 5]; d) [na; nb] es [a; b]?

$>201. Az x mely ertekei mellett tartozik bele a 3x + 2 kifejezes az aläbbi 
intervallumokba:
a) [-1; 5]; b) (1; 17); c) [0; 3); d ) ( -7 ;- l]?

202. Az x mely ertekei mellett tartozik bele az 1,3 -  0,3x kifejezes az 
aläbbi intervallumokba:
a) (-0,2; 2,5); b) [1; 4); c) (-2,6; 0,2]; d) [-2; 0,1]?

Oldjätok meg az egyenlötlensegeket, a megoldäsaikat irjätok le intervallu- 
mok alakjäban (203-204)!
203. a) 5(jc + 2) + 2(jc -  3) < 3(x -  l) + 4(* + 3);

b )  3(2jc- 1) + 3 (x -  1)>5(x + 2) + 2(2x + 3);
c) 2(x -  3) + 5(x -  2) > 3(2- jc) -  2(3 -  je);
d) 9(x -  2) -  2(3x -  2) < 5(x -  2) -  2(x + 5). 3

c)

d)

2 3 < 6 3 ’

x - 2 1 + Ix x  + 11 ^ 5 + 2x .
2 4 3 “ 4 ’

3-2.V x - l  > 5-3.V 4x + 3
2 3 4 6 ’

6.v -  5 11 + 7x  ̂ 4.v + 3 2.V + 3
3 5 5 10

205. Egy négyzet területét 1-nek véve mely 
intervallumba tartozik a 35. ábrán látható 
alakzat:
[1; 2), [2; 3), [3; 4) vagy [4; 5)? 35. ábra
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Határozzátok meg azoknak a halmazoknak az unióit és metszeteit, amelyek 
az egyenlótlenségek megoldásai (206-207)!

206. a) ^ !  + ^ < o é s * - 3 ^

b) ^ 4 ^  + > 0 és

5 10

4.v + 3 , x  + 1 
7 2

>4;

< 2.

207. a) 3x -  — > 0 és x + 1 x + 3 > 2;

b) 3 -  x  
15

.y - 3 
3 > 0 és 3x -  2 

4
5x + 1 

3 > 1.

2> 208. A 36. ábrán egy 4x4-es négyzetre 
n számú kockából ósszerakott 
alakzat látható. A kóvetkezó 
intervallumok kózül melyikbe 
tartozik az n szám: (57; 67), 
(50; 69) vagy [55; 65]?

36. ábra

Oldjátok meg az egyenlótlenségeket (209-210)!

209*. a) |x| > 1;
d) |5jc| > 2; 

210. a) |x + 5| > -3; 
d) [x- 1| < 0;

b) \x + 2\> 5;

e) \x -  1|> 3;
b) 11 - 3x| < - l ;
e) |5x + 3| > 0;

c) |3x + 1| > 5;
f) |5 — 2x| > 3.

c) |2x — 11 > 0;
f) |8 — 4x| < 0.

<=► Ismétló gyakorlatok

211. Határozzátok meg a szorzatok értékét:

a) V5 • M  ■ M ; b) ^6 • V48 • V5Ó ;

c) JA2 ■ J í  • J2Í • J\S  ; d) VÍ5 • V72 • Vó • V45 !
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212. Hatarozzatok meg az egyenletek gyokeit:

sl) 5 Jx = 0; b) \0 Jx  =4; c ) 6 ^ - 4 8  = 0;

d) 3 +20 = 0; e) 4 Vjc + 9 = 1 1 ; f) 7 -  2 vGc =12!
213. Al-Karkhi feladata. Hatarozzatok meg annak a teglalapnak a 

teriiletet, amelynek az alapja magassaganak a ketszerese, teriilete 
pedig szam szerint a keriiletevel egyenlo!

214. Az osztaly tanuloi karacsonyi udvozlolapokat valtottak egymassal. 
Hany tanulo volt az osztalyban, ha 812 kepeslapra volt sziikseg 
egymas koszontesehez?

Elofordul, hogy tobb egyenlotlenseg kozos megoldasat kell 
meghatarozni. K.eressiik meg peldaul a kovetkezo ket egyenlotlenseg

kozos megoldasat, vagyis jc azon ertekeit, melyek mindket 
egyenlotlenseget kielegitik. Ilyenkor egyenlotlenseg-rendszerrol 
beszeliink.

Az egyenletrendszerhez hasonloan az egyenlotlenseg-rendszert is 
kapcsos zarojellel jeloljuk:

® Az egyvaltozos egyenlotlenseg-rendszer megoldasa a 
valtozonak az az erteke, mely kielegiti a rendszer 
mindegyik egyenlotlenseget.

Az egyenlotlenseg-rendszert megoldani annyit jelent, mint meghatarozni 
az osszes megoldasat vagy megmutatni, hogy nines megoldasa.

Oldjuk meg a vizsgalt egyenlotlenseg-rendszert, fokozatosan 
helyettesitve mindegyik egyenlotlenseget egyszeriibb, vele ekvivalens 
egyenlotlenseggel:

e g y v Al t o z o s  e g y e n l o t l e n s e g -
RENDSZEREK

2x -  3 < 5 es 2 — 3jc <11

2jc -  3 < 5,
2 — 3jc < 11.

2x -  3 < 5,
2 -  3* < 11;

2x < 8, 
-3x < 9;
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Az egyenlótlenség-rendszer megoldásainak halmaza egyenlótlenségei 
megoldáshalmazainak metszete lesz. Határozzuk meg a metszetet 
koordináta-egyenes segítségével.

Az elsó egyenlótlenség megoldása a 4-nél kisebb valamennyi szám, a 
másodiknak valamennyi -3-nál nagyobb szám (37. ábra).

A rendszer mindkét egyenlótlenségét igazzá teszik az x olyan értékei, 
mint a -3 < x < 4. Az x értékeinek ezen halmaza a (-3; 4) intervallum. 
A -3 és a 4 nem tartozik az intervallumhoz.
Oldjunk meg még két egyenlótlenség-rendszert:

Mind a két egyenlótlenségei x 5-nél nagyobb értékei elégítik 
ki (38. ábra).

Nem létezik olyan szám, amely egyszerre kisebb 1-nél és nagyobb 
4-nél (39. ábra).

F e 1 e 1 e t . a) (5; <*>); b) nincs megoldás.
Egyenlótlenség-rendszerek megoldására vezethetó vissza például az 

alábbi egyenlótlenségek megoldása:

-3 0 4

37. ábra

V  M e g o l d á s .

0 5

38. ábra

0 1 4

39. ábra
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a ) (* -2 ) (x  + 5 )< 0 ; b ) ^ | < 0 .
^ M e g o l d ä s . a )  Ket szäm szorzata negativ, ha az egyik szäm negativ, 

a mäsik pedig pozitiv. Vagyis az adott egyenlötlenseg ket egyenlöt- 
lenseg-rendszer megoldäsära vezethetö vissza:

¡ x ~ 2 > 0 ’ es p - 2 < 0 ’
1 x + 5 < 0 1 * + 5 > 0.

Az elsö rendszernek nincs megoldäsa, a mäsodik rendszer 
megoldäsainak halmaza a (-5; 2) intervallum.

b) A tört erteke negativ, ha vagy a szämlälö vagy a nevezö negativ. 
Ezert a b) egyenlötlenseg megoldäsa ugyanolyan, mint az a) egyenlötlenseg 
megoldäsa, es mindkettöre a felelet is ugyanolyan.

F e l e l e t . a )  (-5; 2); b) (-5; 2).

*25* Oldjuk meg az egyenlötlensegeket:
1 5 5  a) \2x-  3| < 5; b) | x -  1| > 2 x - 5!

a) A |2jc -  3| < 5 egyenlötlenseg es a -5 < 2x -  3 < 5 kettös egyenlöt
lenseg ekvivalens a következö egyenlötlenseg-rendszerekkel:

[ 2x -  3 < 5, [ 2x < 8,
12x -  3 > -5 , vagy \2 x > -2 .

Megoldäsainak halmaza [-1; 4].
b) A \x -  1| > 2x -  5 egyenlötlenseg ekvivalens az egyenlötlenseg- 

együttessel:

x -  1> 2x -  5, x -  1 > 2x -  5, x < 4,

1 * 1 A 1 V 1 Ul . x -  1 < 5 -  2jc; _3x < 6;

Az adott egyenlötlenseget a (-°°; 4) es 2) intervallumokba 
tartozö valamennyi szäm kielegiti. Ezek uniöja (-°°; 4).

F e I e I e t . a) [-1; 4]; b) (-°°; 4).

Ellenörizzetek magatokat!

, 1. Mondjatok peldäkat egyenlötlenseg-rendszerekre!
- 2. Mit jelent az egyvältozös egyenlötlenseg-rendszer megoldäsa?
> 3. Mit jelent megoldani az egyenlötlenseg-rendszert?
-J 4. Hogyan hatärozhatö meg a rendszer megoldäsa, ha ismert a rendszert 

alkotö egyenlötlensegek megoldäsa?
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Oldjuk meg egyutt!

1. Oldjatok meg az egyenlotlenseg-rendszert:
j (z2- 2 ) - 3 > 3 z 2- 5 ,
1 z2 + 2z < (z -  1 )(z + 1)!

^ M e g o l d a s .  { 3z2 ~ 6 > 3z2 -  5, I -6  > -5,
1 z2 + 2z < z2 -  1; 1 z < -0,5.

Az elso egyenlotlenseg nem igaz, ezert a rendszemek nines megoldasa. 
F e 1 e 1 e t . A rendszemek nines megoldasa.
2. A koordinata-egyenes felhasznalasaval oldjatok meg a

|x -  2| + |jc + 11 > 7 egyenlotlenseget!
J  M e g o l d a s . A | j c - 2 |  kifejezes az x es 2 koordinataju pontok 

kozotti tavolsag, a\x + 1| kifejezes azx es -1 koordinataju pontok kozotti 
tavolsag.

A 40. abran lathato, hogy azx koordinatajanak 4-nel nagyobbnak vagy 
-3-nal kisebbnek kell lennie.

-3  0 4

40. ábra

F e 1 e 1 e t . -3) U (4; °o).

w  Oldjátok meg szóban!

215. Vannak-e megoldásai az egyenlótlenség-rendszereknek:

a)
U > 3 ,
U<2; b)

\x>  0, 
\x <  5; c)

x > -3, 
x < 2; d)

U < -3 ,
U < 2?

216. Kielégíti-e a j 3 .̂ < ^  egyenlotlenség-rendszert az alábbi szám:

a) 2; b) 3; c) 0; d) 6?
217. A kóvetkezó egyenlótlenségek kózül:

a) |jc| < 3; b) \x\ -  1 < 0,5; c) |jc| >5; d) 7 -  |jc| < 0 
melyik ekvivalens a megfeleló egyenlótlenségek rendszerével? 
Melyik ekvivalens a megfeleló egyenlótlenség-együttessel?
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cA szint 3
S> 218. Megoldása-e a 2 a következö az egyenlotlenség-rendszereknek:

fjc — 3 < 5, 
a) t 4jc + 2 > 9;

3jc > X  + 2,
b) I 12 < 8x -  5;

0,5jc > 2x -  3,
c) I 3jc -  1 >4?

219. A -1, 0, 1, 2, 3 számok közül melyekre teljesül az egyenlotlenség- 
rendszer:

a)
3 — x > 0, 
7 + je > 0;

\2x + 3 > 5, 
b) i 1 - j c < 0?

220. Oldjátok meg az egyenlotlenség-rendszert és jelöljetek meg két olyan 
egész számot, amelyek kielégítik azt:

2x + 7 > 0,
a)í.3x + 6> 0Í b>[3* + 9 < 0 ;

2x -  5 < 0,
3jc + 9 < 0;

Oldjátok meg az egyenlotlenség-rendszert (221-224)!

3x + 1 < 0, 
c) I 2x + 5>0!

8 < 4jc + 8,
0 > 3jc + 6.

5 y- 7  < 3y,
2 -  4y < 5.

1 — 1 ,5jc < je,
1 + 1,5* < 16.

1x - l  < x - 2  
2 3 ’

2x-3 > 0 .

225. Adjatok az a-nak olyan értékeket, amely mellett az a), b), c) 
egyenlotlenség-rendszereknek: 1) van megoldásuk; 2) nines 
megoldásuk:

$>221. a ) l
: 2jc + 3 > X ,  

[4x - X  < 3; b) |
2 -  5jc < 7, 
3jc + 1 < - 8; c)

222. a ) l
\ S y - K 2 y ,  
[3 - 2 y  <y; b) |

4 -  3y > -2y, 
y - 3 >4; c)

223. a ) |
\ 0,5z -  2 < z, 
t0 ,3 -2 z> 3 z ; b) |

0,8jc -  3 > 5, 
0 , 8 jc  + 1 >9; c)

224.
H

[ í - l > £ f 2 3-
[ X  -  1 < 7 ;

b)
[ 6z + 1 < 4z, 

| f - f > 0 3 ;
c)

a)
X  >  a ,

X < 3; b)
X  <  a ,

X < -3; • ) i ^ \
Oldjátok meg az egyenlotlenség-rendszereket (226-228)!

b)
. 15 — 3jc < 9jc — 12, 

» 226. a) | 8jc _ 7 > 5jc -h 4;
12 -  z < 8z -  15, 
7z -  6 > 6z + 4;
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227.

c)

a)

Î2 (x -3 )< 5 x  + 7, 
13 + 4x> 3(jc — 5);

Í3 -  2(x -  1) < 0, 
15 -  3(jc -  4) > 0;

U < 2 -  3(x + 1),
J l5x> 3 + (x -4 );

[ 2x -  0,2(x -  2) > 4, 
228. a) \ x

d)

b)

d)

b)

i 5(x + 2) > 2x -  4, 
l3(x + 3 ) < 7 - 8 x .

J-4(2x -  1) < 3, 
1-5(jc- 3 )  >4;

i 8(1 + x ) > 3 ( 2x -  1), 
15 < 3x -  2(8x -  3).

[ 7x -  1 > 48 ;

[0,5x + 3 < 2,5 -  3x, i 0,4z + 2 > 3,5 -  2z;
c) [5 -  0,2x < 0,2 -  5x; d) [7 -  1,3z > 0,3 -  5z.

^ 229. Határozzátok meg az egyenlôtlenség-rendszerek egész számú 
megoldásait:

\2n + 3 < 4(3« -  5), J «(« + 1) > (« + 2)(« -  2),
a) 18 -4 «  < 7 -  2(4« -  13); b) !(« -  3)2 > 3 -  «(2 -  «)!

230. Oldjâtok meg a kettös egyenlotlenséget:
a ) - 2 < 3 x - 4 < 5 ;  b ) 3 < 2 - x < 5 ;
c) 0,4 < 2x + 1 < 0,6; d) 0,7 < 3 -  2* < 1,2;

e )- l  < I (6 -  z) < 1 ; 0  -2,5 < |(1  -  3>>) < 1,5!

(JLszin*
Oldjâtok meg az egyenlotlenség-rendszereket (231-234)!

ÍC2 -  3 < (C + 3)2, J 5 -  (x + 3)2 > (x -  2)(1 -  x),
23!. a) | 2C + C 2> ( C _ 2)2; lx(x + 7) <( x  + 7)2- 7;

j(z2- 2 ) - 3 >  3z2, 
c) \z2 + 2 z< (z -  1 )z;

J (x -  1 )2 + 3x > (x -  1 )(x + 1 ),
d) l(x  + 3)(x- 1 ) > (x + 2)2 -  1.

» 232. a) J(x+ l)2> x 2 + 4, 
| ( x - l ) 2>x2- 4 ;

Î7 + (x + 3)2<5x + (x -3 )2,
} {(x -  1 )(x + 2) < (x + 1 )(x -  2);
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c)
( x - l )2 >x2 + 7, 
(x -  2)2 >x2 -  8; d)

3x -  (x + 1)2<5 — (1 — x)2,
(x -  3) (x + 3) > (x + 7)(x -  7).

1. f e j e z e t

233. a)
2v + 15 !z z >  i

5 -  3 ’

2y> ^  -2 4

b)
4 | x  -  1 < 3x + 3 2 ,3
3x + 12 + 3 > 8 + x

c)

4x + 3 _  3 x - l  i 8 - x
3 8 1 6 ’

7x + 3 , 3x + l . x - 4
5 2 4  2

»234. a)
c + 0,25 < 

l - 3 c
C  — ' <

14c+ 3 
12

c + 8
b)

2 + « < 5
3 2 3

 ̂ a + 16 „ -,6 -  —r— < - 2a;

c)
2 x - l  ^ 11-x  -,— - x <  — - 2,
3(x -  1 )2 + 8x + 2 < x(3x -  2) + 1.

235. Az x változó mely értékei mellett van értelme a kifejezéseknek: 

a) ^/5^x + J x - 3  ; b) J ï x ^ l  -  V3x + 2 ;

c> ' /7 +3 + /TT3 ; d) '/2x/ 3 + . 5 ?
V3x + 2

»236. Az x változó mely értékei mellett tartozik a 4x-l,5 kifejezés a 
következö intervallumokhoz: 
a) (1; 2); b) [-2; 0]; c) 0); d) [3; 7)?

237. A C mely értékei mellett tartozik a 2 kifejezés a következö

intervallumokhoz:
a) (-oo; 0); b) [0; «>); c) (-1 ; l) ; d) [1; 8]?

Oldjátok meg az egyenlôtlenségeket (238-241)!
238. a) (x + 2) (x -  7) < 0; b) (x -  3) (2x -  5) > 0;
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c) (3 -  2z)( 1 + z) > 0; *
e) 0,5x(x + 3) < 0;

»239. a) (2x + 1) (10* -  7) > 0; 
c) (x2 + 5) (x + 5) > 0;
e) 5x2- 3 x - 2 < 0 ;

d) (2^ + 8) (7 -  4y) < 0; 
f)(*2 + 1)(5 -x )  < 0. 
b) (5 -  2x)(l -  3x) < 0;
d) x3 + 2x2 + x < 0; 
f) x3 + 3x2 > 0.

» 240. a)

d)

241. a)

d)

A-+ 3 
A - 7

3a - 1  
A + 5

2a + 4

V O b) 5 -  2a 
2a - 7

> 0; c) 3 - A 
2a -1 A O

3)v
e)

3a + 5
> 0; f)

V3 < 0.-3 < 0 ^ x(x2 +İ) A -  3

IA O b) 5 -  2x 
2 + 5a

> 0; c) -3 *  < Q . 
7a - 1 4

ï < 2 ; e) 2a + 3 
4 - A > 5; f)

A - 4  
3a + 2 >3.

» 242. Az n mely crtékei mellett lesz az és ——j kifejezések külônbsége 

nagyobb a szorzatuknàl?

3 3243. Az n mely értékei mellett lesz a  ̂ és kifejezések összege 

kisebb a szorzatuknàl?
244. Oldjátok meg a három egyenlôtlenségbôl álló rendszert:

a)
2 x -  1 >5, 
4x -  3 < 37, 
3x -  5 > 7;

b)
3x -  2 < 5x -  8, 
2x -  1 < 4(2 -  x), 
2x -  7 < 3(1 -x)!

245. Oldjátok meg a kettös egyenlotlenségek rendszerét:

i 0 < 1 — 2x < 1, I 1 < 5 -  3x < 3,
a) 13 < 3x + 4 < 5; b) [-3  < 3 - 2 x <  1!

246. Oldjátok meg az egyenlôtlenségeket:
a)x2<25; b)x2> 16; c)x2<2!

247. Igaz-e az a pozitiv értéke esetén, hogy az egyenlotlenségek:
a) x2 < a2 ekvivalens a |x| < a egyenlôtlenséggel;
b) x2 > a2 ekvivalens a |x| > a egyenlôtlenséggel?
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248. Oldjátok meg kétféle módszerrel az egyenlôtlenségeket:
a) |jc — 11 < 2; b) (jc -  l )2 < 4; c) (2x + l )2 < 9;
d) |jc — 8| > 1; e) (x -  2)2 > 25; f) (5jc -  3)2 > 49!

Oldjátok meg az egyenlôtlenségeket (249-251)!
249*. a) \2x + 3| < 5;

c) |3jc- 1 |> 2 ;
» 250*. a) |5 — jc| > 0,5;

c)|4x-3 | <*;
251 *. a) (x-3)<Jx - 2  < 0;

c) (5 -  2x) Jx2 +3 > 0;

b) I*- 3| + |jc + 1| < 7; 
d) \x -  2\ + \x + 1| > 3. 
b) \x -  1| + |1 -x \ > 1; 
d) |jc — 7| > |jc — 11. 
b) ( 2 x - > 0; 
d) (4x -  5) : <0.

◄=► Ismétlo gyakorlatok

252. Bontsâtok fel tényezôkre a négyzetes háromtagokat (másodfokú 
polinomokat):
a) jc2-  lOx + 21; b) a2 + 2a -  15; c)2 jc2 + 5x - 3 ;
d) c2 -  l l c - 2 6 ;  e)9a2 + 3 a - 2 ;  f) 4c2 + 25c + 25!

253. Bizonyítsátok be, hogy a 1710 + 3 • 710 -  3 • T  + 179 kifejezés 
maradék nélkül oszthatô 36-tal!

254. írjátok le normálalakban a szâmokat:
a) 47 000 000; b) 308 000 000; c) 0,000000039;
d) 0,00000407; e) 803 • 109; f) 0,067 • 107;
g) 3,7 • 1005; h) 0,42 • 10 7; i) 20 005!

255. Ábrázoljátok az egyenleteket grafıkusan:
a)2x + 3y = 6; b)x^=12;
c)x2+y2 = 4; d)y2- x 2 = 0!

EGYENLOTLENSÉGEK BIZONYÍTÁSA

Elöfordul, hogy azt kell bizonyítani: az adott változós egyenlôtlenséget 
a változók minden megadott értéke igazzà teszi. Ez legkônnyebben a 
„kevesebb” és a „több” fogalmak meghatározása alapján tehetô meg: 

ha a > b, akkor a - b pozitív szám.
1. példa. Bizonyítsátok be, hogy az a változó bármely valós értékére 

igaz a kôvetkezô egyenlôtlenség:
a2 + 2 > 2a!
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B i zo n y i t â s . a2 + 2 -  2a = a2 -  2a + 1 + 1 = (a -  l )2 + 1. Az a 
vâltozö bârmely valos erteke mellett a (a -  l )2 kifejezes erteke nemnegativ, 
ezert a (a -  l )2 + 1 kifejezes erteke mindig pozitiv. Tehât a2 + 2 > 2a.

2. pelda. Bizonyitsâtok be, hogy pozitiv a es b mellett:

^  > Vâfc!

B i z o n v i t â s .  = Î ^ D ! .

A kapott (V^->/â)2 kifejezes bârmely pozitiv a es b eseten nemnegativ.

Tehât, ha a > 0 es b>  0, akkor

a~ y  > ^ b .

Az egyenlöseg csak akkor âli fenn, ha a = b.

Megjegyzes. Az kifejezest az a es b szâmok szâmtani

közeparânyosânak, a -fob kifejezest pedig mertani közeparânyosuknak
nevezzük. Ezert a bebizonyitott egyenlötlenseg igy is megfogalmazhatö:

p M  ket pozitiv szâm szâmtani közeparânyosa nem kisebb mertani 
v • J közeparânyosuknâl.

3. pelda. Bizonyitsâtok be, hogy pozitiv a, b es c eseten:
(a + b){b + c)(c + a) > 8abc\

B i z o n y i t â s. Mivel ket pozitiv szâm szâmtani közeparânyosa nem 
kisebb, mint a mertani közeparânyosuk, ezert

a y  > J S - , y a  > JFc- >
Az egyenlötlensegeket tagonkenti összeszorzâsâval a következöt 

kapjuk:
a + b b + c c + a ^ /—:----;--------~ 2 ~ • —y - * ~ 2 ~ ^ Jab ■ bc ca ,

vagyis
(a + b)(b + c)(c + a) > 8abc.

A vâltozot tartalmazo âllitâs bebizonyitâsa annak megmutatâsât j elenti, 
hogy az adott âllitâs a vâltozök minden megengedett erteke mellett igaz. 
Az âllitâs câfolâsa annak bizonyitâsât jelenti, hogy az adott âllitâs hamiş.
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hogy az adott egyenlótlenség a változó akár egvetlen értéke mellett is hamis.

Példa. Cáfoljátok a (n + l )2 > rr egyenlótlenséget!
C á f o l a t .  Ha « = - l ,  akkor az egyenlótlenség a kóvetkezó alakot 

veszi fel: O2 > l2. Ez az egyenlótlenség hamis. Ezért hamis az adott 
egyenlótlenség is.

Azt a példát, amely bármely állítást cáfol, ellenpéldának nevezzük.
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¿5* A számtani és a mértani kózéparányosokon kívül a tudósok 
gyakran vizsgálják két vagy tóbb szám négyzetes kózép- 

arányosát. Tóbb szám négyzetes kózéparányosénak nevezzük a 
négyzeteik számtani kózéparányosából vont négyzetgyókkel egyenló 
számot. Az a és b vagy x, y és z számok négyzetes kózéparányosa 
megfelelóen:

\ a 2 + b 2 l-x2 + y 2 + z2
V 2 ’ V 3

Két szám négyzetes kózéparányosa mindig nagyobb számtani 
kózéparányosuknál. Próbáljátok meg bebizonyítani, hogy bármely 
a és b pozitív számok esetében:

u  < a+2 -b- < + b2

A 41. ábra felhasználásával illusztráIjátok, hogy igaz az ilyen kettós 
egyenlótlenség!

P

41. ábra

Ellenórizzétek magatokat!

* 1. Mit jelent az „állítás bizonyítása”! Mit jelent az „állítás cáfolata”? 
 ̂ 2. Mit jelent az „egyenlótlenség bizonyítása”?
*3. Fogalmazzátok meg, mi két szám számtani és mértani
* kózéparányosa!
> 4. Hasonlítsátok óssze két pozitív szám számtani és mértani
* -kózéparányosát!



EGYENLÖTLENSEGEK 59

Oldjuk meg együtt!

Bizonyitsâtok be, hogyha a < b, akkor a < < b\ Fogalmazzâtok
meg ezt az âllitâst!

B i z o n y i t â s . Ha a < b, akkor 2a < a + b, ahonnan a < ^y—.

Ha a < b, akkor a + b <2b, ahonnan < b.
A ket esetet egyesitve:

ha a < b, akkor a < < b.
A kapott kettös egyenlötlenseg a következökeppen fogalmazhato meg: 

ket egymâssal nem egyenlö valös szâm szâıntani közeparânyosa 
nagyobb az adott szâmok kisebbikenel es kisebb azok nagyobbikânâl.

w  Oldjâtok meg szöban!

256. Hatârozzâtok meg a következö szâmok szâmtani közeparânyosât:
a) 1,3 es 2,7; b) 38 es 0;
c) 409 es -409; d) 10, 20 es 30!

257. Hatârozzâtok meg a következö szâmok mertani közeparânyosât:
v a) 50 es 8; b) 1000 es 40;

e) 0,2 es 0,8; d) 5" es 5 7!
Bizonyitsâtok be az egyenlötlenseget (258-259)!
258. a) (a -  2)2 + 3 > 0; b) (1 -  2a)2 + 1 > 0;

e) (a + 2)2 > 4a.
259. a) a2 + 6a + 10 > 0; b) 9 -- 12a + 4a2 > 0;

c) a4 + 1 > 2a2.

* szint

Bizonyitsâtok be az egyenlötlenseget (260-263)!
260. a) a2 + 2a + 2 > 0; b) a2 -  2a + 5 > 0;

e) 2a2 + 4a + 5 > 0; d) 2a2 + a + 1 > 0.
261. a) a2 + 3 > 2a\ b) a2 + 5 > 4a\

e) 2a2 + 1 > 2a\ d) 3a2 + 1 > 2a.
262. a) (2a- 1) (2a+  1) < 4a2; b) (a -  3)2 > a(a -  6);

e) a2 + 65 > 16a; d) a4 + 82 > 18a2.
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263. a) (a + l )2 > 4a; b) 99 + 20a < (a + 10)2;

2> 264. Bizonyítsátok be, hogy x minden negativ értéke esetén:
a) (x -  1) (jc — 2) > 0;
c) ( jc  -  3) (3 -  jc )  < 0;

b) x2 + 9 > 1 Ojc; 
d) (2 - jc) (jc- 3) < 0!

265. Bizonyítsátok be, hogy c minden pozitív értéke esetén:

a ) c + ^ > 2 ; -  b ) 9 c + ± > 6 ;  c) + 1) ( ;  + 1) > 4!

( B szint )

Bizonyítsátok be az egyenlotlenséget (266-267)!
266. a) a2 -  ab + b2 > 0;

b) a2 + b2 + 2 > 2(a + b).
267. a) a2 + b2 + c2 > ab + ac + be; 

b) a2 + b2 + c2 + 3 > 2(a + b + c).
268. Bizonyítsátok be, hogy bármely két valós szám négyzetének összege 

nem kisebb kétszeres szorzatuknál!
269. Mi a nagyobb:

a) két pozitív szám négyzeteinek összege vagy összegük négyzete;
b) két negativ szám négyzeteinek összege vagy összegük négyzete? 

^ 270. Bizonyítsátok be, hogy két valós szám négyzeteinek félosszege nem
kisebb félosszegük négyzeténél!

271. Az egyenlö területü összes négyszog közül a négyzetnek a legkisebb 
a kerülete. Bizonyítsátok be!

2> 272. Az egyenlö átfogójú összes derékszogü háromszog közül az 
egyenlö szárú háromszog területe a legnagyobb (42. ábra). 
Bizonyítsátok be!

42. ábra



EGYENLÔTLENSÉGEK 61

273. Egy adott körbe beirt valamennyi négyszôg közül legnagyobb 
területe a négyzetnek van. Bizonyítsátok be!

Bizonyítsátok be az egyenlôtlenségeket a változók bármely valós értékei 
esetére (274-278)!
274. a) a2 + b2 + 1 > ab + a + b\ b) {a + b + 1 )2 < 3 (a2 + b2 + 1 ).

» 275. a) a4 + b4 + 2c2 > 4abr, b) a4 + b4 + c4 + d 4 >4abcd.

276. a) 8a2 + 14 ab + lb 2+ \> 0 ;  b) 2a2 + 5c2 + lac  + 1 > 0.

277. a) (ax + by)2 < (a2 + b2) (.x2 + y2);

b) <J(a + x f  + {b + y f  ^ Ja2 + b2 + + f  •

278. a) \a\ + \b\ >\a + b\\ b) \a\ -  \b\ < \a -b \.

Bizonyítsátok be, hogy igazak a számegyenlotlenségek (279-281)!

» 279. a) J2 + V2 + V2 + V2 < 2; b) Jó W ó W ó  + i/ó ■< 3.

280. a) h  + 2V3 + 2V3 + 2V3 < 3; b) V l 2 - V12-VÏ2 > 3.

281. a) + 2 • 3 +  3~  4 + • • • + 99 ■ 100 <  * »

b) 4r + + 1
42

+ ... +
1002 < 1.

<=► Ismétlo gyakorlatok

282. Oldjátok meg az egyenleteket:

a)
4

x + 3 = - 2jc; b) 3
x + 3 + 5x

X  -  1 = -1 !

283. Az X2 + 2x2 -  9x + a -  0 egyenlet egyik gyöke: -2. Határozzátok 
meg az egyenlet többi gyôkét!

284. Az érc 60% vasat tartalmaz. A beiöle olvasztott nyersvas vastartal- 
ma 98%. Hány tonna vasércbol olvasztható 1000 t nyersvas?

285. Számítsátok ki, hogy/9), f i 99), fi999), ha fix) = ~ !
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OLDJATOK MEG ÖNALLOAN A FELADATOKAT!

I. V á 1 to z a  t

Io. Oldjátok meg a 3x -  5 < 13 egyenlotlenséget!
2. Oldjátok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

X -  2

Ç - 7 / u ’• b-)
3 - < x,

5 (x -  2) < 8x + 1!

3*. Oldjátok meg a -1 < 2x -  3 < 5 kettös egyenlotlenséget!

II. V á  1 to  z  a t

Io. Oldjátok meg a A x-  7 < 13 egyenlotlenséget!
2. Oldjátok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

r 2 - ^ i
a°)

3x -  7 < 5, b*)
> x,

7 (x -  3) > 5x -  2!2x + 1 >3;

3°. Oldjátok meg a -3 < 2c + 1 < 7 kettös egyenlotlenséget!

111. v á l t o z a t

Io. Oldjátok meg az 5x -  4 > 26 egyenlotlenséget!
2. Oldjátok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

2 - x
ao\ i 5x 2 < 18,

' i 2x + 3 > 5; }
4 - >  X,

2 (x -  4) > 5x -  2!

3o. Oldjátok meg a -2 < 3n + 4 < 10 kettös egyenlotlenséget!

IV. V á 11 o z a t

Io. Oldjátok meg a 7x + 3 > 38 egyenlotlenséget!
2. Oldjátok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

a°)
4x -  3 > 5, 
5x + 2 < 27; b#)

3 - x -  4 < 3x,

5 (x -  1) > 3x -  1!

3*. Oldjátok meg a -5 < 2w -  1 < 7 kettös egyenlotlenséget!
V_
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r *  A FEJEZET TARTALMÁNAK 0SSZEFOGLALÁSA W

Ha két kifejezést <, >, < vagy > relációs jellel kapcsolunk össze, 
akkor egyenlotlenséget kapunk. Azt az egyenlotlenséget, melynek 
mindkét oldalán szám áll, számegyenlotlenségnek nevezzük.

A számegyenlotlenségek tulajdonságai
Ha: a < b és b < c, akkor a < c\

a < b és c tetszöleges szám, akkor a + c < b + c;
a < b és c > 0, akkor ac < bc\
a < b és c < 0, akkor ac > be;
a < b és c < d, akkor a + c < b + d\
a< b ,c < d és a, b, c, d pozitív számok, akkor ac < bd.

Aza <x <b, a<x<b, a< x<b, a< x < b alakúegyenlotlenségeket 
kettös egyenlotlenségeknek nevezzük. Ezeket a mennyiségek és 
kifejezések értékeinek megbecsülésére célszerü alkalmazni. Tehát 
ha a < x < b é s c < y < d , akkor

a + c < x + y < b  + d, a - d < x - y < b - c , 
ac <xy < bd, a : d < x : y  < b : c.

A két utóbbi kettös egyenlotlenség akkor igaz, ha az a és c számok 
pozitívak.

A2x + 17 < 1 ésa  1 2 - 3 x > 2 a z  egyváltozós egyenlotlenségek 
példái.

A változókat tartalmazó egyenlotlenségek az egyenletekhez 
hasonlóak.

Az ismeretlent tartalmazó egyenlotlenség megoldásának a változó 
azon értékét nevezzük, mely kielégíti az adott egyenlotlenséget, azaz 
igaz számegyenlotlenséggé alakítja át. Egyenlotlenséget megoldani 
annyit jelent, mint megtalálni valamennyi megoldását, vagy bebizonyíta- 
ni, hogy nines megoldása.

Az egyenlotlenség megoldásainak halmaza leggyakrabban 
intervallum. Például a2x  + 7 <  1 5é s 8  + 3 * > 2  egyenlotlenségek 
megoldásai a következö halmazok: (-<», 4) és [-2; °°).

Az egyazon változót tartalmazó több egyenlotlenség egyenlotlen- 
ség-rendszert alkot, ha a közös megoldásaikat kell meghatározni. Az 
egyenlotlenség-rendszert megoldani annyit jelent, hogy meg kell hatá- 
rozni valamennyi megoldását vagy bebizonyítani, hogy nines megoldá- 
suk. A következö egyenlotlenség-rendszer

i 2x + 7 < 15,
13x + 8 > 2

megoldáshalmaza: [-2; 4).
.. ...............
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MATEMATIKATÖRTENET
-----------  ---p,

Az emberek mâr az idöszâmitâsunk elött is meg tudtâk hatârozni, 
hogy ket szâm közül melyik a nagyobb es melyik a kisebb. Eukleidesz 
(i. e. III. sz.) Elemek cimü müveben talâlhatö egy egyenlötlensegnek a

bizonyitâsa, amely a jelenlegi jelrendszerrel a következökeppen irhatö le:

hanem szakaszhosszakat jelölt; a bizonyitâsa mertani mödszerrel, 
egyenlötlensegjelek neİkül törtent.

Archimedesz (i. e. III. sz.) bebizonyitotta azt az egyenlötlenseget, amely

A < es > jeleket elöször egy angol matematikus, T. Harriot alkalmazta 
az 1600-as evek elejen. Annak ellenere, hogy az egyenlötlensegjelek 
alkalmazâsât kesöbb javasoltâk, mint az egyenlösegjelet, megis korâbban

= jel abban az idöben meg nem volt a nyomdâkban.
A nem szigorü egyenlötlensegek jeleit 1670-ben vezetette be J. Wallis 

angol matematikus, azzal a különbseggel, hogy a vonâst ö meg az 
egyenlötlensegjel fölött hasznâlta. Az ilyen jeleket ritkân hasznâltâk. A 
szâmunkra megszokott formâjukban a < es > jeleket egy francia 
matematikus, P. Burger javasolta 1734-ben.

A korszerü matematikâban es alkalmazott tudomânyokban az 
egyenlötlenseget gyakran hasznâljâk a közeparânyosok, igy több valös 
szâm szâmtani es mertani közeparânyosai között. Peldâul ha av a2, a3,

Ismeretesek olyan egyenlötlensegek, amelyeknek sajât nevük van.

I Az n pozitiv szâmok szâmtani es mertani közeparânyosai közötti 
egyenlötlenseget Couchy-egyenlötlensegnek nevezik:

Bunyakovszkij-egyenlötlensege:

a  + b  

2 > yföb . Abban az idöben azonban az a es b nem tetszöleges szâmokat.

mai formâban a következökeppen irhatö le: 3 ^  < 7i < 3 y .

kezdtek hasznâlni a V betü nyomdai alkalmazâsânak köszönhetöen, mig
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Agustín Louis Couchy 
(1789-1857)

:  ~¿s l  — , '
Agustín Louis Couchy -  francia matematikus, a Párizsi Akadémia, a 

londoni Royal Society és tóbb más tudományos akadémia tagja. A 
matematika külónbozó ágazataiban -  számtan és számelmélet, algebra, 
matematikai analízis, differenciál-egyenletek, 
elméleti és égi mechanika, matematikai fizika- 
tevékenykedett. Ósszességében tobb mint 
800 publikációja jelent meg. A Párizsi Aka
démia 27 kotetben jelentette meg ósszegyüjtótt 
müveit.

A XIX. században élt ukrán matematikusok 
kozül az egyenlótlenségek problematikáját 
leginkább Viktor Jakovics Bunyakovszkij
kutatta. A Vinnyicaterületi Barban született,
Franciaországban és Németországban tanult.
Párizsban védte meg a disszertációját és 
szerezte meg 1825-ben a doktori címet. Az 
általa bebizonyított egyenlótlenséget gyakran 
tulajdonítják H. Schwarz német matema- 
tikusnak, de Bunyakovszkij 16 évvel korábban 
oldotta meg a problémát. Az ukrán tudós 
népességstatisztikai kérdések kutatásával, az 
orosz hadsereg kontingensnagyságának, a 
bírósági tanúvallomások valósághüségének, a 
megfigyelések során elóforduló tévedések 
matematikai vonatkozásaival is foglalkozott.
1858-ban az orosz kormány statisztikai és 
biztosítási fószakértóje volt (207. oíd.).

Az egyenlótlenségeket a mértanban is 
alkalmazzák. Például az ABC A  csak akkor és 
csakis akkor létezik, amikor igaz a kóvetkezó 
három egyenlótlenség:

AB < BC  + CA, BC < CA + AB és CA<AB + BC.

Igaz-e, hogy a három egyenlótlenség rendszere ekvivalens a kóvet
kezó kettós egyenlótlenséggel: |A C -  CB\ < AB < \AC + CB\1

V. J. Bunyakovszkij 
(1804-1889)
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FELKESZULES A TEMAISMERETI ERTEKELESRE

1. sz. tesztfeladat

1. Valasszatok ki az igaz egyenlotlenseget:

a) 0,2 > V2 ; b) -1 < -2; c) 5 > 5; d) 2 1 < 2 2!
2. Az 5 > 3 es 2 > -1 egyenlotlensegek osszege a kovetkezo 

egyenlotlenseg:
a) 4 >5; b )4 < 5 ; c) 7 > 2; d )7 > 2 !

3. Mutassatok meg a szigoni egyenlotlenseget:
a) 15 > 5; b) 2 < 2; c )7 > -2 ; d )-10 > 10!

4. Az x2 + 2x + 1 < 0 egyenlotlenseget az alabbi szamok elegitik ki:
a) 2; b) 1; c) 0; d ) - l .

5. Hany egesz szam elegiti k ia —1 < jc< 1 egyenlotlenseget:
a) egy; b) ketto; c) harom; d) negy?

6. Valasszatok ki a >/3-nak megfelelo intervallumot:

a) [2; 3]; b )(-~ ; 71);
c ) (2 </3; 3 </3); d )(-V 3 ;~ ).

7. Valasszatok ki azt az egyenlotlenseget, amelynek nines megoldasa:
a) \x\ > -3; b) * < -3; c) 7 -  |jc| < 0; d) jc2< 0!

8. A |  ̂ egyenlotlenseg-rendszemek a kovetkezo megoldas-
[x + 1 < 2

halmaza van:
a) 1]; b) [1,5; - ) ;  c) (— ; 1,5]; d) [2; 3]!

9. Melyik az x2-  2x > x2 + 2 egyenlotlenseg legnagyobb szamerteku 
megoldasa:
a) 2; b) 1; c ) - l ;  d)-2?

10. Hatarozzatok meg az y  = -L + yfx fuggveny ertelmezesi
jc‘

tartomanyat:
a) 0]; b) 0); c) [0; «>); d) (0; °o)!



EGYENLÔTLENSÉGEK 67

■ ■ M B İ

1.

2.

3.

4.

5-.

6.

Típusfeladatok az 1. sz. dolgozathoz

Hasonlítsátok össze a törteket:

a ) 7 e s ? ; b ) - 3 e s ~ 3 ; c ) 6 e s ? ; d ) - 13es 27 •

Ismeretes, hogy x <y. Hasonlítsátok össze:
a°) x -  3 ésy -  3; b°) 1,3x és 1,3j>;
c*) -2x és -2_y; d*) 5 -  x és 5 -  y!
Adva van: 7 < b < 12, 2 < c < 5. Becsüljétek meg a kifejezés 
értékét:

a°) 3b; b°) bc\ . c*) 3b + 2c;

Oldjátok meg az egyenlôtlenséget:

d.) 3b + 2c_ ,

a°) 2x -  5 < 7;

c*) 4 -  (x -  2)2 > x -  x2;

b°) 3x + 7 < 7x + 3;

d‘) x -  3 2x -  1 >4!5 10

Határozzátok meg az ^ és C halmazok unióját és metszetét, ha: 
a) A = (2; 5), C = (1; 3); b )^  = (-3; «>), C = (-°°; 3];
c)A=  (-©o; tc), C = [ VTÏÏ ; VTT ]!
Oldjátok meg az egyenlotlenség-rendszereket:

a°)
6x -  7 > 4x -  3, 
3x +16 > 8x -  4;

b*)
jx(x + 7)>  ( x - 7  f ,
}(3x -  xX-Y + 3) > 0,5x -  x 2!

7 \ Határozzátok meg a fuggvény értelmezési tartományát:

y =  J lx  + 3 -  j 9_ 2x •
Oldjátok meg az egyenlôtlenséget:
a) |5x - 3| < 1; b) |3x -  15| > 9!
Oldjátok meg az egyenletet:

|x + 1| + |x -  2| = 3!
; Bizonyítsátok be az egyenlôtlenséget, ha: a > 0, b > 0, c > 0: 

(a + 2c) (c + 2b) (b + 2a) > 16 J2 abc\
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Az emberi tudásnak nines olyan területe, 
amelynek ne lennének részei a függvények és
grafikus át * j f e _________

‘  * “  vincev



69

A függveny -  sok folyamat vizsgä- 
latänak celszerü matematikai mo- 
dellje. Azy  = ax2 + bx + c keplettel 
leirhatö függveny -  mäsodfokü 
fiiggvcny. A görbeje -  parabola. Az 
ilyen függvenyeket gyakran aikal- 
mazzäk a tudomäny különbözö 
ägazataiban. Ezck a mäsodfokü 
egyenletekhez es egyenlötlcn- 
segekhez kapcsolödnak.

A fejezet fö temäi:
• a függvenyek tulajdonsägai;
• függveny-transzformäciök;
• mäsodfokü függveny;
• mäsodfokü 

egyenlötlensegek;
• mäsodfokü 

egyenletrendszerek.

8 . § .  FÜGGVENYEK

A függveny az egyik legfontosabb matematikai fogalom. Sok pelda 
hozhatö fei a vältozök közötti összefüggessel es megfeleltetessel 
kapcsolatban. Az S = 4tu/c keplet peldäul a gömb sugara es felületenek 
területe közötti összefuggest fejezi ki.

A T = 2 n ß  keplettel az inga / hossza es T lengesi periödusa közötti

megfeleltetes hatärozhatö meg. Vagyis T az I fiiggvenye (itt 7t = 3,14, 
g « 9,8 m/s2.

Idezzük fei a függvenyekkel kapcsolatos fontosabb ismereteket.
Függvenynek nevezünk minden olyan megfeleltetest, amely valamely 

D halmaz minden x elemehez csakis egy y  elemet rendel hozzä. Ebben az 
esetben azx-ct fiiggetlen vältozönak vagy argumentumnak, azy-t fiiggö 
vältozönak, a D halmazt a fiiggvcny ertelmezesitartomänyänak nevezzük. 
Azy  összes ertekenck halmazät, amelyet a függveny felvehet, a függveny 
ertekkeszletenek nevezzük es E betüvel jelöljük.

Függvenygörbenek nevezzük a koordinätasik valamerinyi olyan 
pontjänak halmazät, amelyek abszcisszäi az argumentum ertekeivel, az 
ordinätäi a függveny megfelelö ertekeivel egyenlök.

A fliggvenyt leggyakrabban keplettel, ertektäbläzattal vagy grafikonnal 
adjäk meg. Peldäul az y  = x2 keplet azt a függvenyt adja meg, amely a 
szämok es negyzeteik közötti megfeleltetest fejezi ki. Ha a függveny 
ertelmezesi tartomänyänak a [-3; 3] intervallumhoz tartozö egesz szämokat 
tekintjük, akkor a függvenyt a következö ertektäbläzat foglalja magäban:
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X - 3 - 2 - 1 0 1 2 3

y 9 4 1 0 1 4 9

Ennek a függvénynek a grafikonja a 43. ábrán látható hét pont. 
Értelmezési tartománya a D = {-3 ,-2 ,-1 ,0 ,1 ,2 ,3}  halmaz, értékkészlete 
az E = {0, 1,4, 9} halmaz.

Ha azy = x2 függvény értelmezési tartománya a [ -2; 2] intervallum, 
akkor a fíiggvény grafikonja a 44. ábrán látható parabola egy része. A 
függvény értékkészlete a [0; 4] intervallum.

Az összes valós szám R halmazán értelmezetfy=x2 függvény grafikonja 
egész parabola (45. ábra). Ennek a függvénynek értelmezési tartománya a 
valós számok R halmaza, értékkészlete a [0; °<>) intervallum.

Idézzünk fel néhány függvényt.
y  = kx az egy enes arányosság függvény e k *  0. A grafikonja olyan 

egyenes, amely áthalad az origón. A függvény értelmezési tartománya az 
R halmaz, értékkészlete szintén az R halmaz. Például azy = 2x függvény 
górbéje a 46. ábrán látható.

y  = kx + h fiiggvényeket lineáris függvényeknek nevezzük. A grafikonja 
olyan egyenes, mely nem párhuzamos az y  tengellyel. Értelmezési 
tartománya az R halmaz, értékkészlete szintén az R halmaz, ha k * 0. Ha 
k= 0, akkor értékkészlete egyetlen szám, a b. Például:y = x + 2 (47. ábra), 
y  = 3,5 (48. ábra).

44. ábra43. ábra 45. ábra
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y = ^  — fordított arányosság (k * 0). A grafikonja hipérbola. Ha 
k>0,  akkor a hipérbola ágai a koordináta-rendszer I. és III. negyedében 

találhatók, ha k < 0, akkor a II. és IV. negyedében vannak. Az y = -  
függvény értelmezési tartománya: az R halmaz, a nulla kivételével, 
értékkészlete ugyanaz a halmaz (-°°; 0) U (0; °°).

Például az y  = ^ (49. a ábra), y  ~ ~~ (49. b ábra).

a
49. ábra

b
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Az y  = x3 függvény grafikonja az 50. ábrán látható. Az értelmezési 
tartománya és értékkészlete az R halmaz.

Az y  = Jx függvény grafikonja egy parabolaszár (51. ábra). Az 
értelmezési tartománya [0; °°) és értékkészlete [0; °°).

Ha az y  változó az x változó függvénye, akkor ez így jelölhetö: 
y  = /(x) (és így olvasható: y  egyenlö az /  függvény x helyen vett 
helyettesítési értékével). A z f a )  jelöli az y  = fix )  függvény értékét, 
ha x = a. Ha például a függvényt azy = 3x2 -  5 képlettel adtuk meg, akkor 
ez így is felírható :^) = 3*2 -  5. Ebben az esetben /(O) = 3 • O2 -  5 = -5; 
X-2) = 3 .( -2 )2-5 = .7 .

M e g j e g y z é s. Ha azy ^ flx ) ,  akkor gyakran azt mondják, hogy y  az 
x függvénye, vagyis az y  változót nevezik fíiggvénynek. Pedig a függvé- 
nyen nem egy fuggö változót kell érteni, hanem a két változó közötti 
megfelelést. Ráadásul nem bármilyen megfelelést, hanem csak egyértelmü 
megfelelést, amikor az x változó minden értékéhez egyetlen y  érték van 
hozzárendelve.

Vi
4
3
2
1

2 0.

-2
1 2 3 4 5 6 7 8 9  101112 x

51. ábra

Ä  Egyes függvényeket értelmezési tartományuk egyes helyein külön- 
bözö képletekkel adnak meg. Ilyen például a következö függvény:

f ( x )  =
x 2, ha x < 0, 
x, ha x > 0.
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Ennek a függvénynek az értékét az argumentum negativ értékei 
mellett az/(x) = x2 képlet alapján határozzák meg, míg pozitív értékek 
mellett az f(x) = x  képlettel. A gorbéje az 52. ábrán látható.

Léteznek más függvények is, amelyeket számotokra újjelekkel jelölnek.
Az x  valós szám egész részének nevezzük azt a legnagyobb [x] 

egész számot, amely nem nagyobb, mint x. Az y = [x] függvény 
grafikonja az 53. ábrán látható.

52. ábra

y
4
3
2
1

— o

-2  0 1 2 3 4 x
“ -2

53. ábra

Az x valós szám tortrészének nevezzük e szám és egész részének 
a külónbségét: {x}= x -  [x]. Az y = {x} függvény grafikonja az 
54. ábrán látható.

 ̂ 1. 
■¡2. 
í  3.

i "
§ 6 .
í  7.

Ellenorizzétek magatokat!

Fogalmazzátok meg a függvény meghatározását!
Mi a függvény argumentuma? Mondjatok példákat!
Hogyan adható meg a függvény?
Mi a függvény értelmezési tartománya és értékkészlete?
Milyen függvényeket nevezünk lineárisaknak? Milyenek a 
tulajdonságai?

Nevezzétek meg a fordított arányosság tulajdonságait!
Mi a függvény grafikonja (gorbéje)?
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y  Oldjuk meg együtt!
V____ J

1. A ftiggvenyt az f  (x) = x3 + 1 keplet adja meg. Hatärozzätok meg: 
/(~3), /(0 ), /( -1 ) , / ( -J l) ertekeit!
J  M e g o l d ä s .  / ( - 3 )  = (-3)3 + 1 = -27 + 1 = -26,
/ (0 )  = 03+ 1=0+ 1 = 1, / ( V 2 )  = (V2)3 + 1 =2 72 + 1. v * -
F e 1 e 1 e t . / ( -3 )  = -26, /(0 )= 1 , / (V 2 ) = 2 V2 + 1.
2. Az>> = x2 -  3x + 2 fuggveny mely pontokban metszi:
a) az>;-tengelyt; * b) az x-tengelyt?
^ M e g o l d ä s .  a) Ha a ftiggveny grafikonja az jMengelyt valamely 

pontban metszi, akkor ennek a pontnak az abszcisszäja nulläval egyenlö, 
a koordinätäi pedig kielegitik a ftiggvenyt megadö egyenletet.

Adva van: jt = 0; >̂ = 02- 3 - 0  + 2 = 2.
Tehät a fliggveny grafikonja a (0; 2) koordinätäjü pontokban metszi az 

^-tengelyt.
b) Ha grafikon az x-tengelyt valamely pontban metszi, akkor ennek a 

pontnak az ordinätäja nulläval egyenlö, a koordinätäi pedig kielegitik a 
ftiggvenyt megadö egyenletet.

Adva van: y  = 0; x2 -  3x + 2 = 0; x, = 1; x, = 2.
Tehät a fliggveny grafikonja a (1; 0) es (2; 0) koordinätäjü pontokban 

metszi az x-tengelyt.
F e 1 e 1 e t . a) (0; 2); b) (1; 0) es (2; 0).

▼  Oldjätok meg szöban!

286. Mondjätok ragozott formäban a következö szavakat: a) fiiggveny;
b) argumentum; c) grafikon\

287. Adjätok meg keplettel azt a függvenyt, amely kifejezi a megfelelest 
a szämok es: a) a köbeik; b) az ellentetes szämaik; c) a reciprok 
szämaik között!

288. Milyenek a következö kepletekkel megadott függvenyek grafikonjai:

d ) y = z \

a) y  = 3x + 1; b )y  = x2;

e)y = f ;

c) t = 3;

f) y = J x ?

289. Igaz-e, hogy:

a) az y  = j x  -  5 
egyenlet görbeje?

függveny görbeje egyben a 2x -  3y  = 15
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b) az y= Jx  függvény gorbéje ugyanolyan, mint az y2 = x fíiggvényé. 
Miért?

290. A függvények melyikének a gorbéje halad át a koordináta-rendszer 
origóján: a) y  = 2{x-  3); b)y  = 2x2\ c)y  = x(x-2)2

291. Határozzátok meg a fuggvények értelmezési tartományát:
a)y = 3x - 2 ;  b)y = 4 - x 2; c)>> = -2,5;

d) y = ^ r~ T)»  e^ y = V2JC-4; f) y =  ^ 5~ 2 x !

A szint

S> 292. A függvény az y = \ x 2 képlettel van megadva a D = {-4, -3, -2,
-1 ,0 ,1 ,2 ,3 ,4}  értelmezési tartományban. Adjátok meg a függvényt 
táblázat és grafikon formájában!

293. Ábrázoljátok azy = ^ x2 függvény gôrbéjét a [—4; 4] intervallumban! 

Határozzátok meg a függvény értékkészletét!

294. Az y = \ x 2 függvény az R halmazon van megadva. Határozzátok

meg az értékkészletét! A függvény gôrbéjéhez tartozik-e az 
4(-100; 5000) pont?

295. A függvény az alábbi táblázattal van megadva:

X 1 2 3 4 5 6 7 8

y 5 10 15 20 25 30 35 40

Adjátok meg a függvényt képlettel! Mutassátok meg az értelmezési 
tartományát és az értékkészletét!

^ 296. A függvény azf (x)  = x2 + 10 képlettel van megadva. Számítsátok 
ki:/(2), 3 /(2 ), 2 /(3 ), 0,5/(10)!

297. A függvény az J(x) = x2 -  5 képlettel van megadva. Határozzátok

m eg:/(-3), /( -2 ) , / ( -1 ) ,  /(0 ) , /(7 ) , f { \ \



76 2. f e j e z e t

S> 298. A fuggvény az /(x )  = x2 -  x képlettel van megadva. Határozzátok 
meg: a ) /( -2 )  + / ( - l ) ;  b )/(0 ) + /(1 ); c)/(2 ) - /(3 0 )!

299. /(x )  = x2 -  x + 1. Határozzátok meg:
a)/(0 ) + / (  1 ) + / (  2) + /(3 ); b ) /(  10) - / ( -  9) + / (  8) - /( -7 ) !

300. Az 55. ábrán azy=J{x) fuggvény látható.

Határozzátok meg:
a) az adott fuggvény értelmezési tartományát és értékkészletét;
b) /( -5 ) , / ( -4 ) ,  /(O), /(4 ) , /(5 );
c) az argumentum mely értékei esetén /(x )  = 4, f  (x) = 0;
d) az x mely értékei mellett legnagyobb, legkisebb az / (x)! 

Határozzátok meg a fuggvények értelmezési tartományát (301-302)!

301. a ) y  = 3x -  2; c ) y  =
10

x 2 + 1 ’

d ) y  =
1

(x -  3)(x _ 4) ; e) — J x 2 + 1 ; t ) y  = Jx  + 5

» 302. a ) y  = 5x -  1; b ) y= ylx + 1; C ) y  == 7 4 -.V

d)y  = 2x . 
5 -  x ’ _ (x -  4)(x + 1) ’ f ) y  =. x -1 

1 + x '
303. Ábrázoljátok a fuggvények grafikonját:

a ) y  = 3x -  2; b)y = 0,5x -  1; c ) y  == -3x;
d ) y  = 7 -  2x;

CnII'Ój f ) y  = 3 -x !
S> 304. Ábrázoljátok az alábbi képletekkel megadott fuggvények grafikonját:

a)/(x ) = 2 -  3x; b)/(x) = - l ;
c) f  (x) = 3 -  2x; d )/(x) = 0,5x!
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305. Hatârozzâtok meg a függvények értelmezési tartomânyât:
a)/(* ) = 7; b )/(x ) = 2x; c)y = x2\

306. A z y  = V25 -  x 2 függvény gôrbéjéhez tartozik-e az 
^  (3; 4) pont? A B (-4; 3) pont?

2> 307. Âthalad-e azy = x (x -  3) ftiggvény gôrbéje az 
A (2; -2); Z?(-l;4); C (1,5;-2,25) pontokon?

308. Az /! (-2; -6); B (1,5; 8); C (-3; 4); D (-2; -6); E (3; 4) pontok 
melyike tartozik az alâbbi függvényekhez:

a).y = -1 0 x -2 6 ; b ) y = ™ ;  c)>> = Vx2 +7 ?

309. Az alâbbi függvények:
a) y  = 2,5x; b) j  = 3 -  2x; c) >> = 2(x -  1 ) gôrbéi
mely pontokban metszik az x- és >>-tengelyt?

310. Jelôljétek a hôfokot a Celsius-, Fahrenheit- és a Kelvin-skâlâk szerint 
rendre tc, tF, tK betükkel! Az âtszâmitâsi képletek a kôvetkezô môdon

irhatôk le: tF = |  (tc + 32), tK = tc + 273. Hatârozzâtok meg a

Celsius-skâla szerinti 10 tetszôleges hômérsékleti érték Fahrenheit- 
és a Kelvin-skâlâk szerinti megfelelô hômérsékleti értékét! A kapott 
adatokat foglaljâtok tâblâzatba! A kapott hozzârendeléseket 
âbrâzoljatok grafikusan!

B szint

311. A függvény az/ (x) = x2 képlettel van megadva. Valamennyi a szâm 
esetén teljesül-e az/ ( - a) = / (a) egyenlôség?

312. A függvény az/ (x) = x3 képlettel van megadva. A független vâltozô 
x valamennyi értéke esetén igaz-e az / (-x) = - / (x) egyenlôség?

313. Hatârozzâtok meg az /  (-2); /  (-1); /  (0); /  (1); /  (2) értékeit, ha a 
függvények a kôvetkezô képletekkel vannak megadva:
a)/(x) = 2x2 + 3; b )/(x) = 3x3- 2; *'

c )/(x ) = Vx2 -F 1 ; d )/(x) = J  x 2 + 8x + 15 !

314. A függvény az>> = képlettel van megadva az elsô tiz természetes 

szâm halmazân. Adjâtok meg a függvényt tâblâzattal!
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2> 315. A függveny az y  = 2 keplettel van megadva a D = {-4; -2,75; 
-1; 1,25; 4; 11} ertelmezesi tartomänyban. Adjätok meg a függvenyt 
täbläzattal es grafikonnal!

316. Hatärozzätok meg a 9x -  2y = 14 egyenletnek -  görbeje megrajzoläsa 
nelkül -  azt a pontjät, amelynek az ordinätäja az abszcisszäjäval 
egyenlö!

317. Hatärozzätok meg az y = x2 -  2 egyenletnek -  görbeje megrajzoläsa 
nelkül -  azt a pontjät, amelynek az ordinätäja es abszcisszäja 
ellentetes szämok!

318. Minden termeszetes szämnak vele ellentetes szäm felel meg. Van-e 
ilyen, függveny szerinti megfeleles? Ha van ilyen, akkor adjätok 
meg keplettel es grafikusan!

S> 319. Minden termeszetes szämnak vele egyenlö szäm felel meg. Van-e 
ilyen, függveny szerinti megfeleles? Ha van ilyen, akkor milyen a 
görbeje?

320. Azy  =f(x)  az 56. äbrän läthatö görbevel van megadva. A független 
vältozö mely ertekei eseten:
a)/(x) = 0, /(* )  < 0; b)/(x) = -2, /(* )  > -2, f ( x )  < -2;
c) / ( x) = 3 , / ( jc) > 3 ; / ( jc)< 3 ?

321. Mely pontokban metszik az x- es az y-  tengelyt a következö 
függvenyek:

a ) y = j x  + 3; b ) y  = x - j ;  c ) y = | x + | ;
d)y = x2- 4 ;  e)y = x2-2x;  f ) y  = 6 - 5 x - x 2?

Äbräzoljätok azonos koordinäta-rendszerben az aläbbi függvenyek görbeit 
(322-324)!
322. y  =x2, y  = x2 + 3 esy = x2- 2.

323. y = = J x ,  y = J x + 2 § i y = y [ x - 3 .
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324. y  = |x|, y  = |x| + 1 ésy = |x| -  2.

79

325. Az m mely értéke mellett halad át az y  = m -  2x fiiggvény gdrbéje 
az A (2; 3) ponton? Áthalad-e ugyanez a górbe a B (3; 1) ponton?

^ 326. Az m mely értéke mellett halad át az y = x2 + m fiiggvény gorbéje a 
K (-2; 5) ponton?

327. Az y  = Jx  + m fiiggvény gorbéje áthalad a P (5; 5) ponton. 
Mivel egyenló m?

f  328. Rajzoljátok meg az alábbi függvények górbéit:

329*. Határozzátok meg az alábbi függvények értelmezési tartományát:

2> 330*. A. M. Kolmogorov feladata. Milyen kiegészító feltétellel kell 
felruházni az jc értékét az /  (jc) = 1 képletben, hogy az

b)y = - f ;

e)y = 0,5x2; f) y  = x2-  1!

d) y =  Jx  + 5 + J 5 - X  ;

f (x)  = ( J x f  + (Vi — x)  fiiggvény értékkészletét megkapjuk? 
331*. Rajzoljátok meg az alábbi függvények górbéit:

4, ha x < -2 , 
a) y  = ■ x 2, ha -2  < x < 1, 

2 -  x, ha x > 1;

b) y  =

x + 1, ha x< 1,
3 -  x, ha 1 < x < 4, 
-1, ha x > 4;



80 2. f e j e z e t

c)y = |2x-3 |; d)y = 2\x\-3; e)y  = \x + 1| -  \x\;

g)y= M ; h)y = y/x2 + 10.V + 25 !

332*. Az âru irânti kereslet függvenye: QD = 9 -  p. Az ârukinâlat 
fıiggvenye: Qs = 2p -  6. Itt QD a kereslet merteke es Qs a kinâlat 
merteke (milliö db evente) p  âr (penzegyseg). Hatârozzâtok meg a 
kiegyensülyozott arat (a kereslet egyenlö a kinâlattal) es az 
eladâs merteket! Hogyan hat az âru kiegyensülyozott ârânak ertekere 
a kereslet 20%-os csökkenese?

-<=► Ismetlö gyakorlatok

333. Hasonlitsâtok össze a kifejezesek erteket:

334. Milyen hatârok között ınozog a 3x -  2 kifejezes erteke, ha:

Ahhoz, hogy vizsgâlni lehessen a környezö vilâgban elöfordulö 
jelensegeket es folyamatokat, elöször meg keli tanulni a megfelelö 
matematikai modellek jellegzetes tulajdonsâgainak elemzeset. Ez 
mindenekelött a fıiggvenyekre vonatkozik.

A fıiggvenyek tulajdonsâgainak leirâsât rendszerint az ertelmezesi 
tartomânyâval kezdik, megjelölve az összes erteket, amelyet a fîiggetlen 
vâltozö felvehet.

Ha a fıiggveny keplettel van megadva, s az ertelmezesi tartomânya 
nincs megjelölve, akkor azt olyannak tekintik, mint a kepletbe tartozö 
vâltozö megengedett ertekeinek tartomânyât.

a) 3 V2 es V2Ö; b) 3 ^5 es V44 ; c) VÎ3 es 2 V3 ;

d) 3 yfî es 8; e) 4 V5 es 9; f) 5 J î  es7!

a) 1 < x < 4; b) -5 < x < 0; c)-10 < jc < 10?

335. Oldjâtok meg az egyenlötlensegeket:

c) 2 - ^  > 1!’ X

9 . § ,  A FÜGGVENYEK 
TULAJDONSÂGAI



Ha a függvény grafikusan van megadva, akkor az értelmezési 
tartománya gorbéjének az x-tengelyre esö vetülete, értékkészlete pedig 
gorbéjének azy-tengelyre esö vetülete (57. ábra). Például azy= x2 függvény 
értelmezési tartománya az összes valós szám R halmaza, értékkészlete 
a [0; °°) intervallum. Azy=  V 4 -jr függvény értelmezési tartománya és 
értékkészlete a [-2; 2] és [0; 2] intervallum (58. ábra).

y{
js
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57. ábra 58. ábra

A függvény vizsgálatában a következö lépés annak meghatározása, hogy 
páros vagy páratlan-e az adott függvény.

Az y -  / ( x) függvényt párosnak nevezzük, ha értelmezési 
tartománya szimmetrikus a nullához viszonyítva és az x  
értelmezési tartományából vett minden értékére nézve 
igaz, hogy f ( - x ) = f ( x ) .

Az y  -  f  (*) függvényt p á ra tla n n a k  nevezzük, ha 
értelmezési tartománya szimmetrikus a nullához 
viszonyítva és azxértelmezési tartományából vett minden 
értékére nézve igaz, hogy / (-x) = - / ( x).

Léteznek nem páros és nem páratlan függvények. Ezek olyan 
függvények, amelyeknek vagy az értelmezési tartománya nem 
szimmetrikus a nullához viszonyítva, vagy amelyekre nézve nem teljesül 
az / (-x) = ± /(x ) egyetlen feltétele sem.

Ha a függvény grafikusan van megadva, akkor elég egyszerü annak 
kiderítése, hogy páros-e vagy páratlan, mivel a páros függvény gorbéje 
szimmetrikus az j-tengelyhez viszonyítva, a páratlané pedig a 
koordináta-rendszer kezdopontjához képest.

Példa. A zy  = x2 függvény, amelynek R az értelmezési tartománya és 
azy = jc2, amelynek [-5; 5] az értelmezési tartománya -  páros függvények 
(59. ábra). Azy  = x2 függvény, amelynek R az értelmezési tartománya és 
azy = jc3, amelynek [-27; 27] az értelmezési tartománya -  nem páros



59. ábra

2. f e j e z e t

függvények (60. ábra). De például a [-2; 1] értelmezési tartományú 
fuggvény és a bármilyen értelmezési tartománnyal rendelkezó mindegyik 
y  = x2 + x függvény -  se nem páros, se nem páratlan (61. a, b ábra).

y i y

2 2

/ \ 1 \  1

-2  -1 0 1 * ' i  r*

a b
61. ábra

Vizsgáljuk meg az y  = / (x) fuggvényt, amelynek a gorbéje a 62. ábrán 
látható. Ha* = -2, jc = 3 ésx  = 5, akkor a fuggvény értéke nullával egyenló.
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A független vâltozo (argumentum) értékeit, amelyek 
mellett a függvény értéke nullâval egyenlo, a függvény 
zérushelyeinek nevezzük.

A zy  = x -  6 függvény értéke csak az x egy értéke, x = 6 esetén nulla.
Azy  =/(x) függvény zérushelyeinek meghatârozâsâhoz meg kell oldani 

az /(x )  = 0 egyenletet. Ennek az egyenletnek a gyôkei a függvény 
zérushelyei.

A zy  =/(x) függvénynek, amelynek a gôrbéje a 62. âbrân lâthatô, pozitiv, 
zéro és negativ értékei vannak. Értékei a (-2; 3) intervallumon pozitivak. 
Ez az intervallum stabil elöjelü: ezen az intervallumon a függvény 
valamennyi értékének âllandé, nevezetesen „+” az elöjele. A (5; 6) 
intervallum is stabil, „plusz” elöjelü. A (-4; -2) és a (3; 5) intervallumok 
ugyancsak stabil elöjelüek: a vizsgâlty  = /(x ) függvény valamennyi értéke 
ezeken az intervallumokon negativ.

A függvény értéktartomânyânak azokat az intervallumait, 
amelyeken a függvény nem vâltoztatja elojelét (azaz csak pozitiv vagy 
csak negativ az értéke), monoton elöjelü intervallumoknak nevezzük. 
A monoton (stabil) elöjelü intervallumon a függvénygôrbe nem metszi az 
abszcisszatengelyt.

Figyeljétek meg a 62. âbrân lâthatô függvényt. A [—4; 1] intervallumon 
a görbe felfelé ivel: az x ezen intervallumhoz tartozo értékeinek 
nôvekedésével nönek a függvény megfelelö értékei.

Ha x, < x2, akkor/(x,) < / ( x 2).
Ilyenkor azt mondjâk, hogy a [- 4; 1 ] intervallumon az y  =/(x) függvény 

növekszik (vagy növekvö). A  függvény a [4; 6] intervallumon is növekvö.
A [1; 4] intervallumon az y = f  (x) függvény gôrbéje lefelé ivel: a 

független vâltozo értékeinek nôvekedésével csökkennek a függvény 
megfelelö értékei. Ilyenkor azt mondjâk, hogy ezen az intervallumon az 
y  = f  (x) csokkeno.

A függvényt valamely intervallumon növekvönek nevezzük, 
ha az ezen intervallumhoz tartozo független vâltozo min- 
den nagyobb értékének nagyobb függvényérték felel meg.
A függvényt valamely intervallumon csökkenö nek  
nevezzük, ha az ezen intervallumhoz tartozo nagyobb 
argumentumértéknek kisebb függvényérték felel meg.

Léteznek olyan függvények, amelyek növekvök (vagy csökkenök) értel- 
mezési tartomânyuk egészében. Példâul azy = 2x,y=xi,y  = 'Jx függvények 
növekvök, az y = -2x, y  = -  Vx függvények pedig csökkenök.
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A fuggveny vizsgâlata legfontosabb tulajdonsâgainak a kideriteset 
jelenti:

1) ertelmezesi tartomânyânak a meghatârozâsât;
2) ertekkeszletenek a meghatârozâsât;
3) az adott fuggveny pârossâgânak vagy pâratlansâgânak a kideriteset;
4) a fuggvenygörbe y-tengellyel valö metszespontjânak a meghatârozâsât;
5) a fuggveny zerushelyeinek es monoton elöjelü intervallumânak a 

meghatârozâsât;
6) a növekedes es csökkenes intervallumânak a meghatârozâsât;
7) a ftiggvenygörbe megrajzolâsât.

¿i* A függveny tulajdonsâgainak jellemzese soran gyakran utal- 
^  nak arra is, hogy mely pontokban a legnagyobb es mely 

pontokban a legkisebb az erteke. A függveny, amelynek a görbeje a 
62. abran lâthatö, az x = 6 pontban veszi fel a legnagyobb erteket; ez 
2-vel egyenlö. Legkisebb erteket, a -2 -t a függveny az x = -  4 pontban 
eri el.

A függveny erteke az x  = 1 pontban a legnagyobb a hozzâ 
legközelebb esö összes ponttal összehasonlitva. Ilyenkor azt mondjâk, 
hogy az adott függvenynek az x = 1 pontban maximuma, mig az x = 4 
pontban minimuma van.

Az R ertelmezesi tartomâny egeszen megadott y = 0,5x -  2, 
y = x2, y = x3 függvenyek folytonos vonalak. Az y = \  függveny gör
beje ket külön âgböl âli. Ha x = 0, a függvenynek nem letezik erteke. 
Ilyenkor azt mondjâk, hogy az x = 0 pontban szakadâsa van.

Ellenörizzetek magatokat!

a

f i
f i

1. Mi a függveny ertelmezesi tartomânya es ertekkeszlete? Ezek 
hogyan hatârozhatök meg görbe segitsegevel?

2. Milyen függvenyt neveznek pârosnak? Pâratlannak?
3. M i İyen a pâros fuggveny görbeje? A pâratlane?
4. Mit neveznek a fuggveny zerushelyenek?
5. Milyen függvenyeket nevezünk növekvönek? M ilyeneket 

csökkenönek?
6. Elöfordul-e, hogy a függveny egyik intervallumon csökken, a 

mâsikon pedig növekszik?

S  Oldjuk meg együtt!

1. Hatârozzâtok meg az y  = x2 -  x -  6 fuggveny zerushelyeit! 
M e g o l d â s .  Oldjuk meg az x2 -  x -  6 = 0 egyenletet!



MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY 85!

Z) = (-1)2- 4  • 1 • (-6 )=  1 + 2 4 - 2 5 ;
l - i /2 5 = - 2,2 -2 2

F e 1 e 1 e t . Az adott fiiggvény zérushelyei: -2 és 3.
2. Bizonyítsátok be, hogy a zy=x2 + 3 fiiggvény a (-00; 0) intervallumon 

csökkenö!
M e g o l d á s .  Legyen x, és x0 az adott fiiggvény x változójának 

(-00; 0) intervallumhoz tartozó két, tetszöleges értéke, miközben x, < x0. 
A fiiggvény megfelelö értékei:^, =x,2+ 3,_y2 = x,: + 3.

y 2 y l  =  (x 2 +  3) “  (Xl2 + 3) = X 2 ~  X \ =  (X 2 ~  X , ) ( X 2 +
Az Xj és x, (-00; 0) intervallumból vett értékei 

negatívak. Mivel x, így x, -  x, pozitív szám, 
x, + x, pedig negativ szám, a szorzatuk szintén negativ.
Ezért az y\ -  y x negativ, y 2 < y,. Vagyis a független 
változó nagyobb értékének a fiiggvény kisebb értéke 
felel meg; az adott fiiggvény ezen az intervallumon 
csökkenö (63. ábra).

3. Páros vagy páratlan-e a fiiggvény:
a) y  = x2- l \  b)v = 5 x - l ?

' í  M e g o l d á s .  a) azy = x2 -  7 D(y) értelmezési 
tartománya valamennyi valós szám R halmaza, amely 
szimmetrikus a 0-hoz és az fl-x )  = (-x)2 -  7 = x2 -  7 =flx) viszonyítva. 
Vagyis az y = x2 -  7 fiiggvény páros.

b) D(y) = R szimmetrikus a 0-hoz viszonyítva.
/ (-x) = 5(-x) -  1 = -5x -  1 = -  (5x+1). Az adott fiiggvény nem egyenlö 

sem az/ (x)-szel, sem a - / (x)-szel.
Vagyis az y  = 5x -  1 se nem páros, se nem páratlan.
F e 1 e 1 e t : a) páros; b) se nem páros, se nem páratlan.

^O ld játok meg szóban!

336. Határozzátok meg a függvények értelmezési tartományát és 
értékkészletét:
a) y = 2x2; b)^  = x - 2 ;  c)y = x3;

Q) y = l >  f ) y = y + 5 ;  g ) ^ = y ;

d)y= J x ;
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337. Az y  = x2 ésy = |jc| függvények értelmezési tartományai egyformâk. 
Mondjatok példákat más függvényekre, amelyeknek ilyenek az 
értelmezési tartományai!

338. Egyformák-e a fuggvények értelmezési tartományai:
a) y  = |jc + 3| és>> = |x| + 3; b)y = x2 + 3 ésy = (* + 3)2?

339. A 336. feladatban vizsgàlt függvények közül melyek párosak, 
melyek páratlanok? Mondjatok példákat páros és páratlan 
függvényekre!

340. Vannak-e zérushelyei a fuggvényeknek:
d)y = x2+\ \  b) y  = x4-4 ;  c)y  = -x4-  9; d)y = |jc|?

341. A fiiggvény gôrbéje «-szer metszi az abszcisszatengelyt. Hàny 
zárushelye van ennek a fuggvénynek?

342. Az y  =f ( x )  fiiggvény az egyetlen A(\2; 0) pontban metszi az 
abszcisszatengelyt. Hány zérushelye van ennek a fuggvénynek? 
Hâny gyôke van az f {x)  = 0 egyenletnek?

343. Lehet-e csökkenö a (-2; 2) intervallumon a páros fiiggvény?
344. Létezik-e olyan fiiggvény, amely egyszerre páros és páratlan?

345. Határozzátok meg a fliggvények értelmezési tartományait:

SL)y = -Ix  + 3; b)y = jc2- 4 ;  c) y =  Jx+4 ;

346. Határozzátok meg a fliggvények értékkészleteit:

a ) = 0,0Ijc; b)y = x2; c)y=  V l-x2 ;

d)y = Ac3; e)j> = 2jr'; f) v = yl\ + x2 !
^ 347. Határozzátok meg a függvények értelmezési tartományait és 

értékkészleteit:

a)y = x2- 1; b ) y = ^ L\ c ) y = ^ + 2 ;

d ) y = \ - y [ x ;  e)_y = \x\; f)j>=|*l + 2!
^ 348. Abrázoljátok bármelyy = /(x ) fiiggvény gôrbéjét, amely esetében:

a )  D = [-6;2], E = [-2; 2];
b) D = [-1; 3) U (3; 5), E = [-3; 1) U (1; 3]!
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349. Az y  = \,5x -  2 fuggveny a [-2; 5] intervallumon van megadva.
. Hatarozzatok meg az ertelmezesi tartomanyat es ertekkeszletet!

350. Abrazoljatok a [1; 4] intervallumon megadotty = 0,5x2 fuggveny 
gorbejet, es vetitsetek a koordinatatengelyre! Milyen az adott 
fuggveny ertelmezesi tartomanya?

351. Igazoljatok, hogy az f ( x )  = x4 + 3 fuggveny paros, az f ( x )  = x3 + x 
fuggveny pedig paratlan!

352. Ugyanaz-e a tartalma annak a mondatnak, hogy ,,azy =f(x) fuggveny 
nem paros” es ,,az y =f{x)  fuggveny paratlan”?

^ 353. Mutassatok meg, hogy az f ( x )  = x2 + x fuggveny se nem paros, se 
nem paratlan!

354. Bizonyitsatok be, hogy az adott fuggveny paros:
a)y = x4 + 3; b ) y = l : x 2; c)y = x2+*4!

355. Bizonyitsatok be, hogy az adott fuggveny paratlan:
a)y = 2jc3; b)y = -jc5; c)y = jc3 + x!

356. Bizonyitsatok be, hogy az adott fuggveny se nem paros, se nem 
paratlan:
a)y = A:3+ l ;  b ) y  = x J x ;  c)y = ( j r - l ) 2!

^ 357. Hatarozzatok meg a fuggvenyek zerushelyeit:
a)y = 2x + 3; b)y = jc2 + 5jc + 6; c)y= Jx  -2 !

^ 358. A 64. abran azy=f ( x )  fuggveny gorbeje lathato.

64. ábra

Határozzátok meg: a) a fíiggvény értelmezési tartományát és értékkészletét;
b) a fíiggvény zérushelyeit; c) a stabil elójelü (monoton) intervallumait;
d) a fíiggvény maximumait és minimumait; e) azokat az intervallumokat, 
amelyeken a fíiggvény nóvekszik; f) azokat az intervallumokat, amelyeken 
a fíiggvény csókken!
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359. Hány zérushelye van a függvényeknek:
a )y  = x + x3; b)y = 6; c ) y = l - | x | ;  d)y = -7x?

360. Állapítsátok meg a fíiggvény stabil elöjelü intervallumait:

a)y = x + 3; b)y = x2- 4 ;  c)y = 3>/x\
361. Mely fïiggvények növekedök, melyek csökkenök:

a)y = 2x; b)y  = - x - 2 ;  c)y = x3; d)y=>fx;

e ) ^ = y ;  f )y  = . y ;  g ) y = \ y f x ;  h ) y = y ?

362. Abrázoljátok a fïiggvények gôrbéit és írjátok le a tulajdonsâgaikat: 

a)y = 0 ,5 x - l ;  b)y = 2x2; c) y  = Jx + \; d)y = x_l!

B szint

^ 363. Határozzátok meg az alábbi intervallumokon megadott y  = 4 -  x2 
fíiggvény értelmezési tartományát: 
a) [-3 ; 3]; b) [1; 7); c) [0; <*>)!

364. Határozzátok meg a fïiggvények értelmezési tartományát és 
értékkészletét:

a)y = 4 + x 2; b)y = 3 + Jx+2 ; c)y  = 1 : (1 + x2)!
365. Határozzátok meg az y  = x3 -  8 fíiggvény értelmezési tartományát, 

ha értékkészlete [-35; 0]!
366. Bizonyítsátok be, hogy az y = / (x) fíiggvény páros, ha:

a)/(x) = x4 + 3x2; b)/ (x) = 3x(x3 -  2x);

c) f (x )= ^ r r ¡ ;  d ) / W = ^ j  !

^ 367. Bizonyítsátok be, hogy az v fíiggvény páratlan, ha:

a)y = x ( l - x 2); b)y = 7x3 + x; c ) y = ^  + | !

368. A fïiggvények közül melyek párosak, melyek páratlanak, és melyek 
se nem párosak, se nem páratlanok:
a ) y = x 3- l ;  b)y = -x2 + 3; c)y = x ( l-x ) ;

d) y = y ;  e ) y= Vx; í)y  =
X
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369. Mäsoljätok ät a fuzetetekbe a 65. äbrän läthatö görbeket! Mindegyiket 
ügy szerkesszetek, hogy a kapott függveny legyen: 1) päros; 2) pärat- 
lan; 3) nem päros es nem päratlan!
Az elvegzett 1-3 feladatok mindegyike eseteben hatärozzätok meg 
a függveny zerushelyeit, a stabil elöjelü, növekvö es csökkenö 
intervallumait! Milyen következteteseket tudtok levonni a feladatböl?

65. äbra

2> 370. A függvenyek görbeinek megrajzoläsa nelkül ällapitsätok meg, hogy 
x mely ertekei mellett vesznek fei pozitiv ertekeket, ha:

a).y = -2x + 5; b)>> = 0 ,5x -3 ; c)_y = Jx  + 4 ;

d)y = 3 x - x 2-2-, e)y  = 3 -  ^

371. A függvenyek görbeinek megrajzoläsa nelkül ällapitsätok meg, hogy 
x mely ertekei mellett vesznek fei nem pozitiv ertekeket, ha:
a) jy = 5x -  1; b)y = - 4 ;  c)>> = (x + 1) (1 -x );

d)_y = (x + 2)3; e ) y = + 2 ;  f)y = -  1!

2> 372. Bizonyitsätok be, hogy a függveny:
a) y  = 3x + 5 növekszik az R halmazon;

b) y = \ - y f x  csökken a [0; intervallumon;
c) y  = -x3 csökken az R halmazon;
d) >> = 2x2 növekszik a [0; «>) halmazon!

373. Növekvö vagy csökkenö-e a függveny:
a)^  = x -  5; b)y = 2x3; c) y  = J3 + x  ;
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d) y  = 13 -  Jx  ; e) = 8 -  xi; f) y  = x3 + x?
374. Mutassátok meg azokat az intervallumokat, amelyeken a fuggvények 

csökkenök:
a)^  = x4 + 3; b)y = \x-3\;  c)^  = |x |-x !

375. Mely intervallumokon növekvök az adott fuggvények:
a)jy = x • |x|; b)y = J4 + x 2 ; c)^ = J4 -  x 2 ?

376. Az adott fuggvények közül melyek párosak és melyek páratlanak:
a ) y  = x*; b)^ = x5; c ) y =  1 — jc4;
d) y  = 1 : je3; . e) y  = y/5 + x 2 ; f) y  = J\ -  x 2 ?

2> 377. Az y  = /(* )  függvény páros. A (-<»; -2) intervallumon növekvö, 
a (-2; 0) intervallumon pedig csökkenö. Milyen értelmezési 
tartományának további részeiben?

378. Az>> =f(x)  függvény páratlan. A (-°o; -3) intervallumon csökkenö, 
a (-3; 0) intervallumon pedig növekvö. Milyen az értelmezési 
tartománya további részeiben?

379. Abrázoljátok vázlatosan annak a páros fuggvénynek a gôrbéjét, 
amely a [-4; -2] intervallumon 1-töl 5-ig növekvö, a [-2; 0] 
intervallumon pedig 5-töl -1-ig csökkenö!

^ 380. Abrázoljátok vázlatosan annak a páratlan fuggvénynek a gôrbéjét, 
amely a [-4; -1] intervallumon 3-tól -3-ig csökkenö, a [-1; 0] 
intervallumon pedig -3-tól 0-ig növekvö!

381. Jellemezzétek azoknak a függvényeknek a tulajdonságait, 
amelyeknek a gôrbéi a 66-68. ábrákon láthatók!
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Ábrázoljátok a függvényeket és jellemezzétek a tulajdonságaikat (382-385)! 
> 382. a)y = |x|; b)y = |x -3 |;  c)y  = \x \-3 .

383. a)y = Jlc2 ; b)y = y¡{x-2 f ; c)y =  y / (4-x f  .

384. a) y  = X -  2 _
.V2 -  2x ’

3> 385. a)y = 6 x ‘; b)y = x~2.
386. Vizsgáljátok meg a függvényeket és ábrázoljátok a gorbéjüket: 

a) y  = x2-  6; b) y  = 5 -  X 2; c)y = - ( x 2+l ) ;

d)y = y ’ e ) y=y f x2 ; f ) y  = - >İ 9 - x 2 !

<=► Ismétlo gyakorlatok

Oldjátok meg az egyenleteket (387-389)!
387. a)-3x x2 = 3; b) 4x • x3 + 2 = 0; c) 2x2 • x5 = 0.
388. a) 2x2 + 3x = 9; b) 9x2 -  12x + 4 = 0; c) 5x2 + 4x = 1.
389. a) (x + 3) Vx + 5 = 0; b) (x + 5) Vjc + 3 = 0.
390. írjátok le normálalakban a számokat:

a) 7 800; b) 140 000; c) 84,17; d) 486 000 000;
e) 0,085; f) 0,00045; g) 0,58954; h) 0,0000008!

FÜGGVÉNY-
TRANSZFORMÁCIÓK

Készítsük el: a) az y = x2 és b) azy = -x2 függvények értéktáblázatát a 
D = {-3, -2, -1 ,0 , 1, 2, 3} halmazon.

X -3 - 2 - 1 0 1 2 3
y 9 4 1 0 1 4 9

X -3 -2 - 1 0 1 2 3

y -9 -4 - 1 0 - 1 -A -9

Általában az y  = -x2 függvény értékei az y  = x2 függvény megfelelö 
értékeinek az ellentétei. Ezért ezeknek a függvényeknek a gôrbéi
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szimmetrikusak az jc-tengelyhez viszonyítva (69. ábra). Ugyanezzel a 
tulajdonsággal rendelkezik bármelyiky =J{x) ésy = -f(x) függvény.

Az y  = / ( x) és az y  = - / ( x) függvények grafikonjai 
szimmetrikusak az x-tengelyhez viszonyítva.

Hasonlítsuk össze az y  = 2 f(x) ésy  =f(x)  függvények grafikonjait! 
Ahhoz, hogy megkapjuk az elsö függvény bármelyik értékét, a második 
függvény megfelelo értékét meg keil szoroznunk kettövel. Ezért az elsö 
függvény gôrbéjét úgy kaphatjuk meg, hogy a második függvény 
grafikonját az jc-tengelytöl kétszeresére nyújtjuk. Ahhoz viszont, hogy

megszerkesszük azy =  ̂f ( x)  függvény grafikonját, azy = /( jc) függvény 
gôrbéjét harmadára keil összenyomni az^-tengely irányába.

Azy = k f ( x )  függvény gôrbéjének megrajzolásához, ahol 
k > 0, az y  =f ( x )  függvény gôrbéjét A-szorosan meg keil 
nyújtani az jc-tengely irányában, ha k > 1 vagy összenyom
ni I  -szor az jc-tengely felé, ha 0 < k < 1.

Példa. Ábrázoljátok az y  = 2 Jx , y = 0,5 Jx , y  = -0,5 Jx függvények 
grafikonját!

M e g o l d á s .  Elöször ábrázoljátok azy = Jx  függvény grafikonját!
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A 70. ábrán ennek római I a jelôlése. Kétszeresére növelve a görbe minden 
pontjának ordinátáját, a II. grafikont kapjuk. Ez lesz azy  = 2Jx  fíiggvény 
gôrbéje. Ha az I. fíiggvény minden pontjának ordinátáját felére csökkentjük 
és a megfelelö pontokat a koordinátasíkra visszük, akkor megkapjuk a III.
gôrbét -  az y  = 0,5 Jx fíiggvény grafikonját. A IV. görbe, amely az

x-tengelyhez viszonyítva szimmetrikus a III. gôrbével, az y  = -0,5 Jx 
fuggvény grafikonja.

Azy —f{x) + 4 fíiggvény minden értéke 4-gyel több azy=f(x)  fíiggvény 
megfelelö értékénél. Ezért azy=f(x)  + 4 fuggvény gôrbéjétmegkaphatjuk, 
ha az y  = / (x) grafikonját az y-tengellyel párhuzamosan eltoljuk folfelé 
4 egységgel (71. ábra). Azy = f  (x) -  6 fíiggvény grafikonját úgy kaphat- 
juk meg, ha az y = f  (x) grafikonját 6 egységgel az ellenkezö irányba 
toljuk.

Az y - f { x )  + n függvény gôrbéjének megrajzolásához az 
y = / (x )  függvény grafikonját n egységgel el kell tolni az 
j-tengellyel párhuzamosan felfelé, ha n > 0, vagy n 
egységgel lefelé, ha n < 0.

Hogyan kell transzformálni azy =/(x) fíiggvény gôrbéjét ahhoz, hogy 
megkapjuk az y =f(x -  m) fíiggvény grafikonját? Számítsuk ki x ugyanazon 
értékeire a) az y  = x2 és b) az y = (x -  2)2 fíiggvények értékeit!
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X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y 16 9 4 1 0 1 4 9 L6

JC ■4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y 36 25 16 9 4 1 0 1 4 J

Amint látjuk, az x = c bármely értéke esetén azy = (x -  2)2 fiiggvény 
értéke megegyezik azy  = x2 függvény értékével, hax = c -  2.

Ezért az y = (x -  2)2 fiiggvény górbéjét megkaphatjuk, ha az y  = x2 
fiiggvény grafikonját 2 egységgel eltoljuk azx-tengely irányában (72. ábra). 
A z y  = (x + 3)2 fiiggvény grafikonját megkaphatjuk, ha azy  = x2 fiiggvény 
grafikonját 3 egységgel eltoljuk az x-tengellyel ellentétes irányban.

A z y  = f ( x - m ) függvény górbéjének a megrajzolásához 
elegendó az y = / (x) függvény grafikonját m egységgel 
eltolni az x-tengelyen, ha m > 0, vagy m egységgel az 
ellenkezó irányban, ha m < 0.

A 73. ábrán látható, hogyan állítható eló az y  = x3 fiiggvénybol az 
y  = (x -  2)3 és az y  = (x + 3)3 fiiggvény.

73. ábra
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Hogyan szerkeszthetó meg az y - / ( * )  függvény adott górbéje 
** alapján az y = |/(x ) | függvény grafikonja?

Az abszolút érték meghatározása alapján

Ezért az y = |/(x )| és y  = /(x )  függvényértékek egyenlok, ha 
f (x)  i 0 és ellentétesek, ha / ( x )  < 0. Vagyis az y = |/ ( x ) | függvény 
m egrajzolásához elegendó az y = / ( * )  függvény górbéjének 
x-tengely alatti részeit tükrózni az x-tengelyre, a tóbbit változatlanul 
kell hagyni. Például az y = x2 -  4 adott gorbéje (74. ábra) alapján 
megszerkeszthetó az y = |x2 -  4| függvény grafikonja (75. ábra).

Vizsgáljátok meg, hogyan szerkeszthetó meg azy  = / (  |x|) függvény 
górbéje, ha ismert az y=  / ( x )  függvény grafikonja!

- 2. Azy - f ( x )  fíiggvény adott górbéje alapján hogyan rajzolható meg a 
t kóvetkezó ftiggvények grafikonja:

y y

- 2 0 1 2  x

74. ábra 75. ábra

%

a) y  = - /  (x); b) y  = /(x )  + n\
c ) y  = k- f (x);  d ) y = f ( x - m ) ;
¿)y - \ f ( x ) \ ;  f)v= /(W )?
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(v^ Oldjuk meg együtt!

1. A 76. a ábrán azy  = / ( x) lineáris ftiggvény górbéje látható. 
Ábrázoljuk az y  = - f  (x) fuggvény grafikonját!
V  M e g o 1 d á s. Az y  = f ( x )  és az y  = - f  (x) fíiggvények górbéi az 

abszcisszatengelyhez viszonyítva egymás tükórképei (az abszcissza- 
tengelyhez viszonyítva szimmetrikusan helyezkednek el). AzA(-3; 0) pont 
mindkét górbe esetében kozós, és a B(0; 2) pont az x-tengelyhez viszonyítva 
szimmetrikus a £,(0; -2) ponttal. Az ABl egyenes azy  = - f(x )  fuggvény 
grafikonja.

2. Ábrázoljuk az>> = x2,y  = ^x2ésy =  fíiggvények górbéit!

•f M e g o ld á s .  A z^  = x2 fuggvény górbéje kózónséges parabola

(77. ábra). Az y=  \ x 2 fuggvény górbéjének megrajzolásához felére kell
csókkenteni az elsó grafikon minden pontjának ordinátáját; az ábrán ez a 
parabola kék színü.

y  = j = ^x2. Ha negyedére csókkentjük a kózónséges parabola
valamennyi pontjának ordinátáját, akkor megkapjuk a szükséges górbét, 
amely az ábrán piros színü vonal.

77. ábra
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▼  Oldjátok meg szóban!

391. Mi a külónbség az alábbi függvények górbéi kózótt:
a)  y  = x2, y  = (-x)2 és y  = -x2;
b) y = 4 jc2, y = -  (2x)2 és y  = (-2x)2;

c) y  = Jx2 , y  = J ( -x f  és y  = |x|?

392. Milyen az alábbi függvények górbéinek egymáshoz viszonyított
helyzete:
a) y  = 2 jc és y  = -2x\ b) y = jc3 és y = - jc3;

x 1 1C) y  = 3 *  es y = - 3 *; d )y =  ~x és y = - ^ ?

393. Az y =J{x) függvény értelmezési tartományának egészében nóvekvó. 
Nóvekvók vagy csókkenók-e az alábbi függvények:
a)j> = 2 /(*); b)y = 0,5/(:c); c) y = -/(*)?

394. Igaz-e, hogy az y = 0,3*, y  = 0,3jc + 2 és y  = 0,3jc -  5 függvények 
grafikonjai párhuzamos egyenesek?

395. A 7 8 . ábrán két függvény grafikonjai -  két párhuzamos egyenes -  
látható. A függvények egyike az y = 0,5jc + 3. Nevezzétek meg a 
második függvény képletét!

396. A 7 9 . ábrán látható 1 egyenes az y = /(* ) függvény górbéje, a vele 
párhuzamos 2 egyenes az a és b pontban metszi a koordiná- 
tatengelyeket. A tanulók egyike úgy véli, a 2  egyenes azy = / (jc -  a) 
függvény grafikonja, míg a másik tanuló azt gondolja, hogy az az 
y = f ( b  + x) függvény górbéje. Kinek van igaza?

78. ábra 79. ábra
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397. Mi a külônbség a ftiggvények gôrbéi között:
a) y  = x2 + 2 és y  = x2 -  2; b) y  = x2 -  2 és y  = (x -  2)2;
c) y = x3 + 1 és y = (x + 1 )3; d) y  = (x -  2)3 és y  = (x + 2)3?

398. Az y  = fix) ftiggvény értelmezési tartomânya a (a ; b) intervallum. 
Milyen az alâbbi ftiggvények értelmezési tartomânya:
a).V = -/(x); b )y=f(x) + n; c)y = |/(x)|; d )y = k f ( x ) (?

399. Az y  =J(x) ftiggvény értékkészlete a (c; °°) szâmegyenes. Milyen az 
alâbbi ftiggvények értékkészlete:
a) y  = ~f(x);  b ) y = f(x )  + n; c ) y = f ( x ) - n r , d ) y  = k f ( x ) ?  

A szint

> 400. A 80. âbrân az y  = / (x) ftiggvény grafikonja lâthato. Mâsoljâtok ât a 
gôrbét a füzetetekbe és âbrâzoljâtok ugyanabban a koordinâta- 
rendszerben az y  = - / ( x )  ésy = 3 • / (x) ftiggvények gôrbéit!

Âbrâzoljâtok a ftiggvénygôrbéket (401-403)!
401. a) y  = -x 2\ b)y = -x3; c)y = -|x|.

402. a)y = 2Vx; b )y= V 9x ; c)y  = .J\6x.
> 403. a) y  = 3x2; b) y  = -3x2; c) y  = -0,5x2.

404. Hogyan kell transzformâlni az y  = Vx ftiggvény gôrbéjét ahhoz, 
hogy megkapjuk az y = -  Jx  ftiggvény grafikonjât? Igaz-e, hogy az 
y  = >fx és az y  = -  Jx ftiggvények (uniôja) egyesitett gôrbéje az 
y 2 = x ftiggvény grafikonja?

> 405. Hogyan kell transzformâlni az y = 3x -  4 ftiggvény gôrbéjét ahhoz,
hogy megkapjuk azy = 4 -  3x ftiggvény grafikonjât? Âbrâzoljâtok a 
gôrbét!



MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY 991 -51

406. Ábrázoljátok azy = x ésy = x2- 4  fíiggvények górbéit! Határozzátok 
meg értelmezési tartományaikat! Az x mely értékei mellett pozitívak 
a fíiggvények értékei, és az x milyen értéke mellett negatívak? 
Határozzátok meg a górbék koordinátatengelyekkel alkotott 
metszéspontjainak koordinátáit!

407. Milyen fíiggvények gôrbéi láthatók a%\.a,b  ábrákon?

81. ábra

> 408. a)y = 2x, 
b) y  = -x2, 

409. a)y =  Jx , 
b)y = 2x2,

Ábrázoljátok egy koordináta-rendszerben a fíiggvények grafikonjait 
(408—409)!

y  = 2x + \ é s y  = 2 x -3 ; 
y = -x2 + 2 és y  = -x2 -  1.

y = J x -  1 és y  = Jx +2; 
y  = 2jc2 +1 és y  = 2x2 -  1.

410. Hogyan kell transzformálni a z y - x 2 fíiggvény górbéjét ahhoz, hogy 
megkapjuk az alábbi fíiggvények grafikonjait:
a) y = (x + 3)2; b)y = ( ^ -3 )2; c) y  = -  ( jc  + 3)2?

Ábrázoljátok egy koordináta-rendszerben a függvények grafikonjait 
(411-412)!

> 411. a) y x = 2x, y 2 = 2(x -  1) és y3 = 2{x + 3);
b) ̂ , = -*2, y 2 = -  (x + 2)2 és y 3 = - ( x -  3)2.
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412. a) y l = 1x , y 2
4

x - 3 es y  = x + \
b) y ] = Jx , y2= J x - 1 és y3 = Jx  + 2 .

413. Mi İyen fliggvények gôrbéi láthatók a 82. a, b ábrákon?

^ 414. Adva van az y  = x2 parabola. írjátok le annak a parabolának az 
egyenletét, amelyhez az alábbi transzformációkkal juthatunk:
a) 2 egységgel jobbra és 3 egységgel feljebb;
b) 4 egységgel balra és 2 egységgel lejjebb!

415. Ábrázoljátok az y = (x + l)2 -  3 fiiggvény gôrbéjét!

B szint

^ 416. Az y  = f  (x) fiiggvény grafikonja szimmetrikus az y-tengelyhez 
viszonyitva. Szimmetrikusak-e ehhez a tengelyhez képest az alábbi 
fliggvények gôrbéi:
a)^  = 2/(x); b) y = - /(* ) ;  c')y = -2 /(* )?
Ábrázoljátok a megfelelô grafikonokat!

417. A zy = f  (x) fiiggvény a (-°o; a) intervallumon csökkenö, mig a 
(a; oo) intervallumon nôvekedo. Milyenek ezeken az 
intervallumokon a következö fliggvények: 
a)y = 2f(x);  b)y = 0,5/(x); c)y = - /(x )?
Ábrázoljátok a megfelelô grafikonokat!

^ 418. A 83. ábrán azy = 4x 2 fiiggvény grafikonja látható. Másoljátok át a 
gôrbét a füzetetekbe és ábrázoljátok ugyanabban a koordinâta- 
rendszerben az alábbi fliggvények gôrbéit:
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a ) y = j ï +  2; b ) y = j ï - 3 ;  c ) y = \ - A \

419. Ábrázoljátok egy koordináta-rendszerben a ftiggvények grafikonjait:

en+£J| K 
1II

b) y  = 2 Jx  ; y  = 2Jx  -  3;
> 420. Ábrázoljátok a ftiggvények grafikonjait:

y  = 2 Jx  +2!

a)>’ = -X2 + 3; b)>> = ^ - 3 ;  c)y = x3+\;

d)y = ~yf x+\ ;  e)y = 2jc3- l ;  í )y  = 0,5x2 -  2!
> 421. Toltsétek ki a táblázat lires helyeit! Milyen képlettel adható meg az 

y= f{x )  fiiggvény?

X - 2 -1 0 1 2 3

f ( x ) 9 6 5 6 9 14

- f ( x )

3 f { x )

422. A 84. ábrán azy = Vx fiiggvény grafikonja látható. Másoljátok át a 
gôrbét a fiizetetekbe és ábrázoljátok ugyanabban a koordináta- 
rendszerben az alábbi ftiggvények górbéit:
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a) y = M x -2 \  b) y  = Mx + 1; c)y = 3 - V * !

84. ábra

423. Ábrázoljátok a fiiggvények grafíkonjait:

a)y = 0,5(x- l)3; b)y = 3 -Jx + 3 ; c)y  = 2{x -  2)2;

d )y = 7 T 3 ;  e ) .y = ± (* + l)2;

424. Á brázoljátok a fiiggvények górbéit és vizsgáljátok meg 
tulajdonságaikat:

a ) y =  —̂ 7 + 4 ;  b)y = -  3; c) jk = ¡

Ábrázoljátok a fiiggvények grafíkonjait (425-428)!

|> 425. a)y = (x + 2)2 + 3;

c)y = x - l + 2;

b)y = -2(* + l)2 + 3; 

6d) y = 5 -
a- + 1 ‘

426. a) y = 2 V.x-3 +1;
c )y  = - ( * +  l)3 + 2;

427. a)y = 2|jc| -  3; 

d) y = -\x\ + 2;

428. a) y = |3x + 1|; 

i

b)y = 2 -  Jx+3 ; 
b)y = 0,5(x -  3)3 -  3.

b)y =  r ; c)y =  vM ;

e)y = (W - i)2; f)y = |x|3+ l .

b)y = \~x2 + 4|; c) y = | l - ^ | ;

d)y = i * - ! e )y  = -  -  3
A f )y= \x2-2 \.
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◄=► Ismétlo gyakorlatok

429. Számítsátok ki:

430. A tejböl 20% tejszín, a tejszínbol pedig 25% vaj nyerhetö. Mennyi 
tejböl készítheto 10 kg vaj?

431. Határozzátok meg a négyzetes polinom (háromtag) gyökeit:

432. Emeljétek ki az alábbi háromtagokból a négyzetes kéttagokat:

Másodfokú fiiggvénynek nevezzük az y = ax2 + hx + c képlettel 
megadott függvényt, ahol a *  0, b és c tetszés szerinti számok, az x 
pedig független változó.

Például az y  = x2,y  = -x2, y  = x2 + 3, y  = (y + 4)2 másodfokú függvény ek. 
Valamennyi függvény grafikonja ugyanaz a parabola, csak másképpen 
helyezkedik el a koordinátasíkban. Az y  = ax2 függvény grafikonja is 
parabola, csúcsa a koordináta-rendszer kezdöpontja, ágai felfelé nyitottak, 
ha a > 0, és lefelé, ha a < 0.

® Az y  -  ax 2 + hx + c és az y  = ax 2 függvények grafikonjai 
egybevágó parabolák, amelyek párhuzamos eltolással 
fedésbe hozhatók.

Bizonyítsuk ezt be: ax2 + bx + c = a + ^ x + ^ ] =

a) 2 r  + Ix -  30; b)jr2-5jc + 6; c) 4x2-5x + 3;

d) Ix2 -  5x -  2; e) x2 -  6x -  55; f) x2 + 1 Ox + 25!

a)x2-6 x + 1 5 ; b)x2 + 8x + 8; c)x2 + 5x + 6;

d) x2 -  x -  1 ; e) 5x2-  lOx + 8; f)9 + 2 x -3 x 2!

MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY
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Mivel ¿7*0, b és c számok, ezért - -  és h ■. 4cl( is számok.’ ’ 2 a  4 a

Jelóljük ezeket a számokat w-mel és 77-nel! A kóvetkezo azonosságot 
kapjuk:

ax2 + bx + c — a(x  + m)2 -  n.
Tehát az y  = £7jc2 + bx + c függvény az 

y  = a(x + m)2 -  n alakban is megadható. Például az 
y  = 3jc2 -  12jc + 8 függvényt felírhatjuk 
y  = 3(x -  2)2 -  4 alakban is.

A 10. §-ból ismeretes, hogy az y  = a(x + m)2 
függvény grafikonja megkapható az y  = ax2 
függvény górbéjének azx-tengelyen \m\ egységgel 
való eltolásával.

Ha az y  = a(x + m)2 függvény gorbéjét az 
^-tengelyen \n\ egységgel eltoljuk, akkor 
megkapjuk az y  = £7 (x + m)2 -  n függvény 
grafikonját. Vagyis, ha az y  = ax2 függvény 
gorbéjét kétszer párhuzamosan eltoljuk, akkor az 
y  = a(x + m)2 -  n függvény, s innen az 
adott y  = ax2 + bx + c függvény grafikonját 85. ábra
kapjuk. Például ahhoz, hogy megszerkesszük az 
y -  3x2 -  12x + 8 vagy az y -  3(x — 2)2 — 4 függvény grafikonját, az y  = 3x2 
függvény gorbéjét 2 egységgel jobbra toljuk az jc-tengelyen (85. ábra), 
majd az így kapott II. górbét 4 egységgel lefelé toljuk azy-tengelyen. Az 
így kapott III. parabola az adott függvény grafikonja.

Az elózó okfejtésból kiderül, hogy az y  = ax2 + bx + c függvény 
grafikonja azy = £7(jc + m)2 -  n parabola, csúcspontjának koordinátái pedig 
-m  és -n, azaz

_ A  ~
2 a  4  a

Ahhoz, hogy megrajzoljuk az y  = ax2 + bx + c függvény grafikonját, 
meg kell határoznunk csúcsának és még néhány pontjának a koordinátáit.



MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY 105

Jeloljük ezeket a koordinátasíkban, majd kóssük ossze oket folytonos 
vonallal. Másképpen is eljárhatunk: elószór megrajzoljuk azy  = ax2 + bx 
fliggvény grafikonját, majd |cj egységgel eltoljuk lefelé vagy felfelé az 
y-tengelyen. Az y = ax2 + bx vagy az y  = x(ax + b) fliggvény grafikonját 
kónnyen megrajzolhatjuk, mert az metszi az abszcisszatengelyt azx = 0

és az x = -  -  pontokban.

Példa. Ábrázoljátok az v = 2x2 + 4x + 3 fliggvény górbéjét!

•/  M e g o l d á s .  Az y  = 2x2 + 4x vagy az 
y  = x(2x + 4) fliggvény grafikonja az x = 0 és az 
x = -2  pontokban metszi az x-tengelyt. Jeloljük 
meg óket (86. ábra)! Ezek a pontok szimmetriku- 
sak a megrajzolandó parabola tengelyéhez viszo- 
nyítva, így csúcspontjának abszcisszája x = —\. Az 
ordinátája: y  = 2 • (-1)2 + 4 • (-1) = -2. Jeloljük 
meg a (-1 ; -2 ) koordinátájú pontot! A három 
megjelólt ponton halad át az y  = 2x2 + 4x fliggvény 
I. górbéje. Ha ezt a grafíkont 3 egységgel felfelé 
toljuk azy-tengelyen, megkapjuk az y  -  2x2 + 4x + 3 
fliggvény II. grafikonját.

Elemezzük az y = ax2 + bx + c függvény 
tulajdonságait.

Az adott fliggvény górbéje parabola. Legyen a csúcsa az M(m\ n) pont, 
vagyis

m = — , n = — ~r~, ahol D = b2 -  4ac.2 a ’ 4a ’

Ha a > 0, akkor a parabola ágai felfelé irányulnak. Ekkor:
1) a fliggvény értelmezési tartománya az R halmaz egésze;
2) az értékkészlete a [«; °®) számegyenes;
3) ha x < m, akkor a fliggvény csókkenó, ha jc > m, akkor nóvekvó;
4) ha d > 0, akkor a fliggvénynek két zérushelye van, az x { és
5) a (Xp x2) intervallumon a függvény értékei negatívak, a (-°°; j c , )  és 

(x2; ©o) intervallumokon pozitívak.

Ha a < 0, akkor a parabola ágai lefelé irányulnak és a 2), 3), 5) 
tulajdonságokat másképp kell megfogalmazni. Próbáljátok ezt ónállóan 
megtenni.
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®  Minden másodfokú függvény gôrbéje parabola. Megvizsgál- 
juk ennek a górbének az egyes tulajdonságait.

A parabola egy adott ponttól és egyenestöl egyenlö távolság- 
ra lévô pontok mértani helye. Bemutatjuk ezt az állítást az y = x 2 
függvény példáján. Megvizsgáljuk az F(0; 0,25) pontot, az / egyenest, 
amelynek V = -0,25 az egyenlete, és az M(x; x2) tetszöleges pontot az 
adott parabolân (87. ábra). Az /egyeneshez húzott MP meröleges H 
pontban metszi az abszcisszatengelyt. Bebizonyítjuk, hogy FM -  MP.

A két pont közötti távolság képlete alapján kiszámítjuk, hogy mennyi 
az FM.

FM= Jx2 +(jc2 -0,25)r = >/(̂ 2+ 0 ,25)"= ^+  0,25.
Mivel MP = MH  + HP -  x 2 + 0,25, ezért x  minden értéke mellett 

MF -  MP.
Az ilyen tulajdonságokkal rendelkezö F pontot és / egyenest az 

adott parabola fókuszának és vezéregyenesének nevezzük. Minden 
parabolának egy fókusza és egy vezéregyenese van.

Érdekes és nagyon tontos a parabola még egy tulajdonsága. Mivel 
az FMP háromszog egyenlö szárú, ezért İZ  = 2Z = 3Z (88. ábra). 
Ezért a parabola Ffókuszából kiinduló majd az M pontjába beesö sugár 
beesési szöge (1Z) a visszaverôdési szôgével (3Z) egyenlö. Vagyis a 
visszavert sugár az Oy-tengellyel párhuzamos. Ha a homorú tükör 
tengelymetszete parabola alakú, akkor az ilyen tükörröl visszaverödö 
sugarak nem szóródnak, hanem párhuzamos nyalábokban haladnak 
tovább. A parabolának ezt a tu la jdonságát a távolba világító 
fényszórókban alkalmazzák. És fordítva: ha az ilyen tükörre Oy- 
tengelyével párhuzamos sugarak esnek, akkor visszaverödve ezek az 
F fókuszon keresztül haladnak tovább. Ennek kôvetkeztében az 
F fókusz mellett lévô fizikai test erösen felhevülhet.
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Ellenorizzétek magatokat!
■

J Ï 1. Milyen fliggvényeket neveznek másodfokúaknak? 
i l 2. Hogy nevezik a másodfokú függvény gôrbéjét?

«3. Soroljátok fel az y  = ax2 + bx + c függvény tulajdonságait!
¡ i 4. Melyek az y  = ax2 + bx + c függvény parabolájának csúcskoordinátái? 
i . 5. Mely feltételek mellett metszi az y  = ax2 + bx + c függvény az 
j » jc-tengelyt?
¡ 6. Mutassátok meg az y  = ax2 + bx függvény zérushelyeit!
¡ I 7. Hogyan szerkeszthetö meg azy  = ax2 + bx + c függvény gôrbéje? 
j “ 8. Miben különböznek egymástól az y  = ax2 + bx + c és az y  = ax2 
j “ függvények górbéi?
¡ '9 . Az y = ax2 + bx + c függvény gôrbéjének a szárai milyen feltételek 
i • mellett:
{ » a) irányulnak felfelé; b) irányulnak lefelé; c) érintik az abszcissza- 
! ; tengelyt; d) metszik az abszcisszatengelyt?

✓  . Oldjuk meg együtt!

1. Metszi-e azy = 5jc2 + x + 3 függvény az abszcisszatengelyt?
y  M e g o l d á s .  Ha a függvénygôrbe valamely pontban metszi az 

abszcisszatengelyt, akkor a függvény értéke ebben a pontban 0-val egyenlö. 
A feladat ekkor másikra vezethetö vissza: van-e megoldása az 
5x2 + je + 3 = 0 egyenletnek? A diszkriminánsa D = 1 -  60 < 0, ezért az 
egyenletnek nines megoldása.

F e 1 e 1 e t. Nem metszi.
2. Az y  = 2x2 -  Ix + n függvény gôrbéje azy = 5 pontban metszi az ordi- 

nátatengelyt. Milyen pontokban metszi a görbe az abszcisszatengelyt? 
^ M e g o l d á s .  A 0 é s 5  koordinátájú pontok a görbe részei. Ezért

teljesülnie kell az 5 = 0 -  0 + /? egyenlôségnek, ahonnan n = 5. Vagyis az 
y  = 2x2 -  Ix  + 5 függvényrol van szó. Megkeressük a nulla pontjait: 
2jc2 -  7x + 5 = 0, D = 49 -  40 = 9, jCj = -1, je, = -2,5.

F e 1 e 1 e t. Az A(-2,5; 0) és B (-1 ; 0) pontokban.
3. Rajzoljátok meg azy = l x 2 -  4jc -  3 függvény gôrbéjét!

J  M e g o l d á s .  Rajzoljátok meg elöször az egyszerübb 
y  = 2jc2 -  4jc = 2jc(x -  2) függvény gôrbéjét! Ez az x-tengelyt a 
0(0; 0) és a B(2; 0) pontokban metszi (89. ábra). A pontok szimmet- 
rikusak a parabolának az OB szakasz kózepén áthaladó tengelyéhez
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viszonyítva. Ezért a parabola csúcsa azx = 1 
abszcisszájú és az y  ( 1 ) = 2 • 12 -  4 • 1 = -2 
ordinátájú pont. Megjelöljük az M( 1; -2) 
pontot és tengelyt hûzunk rajta keresztül.

Megjelöljük a AT(— 1 ; 6) kontrollpontot 
és a parabolatengelyhez viszonyítva 
vele szimmetrikus Â^(3; 6) pontot. A 
megjelölt pontokat vonallal összekötve az 
y  = 2x2 -  4x függvény gôrbéjét kapjuk 
(I. görbe).

Ezután az y  = 2x2 -  4x függvény 
gôrbéjét 3 egységgel lefelé toljuk és az 
y  = 2x2 -  4x -  3 függvényt kapjuk 
(II. görbe).

▼  Oldjátok meg szóban!

433. Soroljátok fel az y  = 2x2 függvény legfontosabb tulajdonságait!
434. Mutassátok meg az alábbi függvények zérushelyeit:

a)y = 2x2; b)y = x2-7x; c)y  = x2 -  9!
435. A 90. ábrán az y -  ax2 + bx + c függvény gôrbéje látható. 

Mutassátok meg:
a) a függvény értelmezési tartományát és az 
a együttható elojelét;
b) a parabolacsúcs abszcisszáját és ordinátáját;
c) a függvény zérushelyeit;
d) a függvény nôvekedésének és csokkenésének 
intervallumait;
e) azokat az intervallumokat, amelyeken a 
függvény értékei pozitívak és negatívak;
f) a függvény legkisebb értékét!

436. Határozzátok meg a parabola csúcsának koordinátáit:
a)y = (^ -3 )2; b)y = 2 (3 - x ) 2;
c)y = (x -5 )2 + 2; d)y = 2 ( 5 - * ) 2-3 ;
e)y = 2 (x + 1)2+ 1; f)y = - 2 ( x -  l)2 -  3!



91. ábra
A szint J

Rajzoljátok meg a fiiggvények górbéit (438-439)!
438. a) y  = 2x2, y  = 0,5x2, y  = 2x2 + 1;

b) y  = -2x2, y  = -0,5x2, y  = -0,5x2 -  2.
439. a) y  = (x -  1 )2; b) y  = x2 -  2x + 1;

c) y  = x2 -  6x + 9; d)>> = jc2 + 4x + 4.
440. Mely pontokban metszi egymást azjc-tengely és a fiiggvények górbéi:

a) y  = x(x -  2); b) y  = -x(3x + 5);
c) y  = x2 -  2jc; d) y  = 3x2 + 5*;
e) y  = 2x2 -  6x; f) y  = -3x2 + 4jc?

441. A 92. a, b, c ábrán másodfokú fiiggvények górbéi láthatók.
A górbék alapján határozzátok meg mindegyik esetében:
a) a vezéregyenes elójelét;
b) az elsó együttható elójelét;
c) a parabolacsúcs koordinátáit;
d) a fiiggvény zérushelyeit;
e) a fiiggvény nóvekedésének és csókkenésének intervallumait!

2> 442. Határozzátok meg a fiiggvények parabola alakú górbéjének 
csúcskoordinátáit:
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c)y = x ( x - 4 ); 
f)y  = —8jc -  3x2!

a)>> = x2 + 4; b)y = 2x2-6 ;
d) = x (2x + 6); e)j> = x2 + 4x;

443. Abrázoljátok a függvények gôrbéit:
a)y = ( x - l ) 2 + 2; b).y = (x + 2)2 + 1;
c)y  = (x + 4)2 + 2; d)>> = (x -  4)2 -  3!

444. Szerkesszétek meg a parabolát, kiemelve a kéttag négyzetét:
a)y = x2 + 4x + 5; b)y = x2 -  6x + 5;
c) y  = x2 -  2x -  1 ; d) y  = 1 + 4x -  x2;
e) y  = 4x2 -  4x + 5; f) y  = 5x2 + 1 Ox + 4!

Abrázoljátok a függvények gôrbéit (445—446)!
445. a) y = x2 -  2x + 5; b)y = x2 + 2 x -3 ;

c)y  = x2 + 2x + 4; d)y = x2 -  2x -  3.
446. a) = x2 -  2x -  8; b) = x2 -  4x -  5;

c) y = x2 + 2x + 6; d)y = x2-4 x  + 3.
^ 447. Az M(3; 5) pont az y  = x2 + mx + n parabola csúcsa.

Határozzátok meg az m és az n értékét!
448. Határozzátok meg a p  és q értékét, ha az y  = x2 + px + q függvény 

gôrbéje áthalad a Pfl; 4); Q(-\ ; 10) pontokon!
449. A z y  = x2 -  5x + c függvény gôrbéje az A(0; 4) pontban metszi az 

y-tengelyt. Mely pontban metszi az x-tengelyt?
Ş> 450. A z y  = x2 -  3x + c függvény gôrbéje az A(0; 3) pontban metszi az 

^-tengelyt. Metszi-e az x-tengelyt?
451. Rajzoljátok meg a függvények gôrbéit, mutassátok meg azokat az 

intervallumokat, amelyeken a függvény növekszik (csökken): 
a)y = x (x -2 ) ;  b)y = x (5 -x ); c)y = x2-6x ;
d) y  = 2 x - x 2; e) y = 3x2 + 12x; f )y  = x - 2 x 2\

• 452. A független változó mely legkisebb értéke mellett lesz legkisebb az 
adott függvények értéke:
a)y = x (x -6 ); b)>> = (x -  3)2 + 1; c)y = x2 + 2x?

B szint I
A függvénygórbék megrajzolása nélkül oldjátok meg a feladatokat 
(453-454)!

^ 453. Az y = x2 -  5x + c függvény gôrbéje c mely értéke mellett:
a) halad át a koordináta-rendszer kezdöpontjân;
b) érinti az x-tengelyt;
c) metszi az x-tengelyt az 4(3; 0) pontban;
d) metszi az x-tengelyt a Æ(0; -5) pontban?
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454. Az y  = x2 + bx + 4 függvény gôrbéje a b mely értéke mellett:
a) érinti az x-tengelyt;
b) nem rendelkezik az x-tengellyel közös ponttal;
c) metszi az x-tengelyt az A(4; 0) pontban;
d) metszi azokban a pontokban az x-tengelyt, amelyek között 3-mal 
egyenlö a távolság?

Rajzoljátok meg a másodfokú fliggvény gôrbéjét (455-461)!
> 455. y = x2 + x + 1 ; b)y = x2 -  (x + 2);

c) y  = x2 -  x + 1 ; d)y = x(x + 1) -  3.
456. a) y  = -x2 + 3x + 1 ; b)y = 1 -  2x -  x2;

c) y = -x2 -  2x + 3; d) y = 4x -  (x2 -  1 ).
457. a)y = 1 + x - x 2; b)y = 2 + x(l -x );

c) y = 4 -  x -  x2; d)y = 3 -  x (x -  2).
> 458. a) y = (x -  1 ) (x + 2); b)y = (x -2 ) (x  + 3);

c)y = (x + 2 )(x -3 ) ; d) y = 2(3 + x) (x -  1).
459. a)y = ( 2 x - l ) 2 + 3; b)y = 1 -  (x + 3)2;

c)y = (0,5x + 2)2 -  3; d)y = 4(0,5x+ 1)2-1 .
460. a) y = 3x2 + 3x -  1 ; b) y = 2x2 -  4x + 5;

c) y = -3x2 + 6x -  1 ; d) y = -x2 + x -  3.
461. a) y = 0,5x2 -  x + 2; b) y = 0,3x2 -  0,6x + 1 ;

c)y = ï x~ ~ 3 ^ + 1; d)y = | x 2 + x +  1.

462. Határozzátok meg azokat az intervallumokat, amel
ftiggvények növekednek és csökkennek:
a)y = x2 + 2x; b ) y = l - x 2; c ) y - x 2- 4 x  + 3;
d) y  = x(x + 4); e) y  = ( 1 -  x)2; f) y  = x2 + x + 1 !

463. Az x mely értékei mellett legkisebb a fiiggvények értéke: 
a)y = x2-6 x  + 9; b) y = x2 + 4x + 7;
c)y  = 4x2 -  12x -  3; d)y = 4x2-4 x  + 1?

> 464. Határozzátok meg a fliggvény legnagyobb értékét:
a) y  = 3 -  (x -  2)2; b) y = -0,25 (x + 5)2;
c)y = 6 x -x 2 -  10; d)y = -5x2 + 4x + 1 !
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465. a) Az y  = x2 -  6x + c ftiggvény legkisebb értéke -5-tel egyenlö. 
Abrázoljátok a ftiggvény gôrbéjét!
b) Az y  = c + 4x -  4x2 ftiggvény legnagyobb értéke 4-gyel egyenlö. 
Abrázoljátok a gôrbéjét!

> 466. Határozzátok meg a ftiggvénygôrbék metszéspontjainak koordinátáit:
a) y  = x2 és y  = ( jc  -  4)2 ;
b) y  = 2jc2 ésy  = - jc2 + 3;
c) y  = 3jc2 + 1 és y  = 3jc2 + Ix  + 1 !

467. Határozzátok meg a parabolacsúcsok közötti távolságokat, amelyek 
a következö ftiggvények gôrbéi:
a) y  = (x -  3)2 ésy = ( x -  3)2 + 7;
b) y  = x2 és y  = ( jc  + 5)2;
c) y  = x2 -  2x + 5 és y  = x2 -  2x -  4;
d) y  = x2 + 4x + 5 és y  = -x 2 — 4jc — 5 !

> 468. Határozzátok meg az y  = x2 -  6x + 13 képlettel megadott parabola
csúcsától az x- és ^-tengelyig, valamint a koordináta-rendszer 
kezdopontjáig mért távolságot!

469. Határozzátok meg a b értékét, ha azy  = x2 + bx ftiggvény gôrbéje 
szimmetrikus az jc = 3 egyeneshez viszonyítva!

470*. Abrázoljátok a ftiggvények gôrbéit:
a) y  = \x2-4 x  + 3|; b)_y = \x2 + x -  6|;
c)y  = \x2 + 4x\ + 3; d)y = |6 jc | -  jc2 - 5!

47.1. J. Cardano feladata. Határozzátok meg mértani szerkesztéssel az 
jc2 + 6x = 91 egyenlet pozitív gyôkét!

■*=► Ismétlo gyakorlatok

472. Cseréljétek fel a betüket számokkal, hogy teljesüljön az alábbi 
egyenlôség:

PARA + PARA = BOLA!
Hány különbözö megoldása van a feladatnak?

Oldjátok meg az egyenlotlenségeket (473^474)!
473. a) 2(x + 7) + 3 (1  -  2 jc)  > 1; b) 3 ( 3 jc - 2 )  -  4 ( x  + \ )  < 2 x ;

c )  2 (jc +  1) >  3  -  (1 -  2x); d) 3 jc -  0 ,5 (1  -  3 jc) <  2 ,5 ( jc -  3 ) .

474. a) ( jc  -  1 ) ( 2  — jc )  > 0; b) (3  + jc)(jc + 7 )  < 0;
c) (3  - jc) (5  + jc )  < 0 ; d) (5 - jc) ( 1 - jc) > 0 .
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475. Hány gyöke van az egyenleteknek:
a) pc -  11 + |x + 2\ = 5; b) |x -  11 + \x + 2| = 3;
c ) |x - l |  + |x + 2| = 2; d) |x -  1| + |x + 2\ = 0?

1 2 . § . -  MÁSODFOKÚ
EGYENLÓTLENSÉGEK

Azt az egyenlotlenséget, amelynek bal oldala az ax2 + hx + c 
kifejezés, ahol a *  0, A, c adott számok, a jobb oldala pedig 
nulla, másodfokú egyenlotlenségnek nevezzük.

A másodfokú egyenlotlenségek példái:
x2 -  5x + 3 < 0, 2x2 + 4 < 0,' -3x2 + 2x > 0, -  x2 + 3x + 7 > 0.
Az ilyen egyenlotlenségeket célszerü másodfokú függvények gorbéinek 

a segítségével megoldani.
1. példa. Oldjátok meg az jc2 -  6x + 5 < 0 egyenlotlenséget!
V  M e g o l d á s .  Megszerkesztjük az 

y= x2-6 x  + 5 függvény gorbéjét (93. ábra).
Ennek a zérushelyei az 1; 5 számok. Az 
adott függvénynek csak akkor vannak 
negativ értékei, ha az x változó a (1; 5) 
intervallumhoz tartozik. Ez lesz a fiiggvény 
megoldásainak halmaza.

Fe le  let .  (1; 5).
Erthetö, hogy a hasonló egyen

lotlenségek megoldásának nem elenged- 
hetetlen feltétele a másodfokú fuggvény- 
görbe pontos szerkesztése. Elegendö azt 
meghatározni, hogy milyen irányúak a 
parabola ágai, és hogy a görbe mely pontokban (ha ezek léteznek) metszi 
az x-tengelyt.

2. példa. Oldjátok mega -x2 + 2x + 3 < 0 egyenlotlenséget!
y  M e g o l d á s .  Az y  = -x2 + 2x + 3 függvény gorbéje a -1 és 

3 abszcisszájú pontokban metszi az x-tengelyt, és a parabola ágai lefelé 
irányulnak. Ezért vázlatosan a függvény gorbéje a 94. ábrán látható módon 
szerkeszthetö meg. A függvény értékei nem pozitívak, hax a (-<»;-1] vagy 
a [3 ; ©o) intervallumokhoz tartozik.
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Vagyis az adott egyenlótlenség megoldásainak halmaza ezen 
intervallumok uniója. Mivel az unió jelólése U, ezért a felelet a kóvetkezó 
módon adható meg: (-°°;-l] U [3; °°).

3. példa. Oldjátok meg az x2 + x + 1 < 0  egyenlótlenséget!

i ^ M e g o l d á s .  A z j c 2 + jc  +  1 = 0 egyenlet diszkriminánsa negativ, 
ezért az y  = x2 + x + 1 függvény górbéjének nines kózós pontja az 
jc-tengellyel. A górbe ágai felfelé irányulnak (95. ábra). Vagyis az 
y  = x2 + x + 1 függvény x minden értéke mellett pozitív.

F e 1 e 1 e t. Az egyenlótlenségnek nines megoldása.

4. példa. Oldjátok meg a ( jc  + 4)(x + 1) > 0 egyenlótlenséget!

M e g o l d á s .  A ( jc  + 4)(x + 1) kifejezés 
azonosan egyenló valamely négyzetes háromtaggal, 
amelyben pozitív az x2 együtthatója. Vagyis az 
y  = ( jc  + 4)(jt + 1) függvény górbéje parabola, 
amelynek a szárai felfelé irányulnak, és amely a 
-  4 és -1 abszcisszájú pontokban metszi az 
x-tengelyt (96. ábra). A függvény értéke pozitív, 
ha jc  <  -  4 vagy x > -1.

F e l e l e t :  (-°°; -  4) U (-1; °°).

Mivel az > 0 egyenlótlenség ekvivalens a ( jc  + 4) ( jc  +  1) >  0

egyenlótlenséggel, ezért ilyen módon (grafikusan) oldhatók meg a 
legegyszerübb racionális tórt-egyenlótlenségek is.
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mA másodfokú egyenlotlenség grafikus megoldásához a 
következöket keil tenni:
a) meghatározni a parabola ágainak irányát az elsö 
együttható elöjele szerint;
b) meghatározni a megfelelö másodfokú egyenlet gyökeit, 
ha azok léteznek;
c) vâzlatosan megrajzolni a másodfokú függvény gôrbéjét;
d) a görbe alapján meghatározni az x esetében azokat az 
intervallumokat, amelyeken az egyenlotlenség igaz.
A másodfokú egyenlôtlenségek megoldási módja az egyenlöt- 
lenségek sok egyéb típusára is alkalmazható.

Példa. Oldjuk meg a (x -  1) (x -  2) (x + 5) < 0 egyenlotlenséget! 
Ez a feladat a következövel ekvivalens. Az x mely értékei mellett 
negativ az y = (x -  1) (x -  2) (x + 5) függvény értéke?

A kérdés megválaszolásához elöször meghatározzuk a függvény 
zérushelyeit. Ezek: 1, 2 és -5 . Ezek négy intervallumra tagolják a 
függvény értelmezési tartományát, nevezetesen: (-«>; -5), (-5; 1), (1; 
2) és (2; °o). A (x -  l)(x -  2)(x + 5) szorzat minden egyes szorzójának 
meghatározott elöjele van az adott intervallumok mlndegyikén. Adjuk 
meg ezeket és az egész szorzat elôjelét táblázat formájában.

Szorzó (-~  ; -5) (-5; i) (i; 2) (2; oo)
x -  1 - - + +

x -  2 - - - +

x + 5 - + + +

y - + - +

Az y  függvény vázlatos gôrbéje a 97. ábrán látható.

Tehát a függvény a (-°°;-5) és a (1; 2) intervallumokon vesz fel 
negativ értékeket.

F e l e l e t .  Az egyen lo tlenség  m ego ldása inak halm aza:
(— ;-5) U (1; 2).

A vizsgált példában azok az intervallumok, amelyeken a függvény 
értéke i pozitívak, azokkal az in te rva llum okka l vá ltakoznak,
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amelyeken a fuggvenyertekek negativak. Azonban ez nem mindig 
van igy.

Oldjuk meg a (x + l)2 (x + 3)(x -  5) > 0 egyenlotlenseget!
Az egyenlotlenseg bal oldala nullaval egyenlo, ha az x erteke -3, 

-1 vagy 5. A megfelelo tablazat osszeallitasaval meggyozodunk rola, 
hogy az egyenlotlenseg bal oldalanak ertekei negativak a szomszedos 
(-3; -1) es (-1; 5) intervallumokon. Tehat az adott egyenlotlenseg 
megoldasainak halmaza (-oo;-3] U [5;°o) U {-1}.

A zy  = (x + l)2 (x + 3) (x -5 ) fuggveny vazlatos gorbeje a 98. ab-ran 
lathato.

Az egyenlotlensdgek megoldasanak vizsgalt modja az altalanos 
intervallumos megoldasi m odszer  kulon esete, amellyel a felso 
tagozatos osztalyokban ismerkedtek meg reszletesebben.

P  Ellenorizzetek magatokat!

I 1. Fogalmazzatok meg, mi a masodfoku egyenlotlenseg!
- 2. Mondjatok peldakat masodfoku egyenlotlensegekre!
• 3. Milyen szimbolummal jelolik ket halmaz uniojat?

> 4. Hany megoldasa lehet a masodfoku egyenlotlensegnek?
I 5. Mondjatok peldakat olyan masodfoku egyenlotlensegekre:

a) amelyeknek egyaltalan nines megoldasuk;
b) amelyeknek csak egy megoldasuk van; 

l c) amelyeket minden valos szam kielegit!

< /  Oldjuk meg egyiitt!

Oldjatok meg az egyenlotlensegeket:
a) x2 + 3x < 0; b) z2 -  3z -  2 < 0;
J  M e g o 1 d a s. a) Az y  = x2 + 3x fuggveny 

gorbeje az x = 0 es x = -3 pontokban metszi 
az abszcisszatengelyt. Abrazoljuk vazlatosan a 
fuggveny gorbejet (99. abra)! Az egyenlot
lenseg megoldasainak halmaza a (-3 ; 0) 
intervallum.

c ) t 2 + t+  1 > 0.
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b) Meghatározzuk a z2 -  3z -  2 = 0 egyenlet gyókeit:

3 -y/Tf 3 + VÍ7

maza

0  = 9 - 4 -  1 * (-2) = 17; z, = 2 , -2 2 .

A parabola ágai felfelé irányulnak, ezért a megoldások keresett hal-

'3-Jvj .  3 + yfn

c) D = 1 -  4 • 1 • 1 < 0. A t2 együtthatója pozitív, így a para
bola, amelynek ágai felfelé irányulnak, a felsó fél koordinátasíkban 
helyezkedik el. Vagyis az egyenlótlenség megoldásainak halmaza az R 
halmaz egésze.

F e 1 e 1 e t. a) (-3; 0); b) [*3 — J\7  3 + vT7]
2 ’ 2 ; c ) R

^  Oldjátok meg szóban!

476. Nevezzétek meg a másodfokú egyenlótlenségeket:

a) jc2 -  5 jc + 6 < 0; b) 3 jc2 + 6 < 0;

c) - 2 jc2 -  5 jc + 7 < 0; d) jc 3 -  2 jc + 6 > 0;

e)jc2 + -x +3 >0; f) y  + 4x+ >Í2 <0!

477. Határozzátok meg a fuggvénygorbék ágainak irányát:

a) y  = 4x2-  16x + 5; b)y = - jc2 + 4x + 3; c )y  = 3x2- 7 ;

d) y  = 6x2 + 5x; e) y  = 7 -  4x -  x2; f) y  = 5 + Ix  -  5x2;

g)y  = 3x(x -4);  h)y = -x(x + 3); i) y  = (x -  1)(2- x ) \

478. Metszi-e az abszcisszatengelyt a függvénygórbe:

a) y  = jc2 -  2jc + 3; b)y = - x 2 + Ix  -  5; c) y  = 3x2-  x;

d)y = 3jc2 -  x  + 3; e)y = 5jc2 + 3jc- 1; f) y  = x(7x -  1)?

479. Miért nincs megoldásuk az egyenlótlenségeknek:

a) 3x2< -3 ; b) (jc- 2)2 + 1 <0; c)3 jc2- ^ +  1 <0;

d) - jc2> 2; e) -  (1 -  jc)2 > 0; f) 2jc2 < jc -  1 ?

ÍI^Bl
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 ̂ A szint I
480. Jelôljétek a koordináta-egyenesen az intervallumok unióit:

a) (-°°; 2] U [3; “ ); b) (-4; 3) U (4; 7];
c) [2; 4] U (5; 7); d) (— ; 3] U (3; 7);
e) [-4; 2] U [2; 3); f) (— ; 1) U (1; 4)!

Oldjátok meg az egyenlôtlenségeket (481-487)!

481. a)jc2-4 x < 0 ;  b)jc2 + 6jc<0; c)z2 + 6 z - 7 < 0 ;
d) 6jc2 -  X  > 0; e) 2jc2 + lx  > 0; f) y2 -  4y -  5 < 0.

482. a) jc2 -  6x + 9 > 0; 
c) jc2 + 4jc + 4 < 0;
e) X 2 > 2x -  1 ;

» 483. a) jc2 < 3jc -  2;
c) X 2 -  4x + 3 > 0;
e) 9x2 + 6x + 1 < 0;

484. a) 2jc2 -  3jc + 1 > 0; 
c) 0,5jc2- X  -  2 > 0; 
e) - jc2 + 3jc -  2 > 0;

b)y*-8y+  16 < 0; 
d) z2 + z + 0,25 < 0 ; 
f )y2> 4 y -4 .

b) t2 + 9 < 6t; 
d) jc2 + 10jc + 25 > 0; 
f) jc2 -  2x + 9 < 0.

b) jc2 + 8 < 6x; 
d)y2- 4 y <  12; 
f) 1 lz > z2 + 18.

485. a) 2 -  3y <y2; 
c) 3z2 < 5z + 12; 
e) -2 jc2 > 2jc + 3;

Ş> 486. a) jc(jc -  3) < -2; 
c) jc(2 -  jc) > 4; 
e) ( jc  -  3)(jc + 5) > 0;

b) 12jc-  36 < jc2 ; 

d) 4x(jc + 1) < 15; 
f)6(/2+ 1)< 131. 

b) 2(z2 + 5) > 9z; 
d) 8 -  (5 - y ) 2> 3y, 
f) ( jc  + 2)(jc + 7) < 0,

487. a) (X + 7)(jc -  1 ) > 0; b) ( jc -  3)(jc -  5) < 0;
c) ( jc  -  2)(jc + 3) < 0; d) (a + 2)(a -  5) < 0;
e) {t + 3)(f + 4) > 0; f) (2 -  c)(3 -  c) > 0.

488. Az jc  mely értékei mellett negativak azy = jc2 + 3x függvény értékei, 
és melyek mellett pozitivak?

3> 489. Az X mely értékei mellett pozitivak az y = / ( jc )  fliggvény értékei, és 
melyek mellett negativak, ha:
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a).A*)=*2- 4 ;  b)7(x) = 9 - x 2;
c) / jc) = x2 + 6jc- 7; d ) /x )  = 3 + 2x -  x2?

490. Határozzátok meg a függvények értelmezési tartományait:

a) y = >lx2 - 4  ; b) y  = J \ - x 2 ; c) y = Jx2 - 5 x  + 4 ;

d) y  = -Jx2 -  4x ; e) y  = J2x2 + 1 ; f) y  = Jx2- 4 x  + 4 !

491. Határozzátok meg az egyenlotlenségek egész megoldásait:

a) x2 + 5x -  6 < 0; b) x2 -  5x -  6 < 0; c) x2 -  x -  6 < 0;
d) 6 -  X 2 > x; e) x2 + 2x -  8 > 0; f) x2 -  4x + 4 < 0!

B szint

Oldjátok meg az egyenlôtlenségeket (492-496)!

» 492. a) (2 -  jc)(3 — jc) < 2; 
c) (1 - z )  (2 +z) > 2; 
e) (3 -  2x) (x + 1) < 2; 

493. a ) 2 ( x - 3 ) ( l  - 2 x ) >6 ;  
c) jc(jc -  2) > 2 -  3a:2; 
e) -x(2 -x) < 5 -  4x2;

494. a) b)

d) ¿
I A O e)

495. a) A-l J. 
x + 3 ’ b)

d) Ix + 4 ^
3 -  2x “  ’ e)

» 496. a) x * 5.  >0; x + 7 b)

d) 2 x ± l < v  
x -1 e)

b) (a : + 4) (jc — 5) < 10; 
d )  (x + 2) ( a ; + 3) > 10a:;
f) 3(x2 + 1 ) < 5x + 1.

b) 4(x2 -  9) >x  + 3;

d) 1-  jc  > 2(x2 + 1);

0 3 - x  < 3 (x2 + 3).

x + l  >0;x -  7 ’ C> L '+X5 >0’

3* ~ 2 <0- 5 -  2x U’ ^  3 -  2r > ° '

JC + 4 >5-JC-1 C>2Í + 5 > 3 ;

x 2,  < 3 -  x;2 -  x  ’ f) 2 > X_!’ 2 -  x -  10-

2~x <o-3 - x C) < 0;' 1 -  x

* + 3 <1- 
1 + 3x -  1 ’ f) ] * - '  >1.7 1 -  x



497. Oldjátok meg az egyenlotlenségeket:
a) (3x -  1 ) (x + 3) > x( 1 + 5jc);
b) (x -  2) (x + 2) + x(x + 7) < 0;
c) (x + 4) (2x -  3) -  (5x -  6) (x -  3) > 10;
d) (jc- 4) (3x + 1)< (2x -  6) (x -  2) + 4 !

0 «

Oldjátok meg az egyenlotlenségeket intervallumos módszerrel (498-502)!

498. a) (x2 -  3x + 2) (x + 7) > 0;
b) (x2 -  16) (x2 -  25) < 0;

c) (x4 + x2 + 1) (x -  1) (x + 3) < 0.

» 499. a) (x -  3)(x + 2)(x2 + 4x + 5) < 0;
b) (x2 -  1 ) (x2 -  5x + 6) < 0;

c) (x2 -  3x — 4)(x2 -  2x -  15) > 0.

500. a) (x2 -  1) (3x -  2x2 + 5) > 0;
b) (x2 + 3x -  10)(4 -  x2) < 0;
c) (x2 -  6x + 9) (x2 -  9) > 0.

3x2 + 5x -  8

______  2 . f e j e z e t

» 501. a) x 2 + 2x -  3 

5jc2 -  9x -  2

IA O u \ 2x2 - 3  ^ x  . 
b) 4x  -1

V o

4 — 3jc

c) 1 > 8 -  3jx

3.x2 -  2jc -  16

x jx +1 . ~c) :----  < 2x.’ 1 -  x

503. Azx mely értékei mellett lesz nagyobb azy = 2x + 2 függvény értéke 
a következö fíiggvények megfelelö értékeinél:
a)y = x2- 3 x - 4 ;  b)y = 4x2 + 9x -  13?

504. Határozzátok meg a fíiggvények értelmezési tartományait: 

a)y=  yís + 7x -  x2 ;

*2 - 4
c> ^ = æ

b) y=  V3 - 5 x  -  2x2 ; 

yJx2 -  x
+ .x -  5x d ) y  =

X2 -  3x -  4 ’

e)y = ylx} -  x2 -  25x + 25 -  I——
\  x~ + 6x + 9
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$ 505. A b mely értékei mellett nincsenek a kôvetkezô egyenlôtlenségeknek 
megoldâsai:
a) jc2 +  2 bx +  1 <  0; b) bx2 + 6jc + 1 >  0;
c) (b -  l)x2 + 3b> 2bx; d) b(x2 + 1) < 2bx + 9?

506. Az ni mely értékei mellett elégiti ki valamennyi valôs szâm a 
kôvetkezô egyenlôtlenségeket:
a) x2 -  mx + 4 > 0; b) x2 -  6x + m > 0;
c) mx2 + m + 3 < 4jc; d) mx2 + 4x + 2m < 1 ?

Oldjâtok meg az egyenlôtlenség-rendszereket (507-508)!

\x2 -  4x < 0, |4 jc2-1  >0,
» 507. a) [jc2 — jc — 6 > 0; [2jc2 -  5jc + 3 < 0.

Jjc2 -  3 > 2jc, |3 jc2 + 1 > 4jc,
508. a) [jc2 + 28 > 1 Ijc; ^  [3jc2 + 2 < 5jc.

509. Oldjâtok meg a kettôs egyenlôtlenségeket:
a) 0 < x2 -  5x < 6; b) 1 < jc2 + 2 < 3jc;
c) x < 2x + 3 < jc2; d) 3 < jc2 -  2x + 3 < jc2!

510. Oldjâtok meg grafikusan az egyenlôtlenségeket:
a) jc2 < jc + 2; b) (jc -  2)2 > \x\;

c) 2jc2 < 1 + Vx ; d) jc2 -3,5jc > yfx !

Ismétlô gyakorlatok

511. Kôrjâratban két autôbusz kôzlekedik 50 perces idôkôznyi 
külônbséggel. Hâny autôbuszt kell pôtlôlagosan forgalomba âllitani, 
hogy 60%-kal csôkkenjen a buszok indulâsa kôzôtti idôkôz?

512. Születésnapi ünnepségre készülve a meghivottak 260 hrivnya értékü 
kôzôs ajândékot vâsâroltak. Ha a târsasâgban 3 személlyel tôbb lett 
volna, akkor fejenként 6 hrivnyâval kevesebb pénzt kellett volna a 
kôzôsbe beadni. Hâny személyt hivtak meg a születésnapra?

Egyszerüsitsétek a kifejezéseket (513-514)!

b) { - \ ab' )  • {-24a2b2).

514. a) a -  4b2 
ab

2 y ) ; b ) ( -

r2 -  2 ab . 
3  b » b * y

x + x
y 2 - 9  ' 2y -  6



122 2. f e j e z e t

13.Ş ̂  MÂSODFOKÛ
EGYENLETRENDSZEREK

Az egyenletrendszerek fogalmâval mâr a 7. osztâlyban megismer- 
kedtetek. Akkor ketvâltozös lineâris egyenletrendszereket es megoldâsi 
mödjaikat vizsgâltâtok. A gyakorlatban gyakran elöfordul, hogy mâsodfokü 
egyenleteket tartalmazö rendszereket keli megoldani.

Mâsodfokü ketvâltozös egyenletek peldâi:

x2 + 5y2 = 9, Sz -  t2 = 12, 0,5jcy+y = 0.

Az ilyen egyenletek mindegyikenek ket vâltozöja es ezekkel kapcsolatos 
legalâbb egy mâsodfokü tagja van. Azaz vagy egy negyzetes vâltozöröl, 
vagy ket vâltozö szorzatâröl van szö.

Peldâul az
x -  2y = 0, 5x2y  +10 = 0, x2z2- x 2 + z = 0

egyenletek elsö-, harmad- es negyedfoküak.

Ha a rendszer egyik egyenlete ketvâltozös mâsodfokü, 
a mâsik pedig ugyanezeket a vâltozökat tartalma
zö mâsod- vagy elsöfokü egyenlet, akkor az İlyen rend- 
szert m âsodfokü  ketvâ ltozös  egyerıle trendszernek  
nevezzük.

Idezzük fel!
A ketvâltozös egyenlet megoldâsânak nevezünk minden olyan 

szâmpârt, amely igaz egyenlösegge alakitja az adott egyenletet.
Az egyenletrendszer megoldâsânak nevezzük valamennyi egyenletenek 

közös megoldâsât.
Az egyenletrendszert megoldani annyit jelent, mint meghatârozni 

valamennyi megoldâsânak halmazât.
Peldâul azx2 + y -  5 = 0 es azx - y  + 3 = 0 egyenletek közös.megoldâsai 

a (-2; 1) es (1; 4) szâmpârok. Ellenörizzetek ezt szöban! Egyeb közös 
megoldâsuk ezeknek az egyenleteknek nincs (100. âbra).

\x2 + y  -  5 = 0,
Vagy is az i .  _ +  ̂_ q rendszemek, amelyet ket szâmpâr, a (-2; 1) 

es a (1; 4) elegit ki, ket megoldâsa van.
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Az egyenletrendszerek megoldására tóbb 
módszer létezik. Ezek legfontosabbjai:

• behelyettesítési módszer;
• egyenló együtthatók módszere;
• grafikus módszer.
Bemutatjuk konkrét példákon, hogyan 

alkalmazhatók ezek a módszerek a másodfokú 
egyenletrendszerek megoldása során.

Példa. Oldjátok meg az egyenletrendszereket:

\2x2 -  y  = \ 7, \2x2 -  y 2 =2 , Jjc2+ y 2 =25,
a )  {jc2+ y  = 10; b ) [*2- y  = 5; c ) j*y = 12.

M e g o 1 d á s. a) Egyenló együtthatók módszere. A rendszer 
egyenleteinek ósszeadásával a kóvetkezó 3jc2 = 27 egyenletet kapjuk, 
ahonnan x1 = 9, jc, = 3, x2 = -3.

Mivel jc2 = 9, a második egyenletból a kóvetkezót kapjuk: y, =y2 = 1. 
Vagyis a rendszemek két megoldása van: (3; 1) és (-3; 1).
b) Behelyettesítési módszer. A második egyenletból az y  által kifejezzük 

az jc2-et és behelyettesítjük az elsó egyenletbe:
2(y + 5 )- y 2 = 2 vagy y2- 2 y - 8  = 0.

Viéte tétele alapján meghatározzuk a gyókeit: y, = 4, y2 = -2.
Hay = 4, akkor jc2 = 9, ahonnanjc, = 3, jc,  = -3.

Ha y = -2, akkor x2 = 3, ahonnan x3 = yÍ3 , x4 = -  V3 .
Vagyis az adott egyenletrendszernek négy megoldása van: (3; 4),

(-3; 4 ),(V 3 ;-2 ),(-V 3 ;-2 ).
c) Grafikus módszer. Az elsó egyenlet 

górbéje olyan kórvonal, amelynek a 
kózéppontja a koordináta-rendszer 
origója, a sugara pedig 5 egység.

A második egyenlet górbéje az

y = — hipérbola. Abrázoljuk az egyenle-

tek górbéit kózós koordináta-rendszerben 
(101. ábra) és határozzuk meg metszés- 
pontjaik koordinátáit!
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A grafikonból kiderül, hogy az adott egyenletrendszernek négy 
megoldása van: (-4; -3), (-3; -4), (3; 4), (4; 3). Közvetlen behelyettesítéssel 
meggyözödünk arról, hogy ezek az adott rendszer pontos megoldásai.

Egyes egyen le trendszer-típusok m egoldása cé ljábó l a
változók helyettesítésimódszerét alkalmazzák. Oldjuk meg ezzel 

a módszerrel a következö egyenletrendszereket:

\xy(x + y) = 30,
M e g o I d á s. a) U  + y = 11 _ ^  > ahonnan xy( 11- xy) = 30.

Azxy = a helyettesítésével az utóbbi egyenletböl a következöt kapjuk:
a2 -  l i a + 30 = 0.

Ennek a másodfokú egyenletnek a gyökei: 5 és 6.
Ha xy = 5, akkor x +y = 6; ha xy = 6, akkor x + y  = 5.
Két egyenletrendszert kapunk:

A két egyenletrendszer megoldásával megkapjuk az adott rendszer 
megoldásait: a) (5; 1), (1; 5); (3; 2), (2; 3).

b) Az elsö egyenletben létrehozzuk a két tag teljes négyzetét. A 
következöt kapjuk:

Új változókat vezetünk be: a = x -  2, b = x -  2y. Ekkor az adott 
rendszer a következö alakot ölti:

Ha az elsö egyenletböl kivonjuk a másodikat, akkor a b2 + b = 2 
egyváltozós másodfokú egyenletet kapjuk, amelynek a gyökei
bx = -2  és b, = 1.

B e h e ly e tte s itjü k  a b ezen é rté ke it a (*) rendsze rbe  és 
meghatározzuk az a változó megfelelö értékeit.

F e 1 e 1 e t: a) (3; 1) és (-3; 1); b) (3; 4), (-3; 4), (V 3;-2), (-V3 ;-2);
c) (-  4; -3), ( -3 ;-4 ) , (3; 4), (4; 3).

jcy = 5 és
x + y  = 6, x + y  = 5, 

xy = 6.

vagy

a2 + b2 = 5, 
a2 - b  = 3.
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Ha = -2, akkor a2 + 2 = 3, ahonnan ¿*,=-1 vagy a2= 1.
• Ha ¿>2=1, akkor a2- 1=3,  ahonnan ¿7,=-2 vagy a2=2.

Vaqyis a (*) eqyenletrendszer megoldâsai a következö szâmpârok:
( - 1; - 2), ( 1; - 2), (-2; 1), (2; 1).

Az adott rendszer megoldâsa erdekeben ât keli terni az x es y  
vâltozökhoz es igy keli megoldani (szöban is lehet) a megfelelö 
rendszereket:

fx -  2 = -1, { * - 2  = 1, \ x - 2  = -2,
\ x - 2  y  = -2; \ x - 2 y  = -2; [ x - 2 y  = 1; |

A következöket kapjuk: (1; 1,5), (3; 2,5), (0; -0,5), (4; 1,5). 
F e l e l e t .  a) (5; 1), (1; 5); (3; 2), (2; 3); b) (1; 1,5), (3; 2,5); 

(0;-0,5), (4; 1,5).

Ellenörizzetek magatokat!

j * 1. Mondjatok peldât ketvâltozos mâsodfokü egyenletre! 
i 12. Mi a ketvâltozos egyenlet megoldâsa?
1 * 3. Hâny megoldâsa lehet a ketvâltozos egyenletnek? 
j ;4. Milyen alakzat a következö egyenletek görbeje: a) y  = x2; 
i b)x2 + >̂  = 4; e) (x -  l)2 + (y -  2)2 = 9; d) y 1= xl
j ¡5. Mit nevezünk ketvâltozos mâsodfokü egyenletrendszemek? 
j 1 6. Hâny megoldâsa lehet a ketvâltozos mâsodfokü egyenletrendszemek? 
ı »7. Nevezzetek meg a ketvâltozos mâsodfokü egyenletrendszer föbb 
j î megoldâsi mödszereit!

Oldjuk meg együtt!

1. Oldjâtok meg az egyenletrendszereket:

\x2+ y 2 =61, 
[x2 -  y 2 =11; b)

\xy - x 2 =2, 
\ y 2 ~xy = 3.

S  M e g o l d â s .  a) Összeadva a mâsodik egyenlet megfelelö oldalait 
az elsö egyenlet megfelelö oldalaival, a 2x2 = 72 egyenletet kapjuk, 
amelynek gyökei -6  es 6. Ha ezen ertekek bârmelyiket behelyettesitjük a 
rendszer mâsodik egyenletebe, akkor a 36 -  y2 = 11 egyenletet kapjuk. 
Ennek az egyenletnek a gyökei: -5 es 5. Vagy is a rendszernek negy 
megoldâsa van: (6; 5), (-6; -5), (^6; 5) es (6; -5).
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b) Az elsó egyenletet tagonként kivonjuk a másodikból:
y2 -  2xy + x2 = 1 vagy (y -  x)2 = 1.

2. f e j e z e t

Innen y  -  x  = 1 vagy y  -  x  = -1.
Ha y  -  x = 1, akkor y  = x + 1. Az elsó xy -  x2 = 2 egyenletben 

helyettesítjük az y  változót az x + 1 kifejezéssel:
x(x + 1)- x 2= 2, x2 + x -  x2 = 2, x = 2, akkor y = 2 + 1 = 3 .
Ha y  -  x = -1, akkor y  = x  -  1 és az elsó xy -  x2 = 2 egyenletból a 

kóvetkezót kapjuk: x(x -  1) -  x2 = 2, x2-  x -  x2 = 2, x = -  2, akkor
y = -  2 — 1 = - 3 .

Vagyis a rendszemek két megoldása van: (2; 3), (-2; -3).
F e 1 e 1 e t: a) (6; 5), (-6; -5), (-6; 5), (6; -5); b) (2; 3), (-2; -3). 

2. Van-e megoldása az egyenletrendszemek:

Jy = x2 + 2x -  2, 
jy  = 2 -  x2 ?

J  M e g o l d á s .  Kózós koordináta- 
rendszerben megrajzoljuk mindkét egyen- 
let górbéjét. A kapott parabolák két pontban 
metszik egymást (102. ábra). Vagyis 
az egyenletrendszemek két megoldása van.

F e 1 e 1 e t. Az egyenletrendszemek két 
megoldása van.

▼  Oldjátok meg szóban!
102. ábra

515. Az x2 -  3x = y  egyenlet megoldásai-e az alábbi számpárok:
a) (0; 0); b) (3; 0); c) (0; 3);
d) (-3; 0); e) (0; -  3); f) (3; 3)?

516. Miért nincs megoldásuk a kóvetkezó egyenleteknek:
a) x2 + y2 + 4 = 0; b) x2 + y2 = 2xy -  3?

517. A (0; 2); (1; 1); (-1; 1); (-2; 0); (3; 3) számpárok megoldásai-e az 
egyenletrendszereknek:

a)
x2 + y = 2, 
2xy + y = 3; b)

x2 + y = 2, 
xy + 2y = 4 ?

518. Miért nincs megoldásuk az egyenletrendszereknek:

a)
X2 +  y 2 +  7 =  0 ,

3 x y -y 2 =0; b)
x2 + y 2 = 1, 
*2 -^2  = 4 ?



MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNY 127 M M

519. Milyen egyenlet felel meg a 103. ábrán látható gôrbéknek: a) kék;
b) vörös; c) kék és vörös együtt?

103. ábra

A szint

520. Rajzoljátok meg az egyenletek gôrbéit:
a) X + 2y = 0; b) xy =  12; c) x2 + y 2 = 9;

d)x2- y  = 2; e)y+>fx = 1; f ) j + 1 = ( * + l)3!

Tekinthetök-e függvénygôrbéknek a megrajzolt grafikonok?

Oldjátok meg grafikusan az egyenletrendszereket (521-524)!

521. a) 

> 522. a)

523. a)

524. a)

y  + x = \, 
y  + x 2 = 1; b)l

\*y = x 2,
[y -  Jx  = 0; c)

x 2 + y 2 =18,
* -  y  = 0; b)l

\x2 + y 2 = 1,
[x + y  = i; c)

y 2 = x,
y  = *2; b)l =o, 

L y - 2  = *; c)

x 2 + y 2 =25,  
*2-.y  = 5; «I[jt2 +_y2 =18,

[*V = 9; c)

i xy = 6,
b  + 2 = 0.

\xy = 16,
\ x - y  = o.

\x y - 8 = 0 ,
[jc2 -  y  = 0.

í* 2+>;2 = 4,
b - 2  = x.
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Oldjátok meg behelyettesítési módszerrel az egyenletrendszereket 
(525-527)!

525. a)

c)

» 526. a)

c)

527. a)

c)

X  -  y  = 3,

X2 + y 2 = 9 ; b ) l

[ x - y  = 3, 
[xy = 4;

xy -  2y = 4,

d ) l

[3x + 4y  = 8,
y  = X -  2; [xy = 1.

X 2 + y 2 = 100,.
X -  6 = 0; b ) l

[x2 + y 2 = 4 , 
[x + 1 = 0;

X  -  y  = 3,

d ) l

[x2 -  y 2 = 16,
xy + 2 = 0; [ x - y  = 2.

3x + y = 7, 
X  -  2 y 2 = 2; b ) l

[ 2 x - y  = 8, 
[2x2 -  y 2 = 32;

X 2 + y = 6 ,

d ) l

[x2 + y 2 = 4 ,
X -  y  = 0; [x + y = 2.

y

Oldjátok meg egyenlö együtthatók módszerével az egyenletrendszereket 
(528-529)!

528.
I x + y -  xy = -23, 
\ x - y  + xy = 49; b)

Jx2 + xy = 15, 

[y2 + xy = 10;

Jx 2+ y 2 =10,
\(x  -  y)(x + y) = 8; d)

i je2 + y 2 = 25,
jx2 -  y 2 =5.

> 529. a)
*2+^2 =41, 
xy = 20;

c)

b)
X2 + z 2 = 34, 
xz = 15;

d)
IX2 -  2 = xy,
[y2+l = xy;

530. Diophantosz feladata. Oldjátok meg az egyenletrendszereket:

X + y  = 5 xy, 
X -  y = xy.

a)
X + y = 10,
X2 + y 2 = 68; b)

X  + y = 20, 
X 2 -  y 2 = 80!
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P 531. Palermoi Janos feladata. Oldjatok meg az egyenletrendszereket

532. Leonardo Fibonacci fe ladata . O ldjatok meg az 
letrendszereket:

f B szint

533. Abrazoljatok a fiiggvenygorbeket:
a) y2 -  x = 1; b)x2+y2 = 9;
c) (x -  l)2 + (y + 3)2 = 1; d) x2 + y 2 -  2x -  3;
e)jc2- ^ 2 = 0; f)x2+ \+ y 2- 2 y  = (
Tekinthetok-e ftiggvenygorbeknek a grafikonok?

Oldjatok meg grafikusan az egyenletrendszereket (534-536)!
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Jx — 2y = 0,
C) [5xy + y 2 =44;

539. a) \x y -x -
[xy + x - y  = 13;

\4x -  y  = 13,’
d) L  2 •[2x -  xy = 21.

+ ^ + xy = 5, 
J [x + y -  xy = 4;

c)
£ + y _  34
y x 15 ’ 

x2+y2 = 34;
d)

— + — = 5,2,
y  x

x 2- y 2= 24.

b) K  + V  = 13,1x -t- j y  = i j , 

2x2 + y2 =6;

d)

x [x2 + 2y2 = 3,
54°- a> L  2‘ ~lx + y 2 = 2;

Jx2-x y  = 0,
C jU 27 - 4 ^  = 0;

Oldjatok meg a hires matematikusok munkaibol ismert egyenletrend- 
szereket (541-542)!

541. Al-Horezmi Algebra cimii miivebol (IX. sz.):

x" + y 2 =13, 
xy = 6.

a)
x + y  = 10, 

= 4xy;.2 _ b)
x + y  = 10,

-  +  -  =  2 -
x y  6

» 542.

1 [x y 6

Leonardo Fibonacci Az abakusz konyve cimii miivebol (1202):

fx + y = 12, x + y = 10,
*y_ _  4 i . b) V,a)

x  -  y  2 ’

Oldjatok meg az egyenletrendszereket (543-

x2 -  y 2 = 24,
543. a) ] x y _ 26. b)x y  _  26 . 

y x 5

^ + io i=  + ia 
U  A* ‘
•545)!

x2 + y 2 =13,
x _ y  _ 5.

=  122

y  x 6 ’

d

UJ 
| to
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c)

Jy2 + x2 -  3xy = 4, 
}y2 -  x2 + 4x = 4;

d> ■
)y2 - 4 x 2 -4 x  = 1, 
|4x2 + y 2 + 3xy = 1.

\x2+ y  = 2,
W *  = 2; b) .

[x2 + 2y2 = 6, 
[y2 + 4x = 9;

|Vx + 7y = 3,

d ) l

[Vx + ^y = 5,

[V ^ = 6.

Jx2 + y 2 = 90, 
jx(x -  3y) = 0; b ) l

(x + y)(x -  y) = 0, 
x2 + y2 = 64;

ix2y 2 + xy = 72, 
[x + y = 6; d ) l

(x + y)2 -  4(x + y) = 45, 
(x -  y)2 -  2(x + y) = 7.

Oldjätok meg a vältozö helyettesitesenek mödszerevel az egyenletrend- 
szereket (546-548)!

546. a) \X *  + y) + 2*y = - l9 ,
[x + y  + 3xy = -35;

\xy + x + y  = 11, 
b) \x 2y  + = 30;

ix3 + y 3 = 28, 
\x  + y  = 4 d)

\x3y 3 = -8,
\x 3 + y 3 = -7.

547.
2xy -  3 -  = 15,

y
xv + -  = 15;

y
b)

I  +  i  _  5
x y  4 ’

x2+y2=17;

d)
— + — =
x v 3
x2 + y 2 = 160.

» 548. jx 2 + y 2 — xy = 12, 
 ̂ [x3+ y 3 = 72;

jx 2 + xy + y 2 = 109, 
jx3 -  y3 =218;



549. Határozzátok meg aza ésa b számot, ha:

a) 3a + 4b = 8ab = 8;

b) a2 -  0,5b = a -  b=  1 ;

c) a2 + ab -  5 = b2 + ab = 10;

d) a2 + b2 -  6b = 2a + b = 0;

e) a2 + b -  2a = a + b = -1 ;

f )  3(a-2)(¿>+ \ )  =  a - b  = 3\

> 550. Határozzátok meg az egyenes és a körvonal metszéspontjai közötti 
távolságot, ha az egyenletük x - y  = 7 és x2 + y2 = 169!

551. Határozzátok meg két körvonal metszéspontjainak egymástól való 
távolságát, ha az egyenleteik x2 + y 2 = 25 és (x -  4)2 + (y -  4)2 = 1 !

«=► Ismétlo gyakorlatok

552. A fény sebessége 3 • 105 km/s. Mekkora távolságot tesz meg a 
fény: a) 5 s; b) 1 óra; c) 1 év alatt?

553. Határozzátok meg a törtek ôsszegét és szorzatát:

V 1 , 1
a' 2x2 + 5x -  3 eS 2x2 -  Ix + 3 ’

M 2 , 1 ,
6a2 -  13a + 6 eS 3a2 -  1 lo + 6 ’

554. Egyszerüsítsétek a törteket:

a)
2a2 -5 a + 2 _ 
3o2 -  3,5a + 1 ’

x2 - 3
x2 -  2yßx + 3 ’ C)

c2 + V 5c-10  , 
c2 -3V5C + 10 *
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14.§. FELADATOK MEGOLDÁSA EGYEN-
LETRENDSZEREK FELÁLLÍTÁSÁVAL

A feladat -  valamely feltétel teljesítése vagy az ezzel egyenértékü 
kérdés megválaszolása. Az algebrafeladatok megoldása leggyakrabban 
valamilyen számítás, bizonyítás, átalakítás, megvizsgálás elvégzését jelenti. 
Amikor a feladat megoldásához modellként algebrai kifejezéseket, 
egyenleteket, egyenlotlenségeket, egyenletrendszereket alkalmaznak, akkor 
algebrai módszerekrol van szó.

A 7. osztályban megtanultátok, hogyan oldhatók meg feladatok lineáris 
egyenletrendszerek felállításával. Hasonló módszerrel oldják meg a 
másodfokú kétismeretlenes egyenletrendszerré alakítható feladatokat is.

1. feladat. Határozzátok meg a téglalap oldalainak a hosszát, tudva, 
hogy az átlója 10 cm, a kerülete pedig ennél 18 cm-rel hosszabb.

S  M e g o ld á s .  Jelöljük meg a téglalap keresett b 
oldalait x és y  betükkel (104. ábra.). Atlójának 
négyzete ebben az esetben x2 + y2, félkerülete pedig 
jc +y. Mivel az átló 10 cm, ezért a kerület 28 cm, így 
a következö egyenletrendszert állíthatjuk fel: *

\x2+y2 = 100,
\x+ y  = 14.

A megoldás folyamata a következö: . A
y=  1 4 -x é s x 2 + (1 4 -x )2 = 100, 104. ábra
x2 + 196 -  28x + x2 = 100,
x2 -  14x + 48 = 0.
Az utóbbi egyenlet gyökei: x ] = S;x2 = 6.
Ha x = 8, akkorp = 6; ha x = 6, akkorp = 8.
F e 1 e 1 e t. 8 cm és 6 cm.

2. feladat. Az egyik kerékpáros haladási sebessége 2 km/h-val nagyobb, 
mint a másiké, ezért a 28 km-es távot 20 perccel hamarabb teszi meg, 
mint a társa. Határozzátok meg mindkét kerékpáros sebességét!

J  M e g o ld á s .  Legyen a kerékpárosok (kilométer per órában mért) 
haladási sebessége u és v. Az elsö kerékpáros sebessége 2-vel nagyobb, 
ezért a következö egyenletet állíthatjuk fel: w -  v = 2.
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28 , • 28Mivel a 28 km-es távot az elsô biciklis — , míg a másik — óra alatt

teszi meg, mikôzben az elsó haladási ideje 20 perccel, azaz |  órával 
rôvidebb, így eljutunk a második egyenlet felállításához:

V  -  “  = \  vagy 84(m -  v) = uv .
Oldjuk meg az egyenletrendszert:

\ u - v  = 2, \u — v — 2,
[84(m- v )  = uv [168 = uv,

ahonnan u(u -  2) = 168, m 2 -  2 m  -  168 = 0.
A kapott másodfokú egyenlet gyôkei: m , = 14, u, = -12. A -12 nem 

elégiti ki a feladat feltételét. Vagyis m  = 14, s igy l? = 14 -  2 = 12.
F e 1 e 1 e t: 14 km/h és 12 km/h.

^  A paraméteres feladatok megoldásánál a feleletet változós 
^  k ife jezések a lak jàban kapjuk. Az ilyen fe lada t te ljes  

megoldásához elemzéssel juthatunk el: meg kell jelôlni, hogy a 
feladatnak a paraméterek mely értéke mellett van megoldása és hány.

Feladat. A kikótóból egyidejüleg két hajé futott ki: az egyik délnek, a 
másik nyugatnak vette az irányt. A kózóttük lévó távolság 2 óra elteltével 
60 km volt. Határozzátok meg a hajôk sebességét, ha az elsô hajó a 
km/h-val nagyobb sebességgel haladt, mint a második!

M e g o l d á s .  Legyen a hajók haladási sebessége rendre 
jc km/h és y km/h. 2 óra alatt egymàsra 
m erô leges irânyban rendre 2x és p
2y  km -t te ttek  meg (105. ábra).
Pithagorasz tétele szerint 4.x2 + 4y2 = 602

x = y + a. Ezt az értéket az elsô egyenletbe behelyettesitve a 
kôvetkezôket kapjuk:

(y + a)2 + y2 = 900, 2y2 + 2ay + a2 -  900 = 0.

vagy x2 + y2 = 900. Ezenkivül x - y  = a. A 
kôvetkezô egyenletrendszert kapjuk:

60

105. ábra

A m egoldása során a m ásodik 
egyen le tbó l m eghatározzuk:
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Megoldjuk az y-ra vonatkozöan az utöbbi mâsodfokü egyenletet:

_  -  a ± V1800 -  a2 
y  2

Mivel a feladat feltetelenek megfelelöen az a es y  pozitiv, csak egy 
eset lehetseges:

y _  yT m O -a z -  a

Ekkor teljesülniük keli a következö felteteleknek:

a > 0,
-30V2 < a < 30V2, 

-30  < a <30.

a > 0,
1800 — öt2 >0, vagy
^1800 -  a2 > a 

Vagyis a feladatot csak a zy vâltozö egy erteke elegiti ki: 

y -  0,5( yj\S00 -  a2 + a), ha 0 < a < 30.

Ebben az esetben jt = y + a = 0,5 ( ^1800 -  a2 + a).
F e I e I e t. Ha 0 < a < 30, akkor a feladatnak egyetlen megoldâsa

van: 0,5 (^1800 -  a2 + a) km/h es 0,5 (^1800 -  a2 -  a) km/h. 
Ha a < 0 vagy a > 30, akkor a feladatnak nincs megoldâsa.

^  Ellenörizzetek magatokat!

Hogyan fogalmazhato meg a feladat?
Milyen feladatok fordulnak elö?
Âllitsatok össze különbözö modelleket a következö feladat 
megoldâsâhoz: ,J~latârozzâtok meg azt a ket szâmot, amelyek összege 
15, a szorzata pedig 56!”

( 2  Oldjuk meg együtt!

1. feladat. Hatârozzâtok meg azt a ketjegyü szâmot, amely 4-szer 
nagyobb, mint szâmjegyeinek az összege es 3-szor nagyobb, mint a 
szorzatuk!

S  M e g o ld â s .  Jelöljükatizeseketesegyeseketxesybetükkel. Ekkor 
a keresett szâm: 10x + y. Mivel ez 4-szer nagyobb, mint a szâmjegyek 
összege, ezert 1 O* + y  = 4(x + y), ahonnan 6x = 3y  vagy 2x = y.
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A 10x + y  szám háromszor nagyobb a számjegyek szorzatánál, ezért 
lOx + y  = 3xy. Megoldjuk az egyenletrendszert:

\2x = y,
[ 1 Ox + = 3xy.

Behelyettesítjük az^-t a második egyenletbe:
1 Ox + 2x = 3x * 2x, \2x = 6x2, ahonnan x = 0 vagy x = 2.
A kétjegyü szám elsö számjegye nem 0. Ezért x = 2, és így y  = 2x = 4.
E l le n o r z é s .  24 = 4(2 + 4) és 24 = 3 • 2 • 4.
Megjegyzés. Mivel itt x és y  természetes számok, s megtudva, hogy 

y  = 2x, tovább nem kell folytatni a rendszer megoldását, hanem ki kell 
próbálni a 12, 24, 36, és 48 számokat. Közülük a feladatot csak a 24-es 
szám elégíti ki.

F e 1 e 1 e t. A 24-es szám.
2. feladat. A szabályos háromszognek és a szabályos hatszögnek 

egyenlö a kerülete, míg területük összege V3 m2. Határozzátok meg a 
sokszögek oldalainak hosszát!

J  M e g o ld á s .  Legyen a háromszog és a hatszög keresett oldalax és 
y  (106. ábra). Mivel az alakzatok kerületei egyenlök, ezért 3x = 6y, 
ahonnan x = 2y.

/  \

\

\  /  \

106. ábra

2/3
Az x oldalú szabályos háromszog területe -■. Mivel a szabályos

y2 VIhatszög haty oldalú szabályos háromszogbol áll, ezért a területe 6 • —— 

A következö egyenletrendszert kapjuk:



555. Állítsatok össze feladatokat, amelyek matematikai modelljei a 
következö egyenletrendszerek lehetnek:

a)
|x  + y  = 5, \ x - y  = 3, 1
\xy = 6; b) \xy = 40; o |

x + y = 1, 
x2+ y 2'=25.

A szint J  _______ __________________________

Ş> 556. Határozzatok meg két olyan számot, amelyeknek az összege 21, a 
szorzata pedig 90!

557. Határozzatok meg két olyan számot, amelyeknek a külonbsége 1,1, 
a szorzata pedig 0,6!

558. Határozzatok meg két olyan számot, amelyeknek az összege 31, 
négyzeteik összege pedig 625!

559. Két szám mértani kozéparányosa 3. Határozzátok meg ezeket a 
számokat, ha egyikük 9,1-del nagyobb a másiknál!

560. A derékszôgü háromszog kerülete 90 cm, míg az átfogója 41 cm. 
Határozzátok meg a befogóit!

561. Határozzatok meg két számot, tudva, hogy:
a) a külônbségük 2, négyzeteik külonbsége pedig 88;
b) a félôsszegük 9,5, négyzeteik összege pedig 185;
e) az összegük 20, szorzatuk pedig 84!

562. Határozzátok meg a derékszôgü háromszog befogóit, amelynek:
a) az átfogója 13 dm, a területe pedig 30 dm:;
b) a kerülete 30 cm, befogóik összege pedig 17 cm;
c) az átfogója 17 cm, a kerülete 40 cm!
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Ş> 563. Határozzátok meg annak a téglalapnak az oldalait, amelyiknek az 
átlója 10 m, a területe 48 m2!

564. Határozzátok meg annak a derékszôgü háromszognek a befogóit, 
ha ezek egyike 2 cm-rel, a másika pedig 25 cm-rel kisebb az 
átfogójánál!

565. A keret belsö és külso kontúrja -  négyzetek. Ezek egyikének oldala 
a másik átlójával egyenlö (107. ábra). Határozzátok meg a négyzetek 
oldalait, ha a keret területe 32 cm2!

566. Határozzátok meg a kör belsö és külsö sugarát, ha a külónbségük 
5 cm, a kör területe pedig 12571 cm2 (108. ábra)!

107. ábra

567. Határozzátok meg a derékszôgü paralelepipedon éleinek hosszát, ha 
ezek egyikének hossza a paralelepipedon felszínének a területe és 
térfogata rendre 8 cm, 158 cm2 és 120 cm3!

568. Két kombâjnkezelö egyike 24 órával hamarabb aratjá le egy 
területröl a búzát, mint a másik. Ha a kombâjnkezelôk együtt 
dolgoznak, akkor 35 óra alatt fejezik be az aratást. Mennyi ido 
alatt tudja a két kombâjnkezelö külön-külön learatni a búzát?

^ 569. Lucas Pacciolo feladata. Két szàm négyzeteinek az ôsszege 20, a 
szorzata 8. Határozzátok meg a szâmokat!

570. A kôzônséges (tovább már nem egyszerüsithetö) tört 
számlálója 3-mal kisebb a nevezojénél, de ha mindkét tagjához 
hozzáadunk 10-et, akkor a tört értéke kétszeresére nö. Melyik ez 
a tört?
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B szint

P 571. Egy automata gép egyforma munkadarabokat készit. Ha percenként 
egy darabbal tôbbet âllitana elô, akkor 720 munkadarabot 1 ôrâval 
hamarabb gyârtana le. Hâny munkadarabot termel az automata egy 
ôra alatt?

572. Az üzemnek megrendelésre 150 személygépkocsit kellett volna 
legyârtania néhâny nap alatt. De a betervezett mennyiségnél naponta 
két auto val tôbbet gyârtva a hatâridô lejârta elôtt két nappai nem 
csak a megrendelést teljesitette teljes egészében, hanem 6 gépkocsit 
pôtlôlagosan is legyârtott. Hâny nap alatt kellett volna teljesitenie 
az üzemnek a megrendelést?

573. A gyâmak néhâny nap alatt kellett egy szâllitmâny munkapadot 
elkészitenie. A napi feladatot 9 munkapaddal tulteljesitve, a hatâridô 
lejârta elôtt 3 nappai 588 munkapadot gyârtott le, ami a megrendelés 
98%-a. Hâny munkapadot készitett naponta a gyâr?

^ 574. A favâgô brigâdnak néhâny nap alatt 216m3 fât kellett készleteznie. 
Az elsô hârom nap alatt a brigâd az ütemtervnek megfelelôen 
dolgozott, majd ezt kôvetôen napi 8 m3-rel tôbb fât vâgott ki a 
tervezettnél, ezért a hatâridô lejârta elôtt egy nappai 232 m3 
mennyiséggel készült el. Hâny kôbméter fât vâgott ki naponta a 
brigâd?

575* Az egyik csôvôn keresztül 36 perccel hamarabb megtôlthetô vizzel 
a medence, mint a mâsikon. Ha a medence felét az egyik csôbôl 
tôltik meg, a mâsik felét pedig a mâsodikbôl, akkor a medence egy 
fél ôrâval késôbb tôltôdik fel, mintha mindkét csôbôl egyszerre 
tôrténne a feltôltés. Hâny perc alatt tôltenék meg a medencét a csôvek 
külôn-külôn?

576. Feladat a francia kadétiskolâk Matematika tankônyvébol (1813). 
A derékszôgü hâromszôg oldalainak ôsszege 156 m, a területe 
1014 m2. Hatârozzâtok meg a hâromszôg oldalait!

^ 577. A vonatnak 4 ôra alatt kellett volna megtennie az A és a B âllomâs 
kôzôtti tâvolsâgot. Az A âllomâstôl 150 km-re azonban 20 percre 
feltartottâk. Hogy a menetrendnek megfelelô idôben érhessen B 
âllomâsra, a vonat a hâtralévô ütszakaszt korâbbi sebességénél 
15 km/h-val gyorsabban tette meg. Hatârozzâtok meg az A és B 
kôzôtti tâvolsâgot!
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^ 578. A motorkerékpâros 5 ôra alatt ért a falubôl a vârosba. Visszafelé a 
faluba az elsô 36 km-t ugyanolyan scbességgel tette meg, a tâv 
fennmaradô, nagyobb részét ennél 3 km/h-val nagyobb haladâsi 
sebességgel. Ezért a visszaüton a motoros 15 perccel kevesebbet 
tôltôtt. Milyen sebességgel haladt a motoros a vârosba?

^ 579. Az A és B település kôzôtti üt emelkedôbôl és lejtôbôl ail. A 
kerékpâros, aki a lejtôn 6 km/h-val nagyobb sebességgel haladt, mint 
az emelkedôn, az A és B kôzôtti tâvot 2 ôra 40 perc alatt, a B és A 
kôzôtti tâvolsâgot 20 perccel gyorsabban teszi meg. Hatârozzâtok 
meg a kerékpâros sebességét az emelkedôn és a lejtôn, az emelkedô 
hosszât A-tôl B-ig, ha a tâvolsâg A-tôl B-ig 36 km!

580. A hajô 9 ôra alatt 100 km-t tesz meg a vizfolyâssal azonos irânyban 
és 64 km-t a vizfolyâssal szemben. Egy mâsik alkalommal a hajô a 
vizfolyâs irânyâban 80 km-t és azzal szemben is 80 km-t tett meg. 
Hatârozzâtok meg a hajô sebességét âllôvizben és a vizfolyâs 
sebességét!

^ 581. Az egyik repülôgép sebessége 100 km/h-val nagyobb, mint a mâsiké. 
Ezért az elsô a 980 km tâvolsâgot 0,4 ôrâval hosszabb idô alatt teszi 
meg, mint a mâsik a 600 km-es tâvot. Hatârozzâtok meg a 
repülôgépek sebességét!

582. Az A kikôtôbôl a komp a vizfolyâs irânyâban induit el. A hajô 
3 ôrâval késôbb induit ki azA kikôtôtôl 60 km-re lévô B kikôtôbôl, 
és a komppal valô talâlkozâs utân 1 ôrâval futott be A kikôtôbe. 
Hatârozzâtok meg a vizfolyâs sebességét, ha a hajô âllôvizben 
24 km/h sebességgel halad!

^ 583. A falubôl egy kerékpâros elindult a 20 km-re lévô vârosba, majd ôt 
15 perc mülva egy mâsik kerékpâros kôvette. Az elsô kerékpârost 
utolérve visszafordult, és 45 perccel hamarabb tért vissza a faluba, 
mint ahogy az elsô kerékpâros megérkezett a vârosba. Hatârozzâtok 
meg az elsô kerékpâros sebességét, ha a mâsodik 15 km/h sebességgel 
haladt!

584. Az A helységbôl egyszerre és egy irânyban két kerékpâros induit 
ütnak rendre 18 km/h és 24 km/ sebességgel. Egy ôrâval késôbb egy 
auto induit a nyomukban, amely az elsô kerékpâros utân a mâsodikat 
10 perc mülva érte be. Hatârozzâtok meg az auto sebességét!
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585. Az egymâstôl 90 km-re lévô A pontbôl B pontba 12 km/h sebességgel 
induit el egy kerékpâros. Fél ôra mülva az A pontbôl B pontba elindult 
egy 15 km/h sebességgel haladô mâsik kerékpâros. Ezzel egyidejüleg 
a Æ-bôl az A pontba egy motorkerékpâros induit ütnak, aki elôszôr 
az elsô kerékpârossal, majd 2 perc mülva a mâsodikkal talâlkozott. 
Hatârozzâtok meg a motorkerékpâros sebességét!

«=► Ismétlô gyakorlatok

586. Egymâsra merôleges két ütvonalon egy kerékpâros és egy

motorkerékpâros induit el a keresztezôdés irânyâban  ̂ km/perc és

1 km/perc sebességgel. Valamely idôpontban a kerékpâros 8 km 
tâvolsâgra volt a keresztezôdéstôl, a motorkerékpâros pedig 
15 km-re. Ettôl az idôponttôl szâmitva hâny perc mülva lesz 5 km a 
kôzôttük lévô tâvolsâg?

587. Bizonyitsâtok be, hogy a vâltozô bârmely értéke mellett a kifejezés 
csak nemnegativ értékeket vesz fel:

3 a - 3 c  2 a ~ 2 c  ( a - c f

592. Az asztalon egy sorban négy alakzat fekszik: hâromszôg, kôr, hatszôg 
és rombusz. Ezek külônbôzô szinüre vannak festve: vôrôsre, kékre, 
sârgâra és zôldre. Ismeretes, hogy a sârga alakzattôl balra a rombusz 
fekszik, a kôr a hâromszôgtôl és rombusztôl jobbra, a vôrôs alakzat 
pedig a kék és a sârga kôzôtt helyezkedik el, a hâromszôg nem a 
szélen talâlhatô, a kék és a sârga alakzat nem egymâs mellett vannak. 
Hatârozzâtok meg, milyen sorrendben helyezkednek el az alakzatok, 
és milyen a szinük!

a) 9jc2+ 12jc + 4; b) 0,01/ - y 2 + 25!

Bizonyitsâtok be az azonossâgot (588-589)!

588. 4a4 + 1 = (2a2 - 2 a + \ )  (2a2 + 2a+\).

589. a4 + a2 + 1 = (a2 -  a + 1 ) (a2 + a + 1 ). 

Egyszerüsitsétek a kifejezéseket (590-591)!

5 9 |  aH f2c _  3c — a  +  a  — c



OLDJÁTOK MEG ONÁLLÓAN A FELADATOKAT!

I.  v á l t o z a t

Io. Rajzoljátok meg a függvénygôrbéket: a)y  = -x2; b)y = 2 + Jx  !
2o. Oldjátok meg az x2 -  2x < 0 egyenlôtlenséget!
3*. A téglalap területe 180 cm2, a kerülete 54 cm. Határozzátok 

meg a téglalap oldalainak hosszát!
4*. Rajzoljátok meg az y -  x2 -  2x -  3 függvény gôrbéjét és 

elemezzétek azt!

II. V á 11 o za t

Io. Rajzoljátok meg a függvénygôrbéket: a) y  = -  Jx ;b) y  = x2 -  4\
2o. Oldjátok meg a 2x -  x2 > 0 egyenlôtlenséget!
3*. A derékszógü háromszóg átfogója 61 cm. Határozzátok meg a 

háromszog befogóit, ha a területe 330 cm2!
4*. Rajzoljátok meg az y  = x2 + 2x -  3 függvény gôrbéjét és 

elemezzétek azt!

III. v á l t o z a t

I o. Rajzoljátok meg a függvénygôrbéket: a) y  = x-1; b) y  = x2 + 2!

2o. Oldjátok meg az x2 + 3x < 0 egyenlôtlenséget!
3*. Két négyzet területeinek összege 65 m2, kerületeik összege pedig 

44 m. Határozzátok meg a négyzetek oldalait!
4*. Rajzoljátok meg az y  = 4x -  x2 függvény gôrbéjét és elemezzé

tek azt!

1V. V á 11 o z a t

Io. Rajzoljátok meg a függvénygôrbéket: a)y  = -x3; b)y = 4 -  x2! 
2o. Oldjátok meg az x2 -  4x > 0 egyenlôtlenséget!
3*. A téglalap területe 120 cm2, kerülete pedig 46 cm. Határozzátok 

meg a téglalap oldalait és átlóját!
4*. Rajzoljátok meg az y  = x2 -  5x + 4 függvény gôrbéjét és 

elemezzétek azt!
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fm A FEJEZET TARTALMÁNAK ÖSSZEFOGLALÂSA W

Függvénynek nevezzük azt a hozzárendelést, amely valamely 
D halmaz minden x változójához csakis egy y  változót rendel hozzá.
A D halmazt a függvény értelmezési tartományának, az y  összes 
értékének halmazát, amelyeket a függvény felvehet, a függvény 
értékkészletének nevezzük. Hay az x fiiggvénye, akkor ennek jelólése:
y  = Á *)-

Az y  = ax2 + bx + c másodfokú függvény.
Az y  = ax2 + bx + c, y  = ax2 + bx és az y - a x 2 egymást párhuzamos 

eltolással helyettesíthetó egyforma parabolák.
A függvény zérushelyei a független változó azon értékei, amelyek 

mellett a függvény értéke nulla.
Az y  = ß x )  függvényt párosnak nevezzük, ha értelmezési 

tartománya szimmetrikus a nullához viszonyítva és &z ß -x )  = fix) 
értelmezési tartományából vett minden értékére nézve.

I Az y  = ß x )  függvényt páraílannak nevezzük, ha értelmezési 
tartománya szimmetrikus a nullához viszonyítva és azß -x)  = -ßx)  ¡ 
értelmezési tartományából vett minden értékére nézve.
Léteznek olyan íüggvények, amelyek se nem párosak és se nem 

páratlanok.
A függvényt valamely intervallumon növekvönek (csökkenönek) 

nevezzük, ha az ezen intervallumhoz tartozó független változó minden 
nagyobb értékének a függvény nagyobb (kisebb) értéke felel meg.

Másodfokú egyenlótlenségnek nevezzük az ax2+bx + c * 0 kifejezést, 
ahol a, b, c adott számok, az x változó, a * pedig a <, >, <, > relációs 
jelek valamelyike. Az ilyen egyenlótlenség megoldásánál célszerü 
figyelembe venni az y  = ax2 + bx + c függvény górbéjének az 
x- tengelyhez viszonyított elhelyezkedését.

Kétváltozós másodfokú egyenletrendszernek nevezzük azt a 
rendszert, amelynek egyik egyenlete kétváltozós másodfokú, a másik 
pedig ugyanezeket a változókat tartalmazó másod- vagy elsófokú 
egyenlet.

Az ilyen rendszerek megoldásának fóbb módszerei: behelyettesítés, 
egyenló együtthatók módszere és grafikus módszer.
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A függvény a modem matematika egyik legfontosabb fogalma. 
A fejlesztése és gazdagítása hosszú ideig tartott. A négyzet- és 
kobtáblázatok számításával már négyezer évvel ezelött foglalkoztak 
a babiloni tudósok. Ez pedig nem más, mint ftiggvények megadása 
táblázattal. Archimédesz meghatározta a 
kör területe, a gömb felülete és a sugaruk 
közötti ôsszefiiggést. Az S = n r  és az 
S = 4 n r  egyenlôségeket ftiggvények 
adják meg. Descartes a különbözö 
ftiggvények grafikus ábrázolásához 
koordináta-rendszert használt. A f 
üggvény szakkifejezést elöször Leibniz 
német matematikus (1646-1716) 
vezette be. A ftiggvények általános 
megjelôlésére alkalmazott f(x) és y  = J{x) 
jelôléseket Euler svájei matematikus 
rendszeresitette 1734-ben.

A függvény szô bevezetését követöen a megfelelö fogalom 
jelentös változáson ment àt. Leibniz függvényeknek olyan szakasz- 
hosszakat nevezett, amelyek más szakaszok hosszváltozásaitól 
függöen vàltoztak.

Euler a változóból és számokból álló kifejezést nevezte 
függvénynek. Példâul a 3jc + 5 az x függvénye, mivel a kifejezés 
értéke azx értékeitôl függ. Bolzano cseh matematikus ( 1781-1848) 
még jobban bövitette a ftiggvény fogalmât, ö a függvényen ugyanis 
egy mennyiségnek valamely más mennyiségtol való bármilyen 
függését értette. Késôbb a matematikusok tôbbsége fuggvényen 
függö változó mennyiséget, mások számhalmazok közötti 
megfeleltetést vagy tetszöleges halmazok közötti arányokat értettek.

A függvény legkorszerübb meghatározását a XX. szàzadban az 
N. Bourbaki álnéven publikáló matematikusok csoportja javasolta: 
„A függvény -  olyan v i s z o n y ,  amely mellett az indulási

Leonard Euler 
(1707-1783)



tártomány minden egyes elemének az érkezési tartomány pontosan 
egy eleme felel meg.” A fíiggvény indulási tartományán (értelmezési 
tartomány) és megérkezési tartományán (értékkészletének) nem csak 
számhalniazokat, hanem bármilyen halmazt értenek.

Láthatjuk, hogy a fíiggvény szóval a különbözö korokban hol 
szakaszhosszat, hol változós kifejezést, hol változó mennyiséget, 
hol pedig mennyiségek közötti függést, mennyiségek értékei közötti 
megfelelést, két halmaz elemei közötti viszonyt jelolték.

Az általános iskola osztályaiban csak a fíiggvények legfontosabb 
és legegyszerübb példáit vizsgálják. Késobb megismerkedtek a 
fíiggvények egyéb kategóriáival: a hatványkitevos, logaritmus és 
trigonometrikus függvényekkel. A tudósok kutatják a két-, három- 
és tobbváltozós fíiggvényeket.

A parabola, hipérbola kifejezéseket Apollóniusz ókori görög 
matematikus (i. e. III. sz.) vezette be. Ezeket a gorbéket ö kúpfelület 
és sík metszésvonalának (kupszeletek) tekintette.

A modem matematikában sokféle fíiggvénytípust vizsgálnak. 
Ezeket részletesen a matematika különbözö ágazatai kutatják, köztük 
a matematikai analízis és a függvényelmélet. Ezeken a 
tudományterületeken olyan ukrán tudósok is tevékenykedtek, mint 
M. V. Osztrogradszkij, M. P. Kravcsuk, Sz. N. Bemstein, J. J. Remez 
és mások.

m



a) y  = Jx + \\  b)v = 2 x ‘; c ) y  = -x 2;
2. Melyik páros az alábbi függvények közül:

a ) y = J x ;  b)y = 2x- c)y = 3x2-,
3. Melyik fíiggvény növekvö a (0; °o) intervallumon:

a)y = S x ;  b)y  = 2 - x 2; c)>; = 3x“1;
4. Hány zérushelye van az y  = jc(jc2 + 2)(jc + 4) fïiggvénynek:

a) egy; b) kettö; c) három; d) négy?
5. Melyik parabola az alábbi függvénygôrbék közül:

a)^  = j r 2; b)>; = x - 3 x 2; c)y  = 2x; d )y =  Jx?
6. Melyik az jc2 + 2x + 3 > 2 egyenlôtlenség megoldása a következö 

intervallumok közül:
a) (-°o; -3); b) (-«»;-l) U (-1; - ) ;  c) (1; 2); d) R?

7. Melyik fíiggvénygorbe szimmetrikus a (0; 0) ponthoz viszonyitva:

a) y  = jc-2; b) y  = 3x2; c) y  = 2 jc; d) y  = yfx ?

\y = x 2+ 4,
8. Az alábbiak közül melyik pont az |4Y + v _ q egyenletrendszer 

megoldása:
a) (-8 ;-2); b) (8; 2); c) (4; 2); d) (-2; 8)?

9. Melyik intervallum az y  = x2 -  2x -  1 függvény értelmezési 
tartománya:
a) H  -2); b) ( 1 ; oo); c) [ 1 ; 2); d) [-2; ~)?

10. Melyik alábbi pontban veszi fel azj> = 2 jc - jc2 függvény legnagyobb 
értékét:
a)x = 0; b) jc = 1 ; c)x  = 2; d )x = -22
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Típusfeladatok „ sz. dolgozathoz

3.

4. 

5-. 

6.

7 \

8‘ .

9“.

10*

Rajzoljátok meg az7 = 2 a  + 3 fuggvcny gôrbéjét! Határozzátok 
meg az értelmezési tartományát és az értékkészletét! Állapítsátok 
meg a ftiggvény zérushelyeit és a stabil elöjel intervallumát!
A íliggvény az/[A) = (2 a  + 3)2 képlettel van megadva. Határozzátok 
meg:
a°)/0 ); b )JH ); c)/3,5)!
Rajzoljátok meg és vizsgáljátok meg a fíiggvények tulajdonságait: 
a°) y  = - a2 + 1; b*)7 = (* + l )2 -  4!
Oldjátok meg az egyenlotlenségeket:
a°) (a + 5) (a -  3) > 0; b*) -5a2 + 3a + 2 < 0!
Rajzoljátok meg a függvénygorbéket:
a) 7  = a2 + 4a + 3; b)jy = |6a -  a2 -  5|!
Oldjátok meg grafikusan az egyenletrendszereket:

X2 + y  = 1, a2 + y 2 -  4 = 0,
a0) {a -  7 + 1 = 0; b'} [a2- 7  + 2 = 0!

Oldjátok meg az egyenletrendszereket:

Ía2 + y 2 = 17, 
a )  [3a  ~ 7  +  l =  0; b)

Ja2-  A7“ 3 = 0, 

[a2 -  A7  + 2 = 0!

Ha bizonyos kétjegyü számot elosztotok a számjegyeik osszegével, 
akkor hányadosként 8-at, maradékként 5-öt kaptok, s ha azt a 
számjegyek szorzatával osztjátok el, akkor hányadosként 10-et, 
maradékként 1 -et kaptok. Melyik ez a szám?
Oldjátok meg az egyenlôtlenséget:

a3 -  16xa) (a + 5)2(a -  3) (1+ a) > 0; b) a3 -  5x2 + 4a ’

Határozzátok meg, hogy a c mely értéke mellett lesz két valós 
gyöke a következö egyenletnek:

(c + 1)a 2 +  ( 3 c -  2 )a  — c = 0!



A m ate m a tik a  az an yag  
m ozgásának va lam ennyi 
fajtáját vizsgálhatja. »

orov“ ®  sA. /$  Kqlmo
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Alkalmazott matematikânak 
nevezzük a matematikânak azt

A fejezet fö temâi:

• matematikai modellezes;
az âgât, amely az emberi teve-
kenyseg soran felvetödö felada- * S2'âzalekszâmitâsok, 
tok megoldâsâval foglalkozik. • közelitö szâmitâsok;

L,bben a reszben az alkalma- • veletleri esemenyek es 
zott matematika legegyszerübb valöszinüsegek; 
es legfontosabb temâi kapnak

Matematikai mödszerekkel oldunk meg nemcsak szâmokkal, mertani 
alakzatokkal, egyenletekkel, függvenyekkel kapcsolatos elvont 
matematikai feladatokat, hanem sok mâs problemât is. Alkalmazott 
matematikai feladaiokröl beszelünk akkor is, ha azok nem matematikai 
fogalmakröl szölnak. Ezek megoldâsâhoz elöször a matematikai 
modelljüket keszitik el.

1. feladat. Hatârozzâtok meg a 67 cm szeles es 125 cm hosszü asztal 
felületet!

V  M e g o l d â s .  Az asztal felülete teglalap alakü. A teglalap területet 
ûgy szâmitjuk ki, hogy a szelesseget megszorozzuk a hosszâval. Tehât a 
keresett terület S=  125 • 67 = 8375 (cm2).

Felelet: S ~ 84 dm2.
Ez alkalmazott matematikai feladat, mert az asztal nem matematikai 

fogalom. A feladat megoldâsakor az asztal felületet teglalappal 
helyettesitettük.

2. feladat. Egy edenyben 10,5 kg 40 szâzalekos kensav talâlhatö. 
Mennyi 75 szâzalekos kensavat keli önteni hozzâ, hogy 50 szâzalekos 
oldatot kapjunk?

S  M e g o l d â s .  Eredetileg 0,4 • 10,5 kg tiszta kensavunk volt (109. 
âbra). Ha ehhez a mennyiseghez x kg 75 szâzalekos kensavoldatot öntünk, 
akkor a tiszta kensav tömege 0,75x kg-mal nö. Eredmenyül (10,5 + *) kg

statisztikai ismeretek.
J

MATEMATİKAİ MODELLEZES
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50 százalékos oldatot, vagyis 0,5(10,5 +*) kg tiszta kénsavat kapunk. A 
kovetkezó egyenlctet kapjuk:

0,4 • 10,5 + 0,75x = 0,5 • (10,5 + x). (*)
Az egyenlet gyóke: * = 4,2.
F e 1 e 1 e t: 4,2 kg.

10,5 X 10,5 + x

+ =

0,4 0,75 0,5

109. ábra

A 2. feladat megint alkalmazott matematikai jellegü, mert a kénsav 
ncm matematikai fogalom. A (*) jellel jelólt egyenlet az adott feladat 
matematikai modellje.

A modell speciálisan elkészített objektum, amely tükrózi az eredeti 
tárgy tulajdonságait (fr. modéle -  másolat, mintadarab). A repülógép, a 
hajó, a gépkocsi makettek mind fizikai modellek.

A matematikai modeü matematikai ósszefüggések rendszere, amely 
megkózelítóleg, elvont formában írja le a vizsgált objektumot, folyamatot 
vagy jelenséget.

A matematikai modelleket matematikai fogalmakból és osszefuggé- 
sekból -  mértani alakzatokból, számokból, kifejezésekból -  alkotják. 
Leggyakrabban függvények, egyenletek, egyenlótlenségek vagy ezek 
rendszerei képezik a matematikai modelleket.

A matematikai modell megépítését és alkalmazását konkrét feladatok 
megoldására matematikai modellezésnek nevezzük.

Az alkalmazott feladatokat három lépésben oldjuk meg:
1. elkészítjük a feladat matematikai modelljét;
2. megoldjuk a megfelelo matematikai feladatokat;
3. elemezzük a választ.
Ezeket a lépéseket a 110. ábra vázolja. A -  az adott alkalmazott feladat, 

B -  a feladat matematikai modellje, C -  a modell eredménye, D -  az 
adott alkalmazott feladatra adott választ. Az A és B kózótti lépés
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a modellezes folyamata, a megfelelö modeli felâllitâsâhoz nem 
elegendö csak a matematikai tudâs, hanem ismemi keli a gazdasâgnak 
azt az âgazatât is, ahol alkalmazni szeretnenk a feladatmegoldâst. Ha a 
modeli hibâs, akkor az eredmeny is helytelen lesz. Peldâul, ha a
2. feladatban nem 10,5 kg kensav van megadva, hanem 10,5 1. Ha a tanulö 
e feladat esetere is a (*) egyenletet âllitja fel, es eredmenykent 4,2 1 kap, 
akkor durva hibât követ el (miert?).

Nagyon fontos az utolsö lepes is: az eredmeny ertekelese. Az absztra- 
hâlt B feladat C eredmenye nem feltetlenül elegiti ki az adott A fela- 
datot, vagy csak reszben. A C eredmeny lehet a B feladat pontos ered
menye is, de az A feladatnak majdnem mindig csak közelitö felelete. 
Ezert azt a közelitö szâmitâsok szabâlyainak megfelelöen keli megadni 
(lâsd 175. old).

Megvizsgâlunk meg egy peldât.
3. feladat. Elegendö-e egymilliö liter viz üszöverseny megrendeze- 

sehez egy vizszintes fenekü, teglalap alakû, 100 m hosszü es 25 m 
szeles medenceben?

S  M e g o l d â s .  I. A feladat matematikai modelljenek megal- 
kotâsa. A vizszintes fenekü medenceben levö viz teglatest alakjât 
ölti, ami az adott feladat eseteben a valös objektum matematikai mo
del lje. A teglatest egyik ele a viz magassâgânak felel meg (a a kere- 
sett ertek), a többi el a medence hossza (b) es szelessege (<?).

II. Matematikai feladat megoldâsa. V = a • b • c az a, b, c meretü 
teglatest terfogata. A feladat felteteleinek megfelelöen:

b = 100 m, c = 25 m; V=1 000 000 1 = 1 000 000 dm3 = 1 000 m3.
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A következöt kapjuk: 1000 = a • 100-25, ahonnan a = = 0,4 (m).
I I I .  A felelet elemzése. Az úszóversenyhez túlságosan kevés a 0,4 m 

vízmélység. Vagyis 1 000 000 1 viz ebben az esetben nem elegendô a 
medencében az úszóverseny lebonyolításához.

F e l e l e t .  Nem elegendô.

¿U A mozgással kapcsolatos sok feladat megoldása szem- 
pontjából a legcélszerübb matematikai modellek a Descartes- 

féle koordinâta-rendszerben készitett grafikonok. A t abszcissza- 
tengelyen a mozgàsidôt jelölik, az s ordinâtatengelyen pedig a megtett 
távolságot. Az ido változásával a városok közötti távolság nem változik, 
ezt a tényt a párhuzamos egyenesek jelzik. Tekintsük az alábbi 
feladatot.

Feladat. A és B városból egyidejüleg egy-egy személygépkocsi 
induit el egymással szemben. Az elsô gépkocsi B városba 32 perccel 
a másikkal való találkozást követöen érkezett meg, míg a második 
auto A városba a találkozás után 50 perccel futott be. Indulásuk után 
hány perc múlva találkoztak?

J  M e a o l d á s .  Legyen AC  és BD a két gépkocsi mozgás- 
grafikonja (111. ábra). Ha a találkozásig mindketto.v percet volt uton, 
azaz AP = BK = x, akkor KC = 32, PD = 50.

t

111. ábra

Az A OPA w COK A  és a PODA w KOBA, ezért

AP _ OP _ PD
KC OK BK  • 

Tehát = — , ahonnanx = 40.

F e I e 1 e t: 40 perc.
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Ennek a feladatnak matematikai modelljei a 111. äbrän läthatö grafi- 
konrendszer es a z * :32 = 50:x egyenlet. Pröbäljatok mäs matematikai 
modelleket is elkesziteni!

Peldäul vegyetekfigyelembe, hogy AD || BC, mig az^C es BD ferde 
es az egyenesek közötti szögek tangensei a megfelelö objektumok 
mozgäsi sebessege.

Ellenörizzetek magatokat!

» 1. Mi a matematikai modelt?
* 2. Mondjatok peldäkat matematikai modellekre!
1 3. Mi a matematikai modellezes?
* 4. Milyen feladatokat nevezünk alkalm azott matematikai 

% feladatoknak?
* 5. Nevezzetek meg az alkalmazott matematikai feladatok megoldäsä-
* nak fö szakaszait!

y /  Oldjuk meg együtt!
1. Ket üzletben 580 kg alma van. Mennyi alma van az üzletekben külön- 

külön, ha az elsöben 60 kg-mal több van, mint a mäsodikban? Allitsatok 
össze negy különbözö matematikai modellt ennek a feladatnak a 
megoldäsähoz!

^ M e g o l d ä s .  Legyen az elsö üzletben x mennyisegü alma, s akkor 
a mäsodikban levö almäk mennyisege (x -  60)kg lesz, együttveve: 
(x + x -  60) kg. A következö egyenletet kapjuk: x  + x -  60 = 580, ahonnan 
2x = 640, x = 320, x -  60 = 260.

F e 1 e 1 e t. 320 kg es 260 kg.
Az jc+ jc- 60 = 580 egyenlet a vizsgält feladat egyik matematikai modellje. 

Mäs modellek is keszithetök, peldäul egyenlet alakjäban: y  +y + 60 = 580;

egyenletrendszer alakjäban < 

väzlat alakjäban (112. äbra):

x + y  = 580, 
x -  y  -  60;

i-
112. äbra

2. Ket kombäjnos 12 öra alatt arathatja le a büzät. Häny öra alatt 
arathatnäk le a kombäjnosok külön-külön a termest, ha ismeretes, hogy az 
elsö kombäjnos teljesitmenye 1,5-szer nagyobb, mint a mäsodike?
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S  M e g o 1 d â s. Ha az elsö kombâjnos az egesz termesi .r ora alatt 
aratja le, akkor a mâsodik 1,5 x ora alatt. Az elsö kombâjnos 1 ora alatt a

büzatermes ^ reszet, mig a mâsodik ^  reszet aratja le. Együtt 1 ora 

alatt a termes reszet tudjâk bctakaritani. Vagyis

i  + ii:  = ^ ’ahonnan i ( l+d )  = i2’

x = yy • 12, x = 20; 1,5 • 20 = 30.

F e 1 e 1 e t: 20 ora; 30 ora.

3. A lottösorsolâs lebonyolitâsâra forditott összeg 55 000 hrivnya. Egy 
lottöszelveny 1 hrivnyâba kerül. A lottöszelvenyek eladâsâböl szârmazö 
bevetel harmada a nyeremenyalapba kerül, a negyedet adökent fızetik be, 
a fennmaradö resz a lottöjâtekot szervezö ceg nyereseget kepezi. Mennyi 
volt a nyereseg, ha 180 000 szelvenyt adtak el? Hâny lottöszelvenyt keli 
eladni, hogy több mint 30 000 UAH (hrivnya) nyereseg kepzödjön? Milyen 
feltetelek mellett nem kepzödik nyereseg?

J  M e g o 1 d â s. I. Legyen S a lottöszelvenyek eladâsâböl szârmazö 

bevetel, P pedig a nyereseg. Ekkor 5 = |  + | +  / , + 55 000, es

P=  | f  -5 5  000.

II. 1. Ha S = 180 000 hrivnya, akkor P = -:>- 1̂ 000 -  55 000 = 
= 20 000 (hrivnya).

2. Ha P>  30 000, akkor yr -  50 000 > 30 000, es

S > 204 000 (hrivnya).

3. H a P < 0 ,  akkor yf -  55 000 < 0, es 5 <  132 000.

III. Mivel egy lottöszelveny 1 hrivnyâba kerül, ezert az 
eladott szelvenyekböl szârmazö penz (K) szâmszerüen a bevetellel egyenlö. 
Vagyis ha K > 204 000 darab, akkor a nyereseg meghaladja a 
30 000 hrivnyât, es ha K < 132 000 darab, akkor a cegnek nem lesz 
nyeresege.
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F e 1 e 1 e t. 20 000 hrivnya; tôbb mint 204 000 darabot; ha az eladott
szelvények mennyisége nem haladja meg a 132 000 darabot.

W  Oldjátok meg szóban!

593. Milyen matematikai fogalmakkal célszerü modellezni az ablaktáblát, 
ajtót, vódór alját, téglát, szárazelemet, jégkorongot, labdát?

594. Mondjatok példákat a szakasz, négyzet, háromszóg, parabola 
matematikai fogalmak anyagi modelljeire!

595. Mondjatok példákat a párhuzamosok, merólegesek, hasonlóságok 
matematikai ósszeftiggések anyagi modelljeire!

596. Mondjatok példákat olyan fizikai mennyiségek kozótti osszeñiggé-

sekre, amelyek az y  = m x,y=  ™ egyenlóséggel modellezhetók!
597. Allítsatok fel olyan alkalmazott matematikai feladatot, amelynek a 

matematikai modellje az:

598. Két polcon ósszesen 65 konyv található: az egyiken 3 kônywel tôbb, 
mint a másodikon. Hány konyv van a polcokon külôn-külôn? 
Matematikai modellnek tekinthetók-e az alábbiak:
a) jc + x -  3 = 65 egyenlet;
b) y + 3 + y  = 65 egyenlet;
c) z -  (65 -  z) = 3 egyenlet;

fx  + y = 65,
d) í T _ _ 3 egyenletrendszer;

e) a 113. ábrán látható diagram?

Oldjátok meg az 599. és 600. feladatokat szóban, grafikus modelljeik 
felhasználásával!
599. A motorkerékpáros 10 órakor induit el A városból B városba, 30 perc 

múlva B városból vele szemben egy autos induit útnak. Hány órakor

a) / = 2nr\ b) S = nr2; 
képlet!

c )S =  - 1  h

113. ábra
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találkoztak a jármüvek, ha az autos A városba 12 óra 30 pcrckor, a 
motorkerékpáros pcdig B városba 13 órakor futott be (114. ábra)?

600. Egy motorkerékpáros 10 órakor indult el A városból B városba, 
egy autos pedig 11 órakor startolt A városból B városba. Hány 
órakor érte be az autos a motorkerékpárost, ha 13 órakor ért 
B városba, míg a motorkerékpáros 14 órakor futott be ugyanoda 
(115. ábra)?

A szint

Allítsátok fel a 601-603. feladatok matematikai modelljét, és oldjátok meg
a feladatokat!
601. Határozzátok meg a 250 x 120 x 65 mm méretü tégla térfogatát!
602. Egy tehén 8 méter hosszú kótéllel van kikótve egy cóvekhez a mezón. 

Milyen területet legelhet le az állat?
603. Egy kerekes kúton a vódór felhúzásához 12-szer kell a tekerót 

megforgatni. Határozzátok meg, milyen mélyen van a kútban a víz, 
ha a kerekes henger átméróje 24 cm!

írjátok fel a 604. és 605. feladat matematikai modelljét! Feleljetek a
kérdésekre!
604. Az erdóben nyír, tolgy, lucfenyó és erdeifenyó no. A fák negyede 

lucfenyó, a harmada pedig nyír. A fák hányad részét teszi ki az 
erdeifenyó, ha a tólgyekre a lucfenyók harmada esik?

32> 605. A diák szombaton egy kónyv -  részét olvasta el, vasámap pedig a 
szombaton elolvasott rész felét. A konyv mekkora része maradt 
elolvasatlanul?

Allítsátok fel a 606-609. feladatok matematikai modelljeit egyenletek vagy
egyenletrendszerek alakjában, és oldjátok meg óket!
606. Egy apa 4-szer idósebb a fiánál, és 5 év elteltével csak 3-szor lesz 

idósebb nála. Hány éves jelenleg a fiú?
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607. Bézoutfeladata. A munkâssal azt kôzôlték, hogy minden ledolgozott 
nap után 24 sou-t fog kapni, de az ôsszegbol minden igazolatlan 
mulasztàsért 6 sou-t levonnak. 30 nap mùlva kiderült, hogy semmit 
nem fog kapni. Hány napot dolgozott a munkàs?

608. Az egyik szénraktárban 2-szer annyi szén van, mint a màsikban. Ha 
az egyik raktárba tovâbbi 80 tonna szenet szállítanának, mig a 
màsodikba 145 tonnât, akkor mindkét raktàrban egyenlo mennyiségü 
szén lenne. Hány tonna szén van az egyes raktàrakban?

609. Az egyik zsàkban 60 kg, a màsikban 80 kg cukor van. A második 
zsákból háromszor annyi cukrot vettek ki, mint az elsobôl. Ekkor az 
elsó zsàkban kétszer annyi cukor maradt, mint a másodikban. Hány 
kilogramm cukrot vettek ki a zsákokból külôn-külôn?

610. A kosárból kivették a tojások felét, majd a maradék felét, késobb 
ennek a maradéknak a felét, végül az utolsó maradék felét is 
kiszedték. Ennek eredményeként a kosárban 10 tojás maradt 
(116. ábra). Hány tojás volt a kosárban eredetileg?

10 darab

116. ábra

Készítsetek a 611-612. feladatok esetére a 610. feladatban alkalmazottal
analóg modellt! Feleljetek a kérdésekre!
611. Olga fánkot sütôtt és kettót azonnal megevett. A megmaradt fánkok 

felét a szüleinek, az ezután megmaradt fánkok felét pedig barátnóinek 
adta. Az így megmaradt három fánkot az occsének adta oda. Hány 
fánkot sütótt Olga?

612. Hétfón a tanulók elvették az új tankonyvek felét, kedden a maradék 
felét, szerdán pedig az új maradék felét vitték magukkal. Ezután 25 
új tankónyv maradt a kónyvtárban. Hány új tankonyv volt a 
konyvtárban?
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Oldjatok meg a 613. es 614. feladatokat, es hasonlitsatok ossze matematikai 
model ljeiket!

S> 613. Ket kovacs a felvallalt munkat 8 nap alatt vegzi el. Hany nap alatt 
fejezne be ugyanezt a munkat a masodik kovacs egyediil, ha az elso 
12 nap alatt vegezne a feladattal?

614. a) Az egyik brigad 3 ora alatt, a masodik 5 ora alatt vegzi el a kiszabott 
munkat. Hany ora alatt fejezne be a ket brigad a munkat, ha egyiitt 
dolgoznanak?
b) A medence az egyik csdvon keresztiil 3 ora alatt, a masikon 5 ora 
alatt telik meg vizzel. Hany ora alatt lesz tele a medence, ha mind a 
ket csovet kinyitjak?
c) A allomasrol B allomasra es B allomasrol A allomasra egyidejiileg 
indult el ket szemelygepkocsi. Mennyi ido mulva talalkozik a ket 
auto, ha az egyik az AB utat 3 ora alatt, a masik pedig 5 ora alatt 
teszi meg?

Keszitsetek el (grafok) fa alakjaban a 615-617. feladatok lehetseges 
variansainak modelljet! Feleljetek a kerdesekre!

$> 615. Az etkezdeben ket elso fogast ajanlanak: borscsot es huslevest, 
valamint harom foetelt: toltott kaposztat, derelyet es palacsintat, 
italkent pedig teat es kompotot kinalnak. Hany kuldnbozo komplett 
ebedet kinalhat az etkezde a harom fogas eteleibol?

616. Egy Ukrajnaba latogato kubai kiildottseg harom varost -  Harkivot, 
Lemberget es Szevasztopolt -  keszul felkeresni. Hany klilonbozo 
utvonalat kinalhatnak fel a vendeglatok a delegacionak?

617. A postan haromfele boritek, a hozzajuk jaro ketfele belyeg es 
negyfele udvozlolap kaphato. Hanyfele kulonbozo udvozlo 
klildemeny keszitheto a felsorolt kellekekbol?

Allitsatok fel a 618-634. feladatok matematikai modelljet, es oldjatok meg 
a feladatokat!
618. Milyen meretuek a kocka alaku arany es eziist ontecsek, ha mindegyik 

tomege 3 kg? Az arany suriisege 19,3 g/cm3, az eziist siiriisege 
10,5 g/cm3.

619. Maclaurin (ejtsd: mekloren) feladata. Nehany ember egyiitt ebedelt 
es az elfogyasztott etelert kozosen 175 schillinget kellett fizetniiik.

szint
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Kiderült azonban, hogy két személynél nincs pénz, azért a tôbbieknek 
• a rájuk eredetileg eso résznél 10 schillinggel tôbbet kellett fizetniük. 

Hàny személy ebédelt?
620. Az üzemnél 105 motor elkészitését rendelték meg. Az üzem naponta 

6 motorral tôbbet gyártott, mint ahogy tervezte, ezért a megrendelést 
két nappai a határidó elótt teljesítette. Hány motort készített az üzem 
naponta?

621. A labdarúgó bajnokság keretében 55 mérkozést játszottak. Minden 
csapat egy mérkozést játszott a másikkal. Hány csapat vett részt a 
bajnokságon?

2> 622. A hajó 4 óra alatt 24 km-t tett meg a vízfolyással azonos irányban és 
20 km-t a folyással szemben. Határozzátok meg a vízfolyás 
sebességét, ha a hajó sebessége állóvízben 12 km/h!

623. Számítsátok ki a téglalap oldalainak hosszát, ha ismeretes, hogy 
kerülete 74 cm, és ha az egyik oldalát 3 cm-rel megnôvelitek, a 
másikat pedig 2 cm-rel megrovidítitek, akkor a területe 20 cm2-rel 
csokken!

624. Fibonacci (ejtsd: fibonaccsi) feladata. Két torony, amelyek egyike 
40, a másika 30 láb magas, 50 lábra helyezkedik el egymástól. 
A kôzôttük lévó kúthoz két madár száll egyidejüleg a két 
toronyról. Ha a madarak azonos sebességgel repülnek, akkor 
egyszerre érnek a kúthoz. Határozzátok meg a kút és a tomyok 
kôzôtti távolságot!

625. Két kómüves brigád, ha együtt dolgozik, akkor 4 nap alatt tudja 
elvégezni a munkát. Hány nap alatt lenne képes elvégezni a két brigád 
külôn-külôn a munkát, ha az elsó brigád hat nappai korábban készülne 
el a feladattal, mint a másik?

S> 626. Két külónbozó teljesítményü markológép együttes munkával 6 óra 
alatt vájta ki a munkagôdrôt. Ha az egyik markoló a gôdôr egyik 
felét, a második markoló a másik felét vájná ki, akkor a munkát 12,5 
óra alatt fejeznék be. Hány óra alatt készülne el az egész munkával 
a két markológép külôn-külôn?

627. Két szivattyú, ha egyszerre mükódik, 5 óra alatt tôlti fel a tankhajót. 
Ha az I. szivattyú teljesítménye kétszer kisebb, a II. szivattyúé pedig 
kétszer nagyobb lenne az eredetinél, akkor a tankhajót együttesen 
4 óra alatt toltenék fel. Hány óra alatt tôltenék fel a szivattyúk külôn- 
külôn a tankhajót az eredeti teljesítménnyel üzemelve?
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3> 628. Van egy 10 szâzalékos és egy 15 szâzalékos séoldatunk. Mennyit 
kell venni a két oldatbôl ahhoz, hogy 100 gramm 12 szâzalékos 
oldatot kapjunk?

629. Adva van két sôoldat. Az elsôben a sôkoncentrâciô 0,25, a 
mâsodikban 0,4. Hâny kilogrammal tôbb sot kell venni az egyikbôl, 
mint a mâsikbôl, hogy 100 kg tômegü olyan oldatot kapjunk, 
amelyben a sô koncentrâciôja 0,37?

630. A butor ara két egymâst ko veto p%-os leértékelés nyomân 12 500 
hrivnyârôl 8 000 hrivnyâra csôkkent. Hâny szâzalékkal csôkkent 
egy-egy alkalommal a butor âra?

$>631. A cukrâszdâban a gyümôlcssalâta, amely |  részben ôszibarackbôl
âll, 24 hrivnyâba kerül. Mennyi lesz a gyümôlcssalâta âra, 
ha az ôszibarackot: a) kétszer olcsôbb szilvâval; b) £-szor 
drâgâbb gyümôlcsôkkel vâltjâk fel? Vegyétek figyelembe, 
hogy a salâta ôsszetevôinek értéke ôsszértékének 50%-ât 
teszi ki.

632. A valamely âru irânti kereslet és annak kinâlata a kôvetkezô 
egyenlettel irhatô le:

QD = 150-23p, Qs = 150 + 97/?,

ahol Qn a kereslet mértéke (milliô darab évente), Qsa kinâlat mértéke 
(milliô darab évente), p az âr hrivnyâban. Hatârozzâtok meg a 
kiegyensülyozott ârat és az eladâs mértékét! Hogyan vâltozik a 
kereslet és a kinâlat, ha az âru âra 6 hrivnya?

633. Egy termék gyârtâsâhoz az üzem 200 000 hrivnya értékben 
vâsârolt berendezéseket. A tervek szerint a berendezést 
10 évig hasznâljâk majd, és a hasznâlati idô lejârta utân 
csak fémhulladékként adhatô el 19 700 hrivnyâért. Hatârozzâtok 
meg a berendezés folyô értékét (jelenértékét) 2 és 5 év elteltével 
a hasznâlatba vétel utân, ha az éves amortizâciôs kôltségek 
âllandôak maradnak!

634. A tehenésznek 600 méter drôthâlôja van, amellyel a csorda 
szâllâshelyét akarja kôrbekeriteni. Milyen alakzatot kell vâlasztania 
a tehenésznek, hogy a szâllâshelynek a lehetô legnagyobb legyen az 
alapterülete!

A 635. és 636. feladatok megoldâsa sorân matematikai modellként
hasznâljatok Euler-diagramot!
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635. A liceum fizika-matematikai szakirânyü osztâlyânak tanulôi 
■ tudomânyos projektet készitettek matematikâbôl, fizikâbôl és

informatikâbôl. Matematikâbôl 48, fizikâbôl 30, informatikâbôl 40 
ilyen projekt készült. Matematikâbôl és fizikâbôl 6 tanulô, 
matematikâbôl és informatikâbôl 9, fizikâbôl és informatikâbôl 7 
tanulô készitett munkâkat. Két tanulônak mind a hârom târgybôl 
van tudomânyos projektje. Hâny tanulô nem készitett munkât 
egyetlen târgybôl sem, ha a liceum fizika-matematikai osztâlyaiban 
100 diâk tanul?

636. A 9. A osztâlyban 36 tanulô van. Kiderült, hogy a szünidôben 
kôzülük csak két tanulô nem volt sem moziban, sem szinhâzban, 
sem pedig cirkuszban. De moziban 25, szinhâzban 11, cirkuszban 
17 tanulô volt. Hat tanulô volt moziban és szinhâzban, négy 
szinhâzban és cirkuszban, tiz moziban és cirkuszban. Hâny tanulô 
volt a szünidô alatt moziban, szinhâzban és cirkuszban?

Âllitsâtok fel a mozgâssal kapcsolatos 637-642. feladatok matematikai
modelljét, és oldjâtok meg a feladatokat!
637. Egymâstôl 120 km-re fekvô két vârosbôl egyidejüleg induit ki 

egymâssal szemben egy motorkerékpâros és egy kerékpâros, akik 3 
ôra elteltével talâlkoztak. Hatârozzâtok meg a haladâsi sebességüket, 
ha ismeretes, hogy az egész tâvot a motorkerékpâros 2,5 ôrâval 
gyorsabban tette meg, mint a kerékpâros!

638. Az egymâstôl 900 km tâvolsâgra lévô A és B vârosbôl két vonat 
induit el, amelyek a tâv kôzepén talâlkoztak egymâssal. Hatârozzâtok 
meg a vonatok sebességét, ha az elsô vonat sebessége 5 km/h-val 
nagyobb, mint a mâsodiké, s az elsô vonat ̂ -bôl 1 ôrâval korâbban 
induit ki, mint a mâsodik Æ-bôl!

639. Az egymâstôl 90 km tâvolsâgra lévô A és B pontbôl egyidejüleg 
startolt egymâssal szemben két motorkerékpâros. Mekkora 
sebességgel haladtak, ha a talâlkozâsuk utân az elsô motoros 1 ôra 
15 perccel ért Æ-be, a mâsodik pedig a talâlkozâs utân 48 perccel 
futott be ̂ 4-ba?

S> 640. Az egymâstôl 24 km tâvolsâgra lévô A és B vârosbôl egyidejüleg 
induit ki egymâssal szemben két személygépkocsi. Az,4-bôl startolt 
auto a talâlkozâsuk utân 16 perccel érkezett meg B-be, mig a mâsodik 
auto 4 perccel a talâlkozâst kôvetôen ért bev4-ba. Hatârozzâtok meg 
a személygépkocsik sebességét!
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641. Az egymástól 350 km távolságra lévo két városból egyidejüleg 
startolt egymással szemben két motorkerékpáros. Az indulást 
követöen 3 órával a találkozásukig még 20 km-t kellett megtenniük. 
Határozzátok meg a motorkerékpárosok haladási sebességét, ha a 
sebességeik közötti külonbség 10 km/h!

642. A kikötöböl egyszerre indul el két hajó: az egyik déli, a másik nyugati 
irányban. Két órával késobb a közöttük lévo távolság 60 km-t' tett 
ki. Határozzátok meg a hajók sebességét, ha 6 km/h a sebességeik 
közötti külonbség!

643* Az úton állandó sebességgel halad 
egy m otorkerékpáros és egy 
kerékpáros, velük szemben egy 
gyalogos közlekedik. Amikor a mo
torkerékpáros beérte a kerékpárost, 
akkor 8 km-re voltak a gyalogostól.
Amikor a motorkerékpáros a 
gyalogossal találkozott, akkor a 
kerékpáros 4 km-rel volt lemaradva 
a motorkerékpárostól. Hány kilo- 
méterrel elözi meg a m otor
kerékpáros a kerékpárost abban a pillanatban, amikor a kerékpáros 
a gyalogossal találkozik (117. ábra)?

644^ Két korcsolyázó egy kör alakú, 2 km hosszú pályán fut egy irányban, 
és 20 percenként kerülnek egymás mellé. Határozzátok meg mindkét 
korcsolyázó sebességét, ha közülük az elsö 1 perccel hamarabb teszi 
meg a kört, mint a második!

Készítsetek a 645. feladathoz modellt kétdimenziós táblázat alakjában, és
feleljetek a kérdésekre!

645. Paula, Gabi, Dávid és Bálint, akik egy édességgyár különbözö 
üzemegységeiben dolgoznak, karamellt, csokoládét, kekszet és 
tortákat készítenek. Bálint, Dávid és a tortasütö üzemegységben 
dolgozó társuk egy szakkozépiskolában tanult. Paula és Gabi gyalog 
jámak a munkahelyükre, míg az a társuk, aki a karamellkészíto 
üzemegységben dolgozik, valamint Dávid rendszerint saját autójával 
közlekedik az otthona és a munkahelye között. Az a személy, aki a
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kekszsütö üzemegységben dolgozik, soha nem ismerte sem a 
csokoládéonto üzemegységben dolgozót, sem Gabit. Ki melyik 
üzemegységben dolgozik?

Már találkoztatok a százalékszámítás (százalékalap, százalékláb, 
százalékérték) legegyszerübb módszereivel. Idézzétek fel ezeket a 
feladatokat és megoldásaik módszereit!

A bonyolultabb, alkalmazott százalékszámítási feladatokban 
legtöbbször a mennyiségek meghatározott százalékkal való nôvekedésérôl 
vagy csokkenésérol van szó. Ezekben az esetekben pontosan kell érteni, 
hogy melyik mennyiség százalékát kell meghatározni. Például, ha arról 
van szó, hogy a fizetést 10%-kal emelték, akkor az elözö fizetést nôvelték 
annak 10%-ával. Ha x értéke p%-kal nagyobby értékénél, akkor y nem 
p%-kal lesz kisebbjc-nél. A kétszeres novelés 100%-kal torténo nôvekedést,

646. Rajzoljátok meg azy  = \2x + 3| függvény gorbéjét!
647. Melyik igaz az egyenlotlenségek közül:

a )-18,7 < 17,3; b) 3,25 > 3 ^ ; c)-3> /2> 2V 3?

648. Melyik nagyobb a törtek közül:

\  3 4 . x 47 49 x 5 Aa) 4 vagy j  ; b) ^  vagy ^  ; e) ğ vagy 0,833?

649. Melyik kifejezés értéke nagyobb:

650. Egyszerüsítsétek a törteket:

SZÁZALÉKSZÁMÍTÁS

A százalék -  egy századrész:
1% = 0,01; 50% = 0,5; 100%= 1.



164 3. f e j e z e t

míg a felére csôkkentés 50%-kal való csôkkentést jelent (118. ábra). Egy 
àru értéke elméletileg bármilyen százalékarányban nôvekedhet, de példâul 
120%-kal nem csôkkenhet.

Kétszeres nôvekedés, 100%-os nôvekedés

118. ábra

Tekintsünk egy százalékszámítással kapcsolatos feladatot.
Feladat. Az 55 t 16 százalékos nedvességtartalmú búza szárítás utáni 

tômege 50 tonna lett. Határozzátok meg a szárított búza nedvességtartalmát!

y  M e g o ld ás(1 1 9 . ábra). Eredetileg a búzában 0,16 * 55 = 8,8 tonna 
víz volt. Elpárolgott belóle 5 tonna (55 -  50 = 5) nedvesség.

Maradt benne 8,8 -  5 = 3,8 tonna nedvesség.

3,8 t

119. ábra

Tehát a szárított búza nedvességtartalma 3,8 : 50 = 0,076 = 7,6%. 
F e le le t :  7,6%.
A feladatot megoldhatjuk másképpen is, például egyenlet felállításával: 

0,16 • 5 5 -0 ,0U  -50 = 5.
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Szäzalekszämitässal kapcsolatos feladatokat gyakran keil megol- 
dariiuk a könyvelöknek es a banki dolgozöknak. Nezzünk egy olyan 
feladatot, ahoi befektetesi kamatot keil kiszämitani.

Egyszerü kamatszämitäsröl van szö, amikor csak a kezdötöke 
kamatät szämitjäk ki.

Peldäul ev elejen a befektetö összeget tesz be a bankba r 
eves kamatläb mellett. Egy ev elteltevel a betetes P l összeget kap,

amely a P kezdötökeböl es az utäna felszämolt kamatböl all,

Ket es härom ev mülva az összeg nagysäga a szämlän a következö 
lesz:

Hasonlö mödon szämithatö ki a Pn összeg (jövöertek), amelyet a 
betetes n ev mülva kap:

ahoi P a kezdötöke; Pn a betet összege n ev mülva.

Az egyszerü kamatszämitäst rendszerint rövidlejäratü penzügyi 
müveletek eseten alkalmazzäk, amikor a betetesnek minden egyes 
kamatozäsi idötartam lejärta utän kifizetik a kamatot.

A hosszülejäratü penzügyi-hitelszerzödesekben ältaläban az összetett 
vagy kamatos kamatot alkalmazzäk. Ezt nemcsak az alapösszeg, hanem 
a koräbban felszämolt kamat utän is felszämoljäk. Ebben az esetben a 
kamat tökesiteseröl beszelünk.

Tetelezzük fei, hogy a betetes 9%-os kamatläbra 1 000 hrivnyät tett 
be a bankba. Ez az összeg a kezdötöke. Egy ev mülva a bank a bete-tesnek 
felszämol 90 hrivnya kamatot (1 000 hrivnya 9%-ät). Ezutän a betetes 
bankszämläjän mär 1090 hrivnya vagy 1 000(1 + 0,09) = 1 090 lesz. A 
mäsodik evben mär az 1 090 hrivnya 9%-ät szämitjäk fei kamat-kent. Ket 
ev utän a betetes kamatos tökeje  mär 1 000 (1 + 0,09): hriv
nyät tesz ki. Erthetö, hogy n ev mülva 1 000(1 + 0,09)" hrivnya lesz a 
betet összege.

( 1)
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Tehát a takarékbankban r% éves kamatra elhelyezett P induló tokébol 
n év múlva a következö kamatos töke lesz:

Ez a kamatos kamat képlete, amely a pénzügyi elszámolások egyik 
alapképlete.

Feladat. A betétes 200 000 hrivnyát helyezett el a bankban 7%-os 
éves kamatra. Mekkora kamatra számíthat 5 év múlva?

y  M e g o ld á s .  A'lkalmazzuk a kamatos kamat Pn = /^1  + j
képletét. Az adott esetben r = 7, n = 5.

Vagyis P5 = P(l,07)5. Ha /* = 200 000, akkor:
P 5 = 200 000 • (1,07)5 = 280 510.

Az kezdotokével osszehasonlítva:
280 510 -  200 000 = 80 510 (hrivnya).

F e 1 e 1 e t: 80 510 hrivnya.
A pénzosszeg novekedését mutató szorzót multiplikátornak nevezzük. 

Ennek az értékét résn  különbözö értéke mellett számítják ki, majd speciális 
táblázatokban tüntetik fel.

Ez a képlet a kamatos kamat - hoz nem kapcsolódó feladatok

megoldására is alkalmazható (lásd a 716. feladatot).
A százalékhoz hasonló fogalmak az ezrelék (promile) és a proba 

(fémjelzés).
Az ezrelék egy ezredrész (1 %o = 0,001). Ha például egy sóoldat 5 

ezrelékes, akkor ez azt j elenti, hogy 1000 gramm oldat 5 gramm sót 
tartalmaz.

A proba (fémjelzés) a nemesfémotvozetek jellemzöje. A 875-ös próbájú 
arany azt jelenti, hogy 1000 gramm ötvözet 875 gramm aranyat tartalmaz.

A kamatos kamatot évi egy alkalomnál gyakrabban, például 
félévente, negyedévente, havonta számolhatják. Az évi többszöri 

kamatos kamatszámítást compounding kam atszámításnak , a 
meghatározott idoszakonként felszámolt kamatokat pedig diszkrét 
kamatoknak nevezzük. A pénzügyi szerzodésekben rogzítik az éves 
kamatlábat, amelyet nominális kamatlábnak neveznek, az egy 
¡doszakra érvényes kamatlábszámítás a nominális kamatláb és az egy 
évre esö idöszakok arányával egyenlö. Ebben az esetben a 
betétosszeg novekedése a következö képlettel számítható ki:
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( \mn
p  = />[ İH C— I

n r [  100m )  ’

ahol m - a z  egy évre esö kamatszámítási idöszakok szâma.
Vagyis rögz ite tt kam atláb m ellett szám ításba keli venni a 

kam atszám ítások gyakoriságát, m ivel a kam atfe lszám olások 
számának egy éven belüli nëvekedésével nö az éves abszolút 
jövedelem.

A nem esfémek próbáját (fém jelzését) nem mindig és nem 
mindenütt jelölik és határozzák meg azonos módon. Például a jelenlegi 
ukra jna i 750-es fém je lü  a ranya t 100 évvel eze lö tt 72-es 
fémjelü aranynak nevezték, míg Nagy-Britanniában ugyanez 18-as 
fém je lü  arany. M iért? Azért, m ert nem m inden országban 
alkalmazzák a metrikus mérési rendszert. A forradalom  elötti 
számtan tankönyvekben (A. Kiszeljov, 1900) például a proba azt 
je lentette, hogy hány súlyegységnyi tiszta fémet tartalm az 96 
súlyegységnyi ötvözet. Az akkori mértékrendszer szerint a tömeget 
(súlyt) fontokban és zolotnyikokban mérték, egy font 96 zolotnyiknak 
felelt meg.

Nagy-Britanniában és Nyugat-Európában az arany próbáját 
hagyományosan karátokban adják meg. E szerint a színarany, azaz a 
mindennemü szennyezéstol mentes arany 24 karátos.

18A 18-as fémjelü (próbájú) arany 18 karátot, vagyis — tiszta aranyat 
tartalmaz.

Ellenorizzétek magatokat!

r̂ 3 .
3 4'
^ 5 .
^ 6.
R7-

Mi a százalék? Mi a kamat?
Mondjatok példákat és javasoljatok megoldási módszereket a 
következök kiszámitására: a) százalékláb; b) százalékérték; c) két 
szám százalékaránya!
Mit jelent 100%-kal növelni a számot?
Mit jelent 50%-kal csökkenteni a számot?
Mi az induló töke, a kamat, a kamatos kamat?
írjátok le az egyszerü és az összetett kamatszámítás képletét!
Mi a nemesfémek próbája (fémjelzése)?

\ y / \ Oldjuk meg együtt!

1. Számítsátok ki 190 20%-át!
M e g o 1 d á s. 20% = 0,2; 02-190 = 38.
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F e 1 e 1 e t. 38.
2. Határozzátok meg azt azx számot, amelynek 12%-a 480!
/  M e g o ld á s .  12% = 0,12; 0,12 • x = 480, ahonnan 
x = 480 : 0,12 = 4 000.
F e 1 e 1 e t. 4 000.
3. Határozzátok meg 51 és 20 százalékarányát!

/ M e g o l d á s .  • 100% = 255%.

F e le le t .  255%.
4. A friss gombák 90% vizet tartalmaznak, a szárított gombák 12%-ot. 

Mennyi szárított gomba lesz 22 kg friss gombából (120. ábra)?

22 kg

120. ábra

/  M e g o ld ä s .  Legyen a szäritott gombajc kg. Ebben a viz nelküli 
tömeg aränya 88%, vagyis 0,88x. 22 kg friss gombäban 10% azaz 2,2 kg 
a szäraz tömeg. Mivel a friss es a szäritott gomba szäraz tömege egyenlö, 
igy a következö egyenlet ällithatö fei:

0,88x = 2,2; jc  = 2,5.
F e 1 e 1 e t. 2,5 kg.
5. Ket 10 szäzalekos es 15 szäzalekos söoldatböl 40 g 12 szäzalekos 

söoldatot keil elöällitani. Häny grammot keil venni a ket söoldatböl?

/ M e g o l d ä s .  Keszitsünktäbläzatotestöltsükki,xesjältaljelölve 
az elsö es a mäsodik söoldat ältalänos tömeget.

Az Altalanos tömeg es a Sötomeg oszlopok nyomän egyenletrendszert 
ällitunk fei:

ix + y  = 40,
(0,1 Ox + 0,15j> = 4,8, ahonnan x = 24, y  = 16.
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Oldat Általános tömeg, g Sótartalom, % Sôtômeg, g

I JC 10 0,1 O jc

II y 15 0,15y
III (képzôdôtt) 40 12 4,8

F e le le t .  Az elsö oldatból 24 g, a másodikból 16 g mennyiséget 
keil venni.

^  Oldjátok meg szóban!

651. Számítsátok ki az 50%-át: a) 200; b) 35; c) 0,5; d) 1 év!
652. Számítsátok ki az 25%-át: a) 80; b) 16;.c) 0,4; d) 1 hrivnya!
653. Határozzátok meg azt a szâmot, amelynek 10%-a a következökkel

egyenlö: a) 7; b) 200; c) 3,5; d) 1; e)0,5!
654. Határozzátok meg a számok százalékarányát:

a) 5 és 25; b) 25 és 20; c) \  és ^ ; d) ^ és |  !
655. Adjátok meg százalékokban az arányokat:

a) 1 :4 ; b) 3 : 12; c) 3 : 15; d) 5 : 50!
656. Hány százalékkal nagyobb a 20 a 10-nél? Hány százalékkal kisebb 

a 10 a 20-nál?
657. Az alma ára 300%-kal nött. Hányszorosára nött az alma ára?

A szint j

658. írjátok le tizedes törtek alakjában:
a) 2%; b) 35%; c)216%; d) 5,4%!

659. írjátok le százalékban kifejezve:
a) 0,4; b) 0,53; c) 13,7; d) 24!

Ş> 660. 1. Számítsátok ki:
a) 350 hrivnya 42%-át; b) 5 kg 0,6%-át;
c) 0,54 m 12%-át; d) 4 óra 125%-át!
2. Határozzátok meg azt a számot:
a) amelynek 60%-a 30; 90; 120; 150; 1,8; 2,4;
b) amelynek 2,5%-a 15; 45; 60; 125; 7,5; 1,7!

661. Határozzátok meg a számot:
a) amelynek 45%-a 270;
b) amelynek 0,3%-a 0,3!
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662. írjátok le százalékban kifejezve az arányokat:
a) 7 : 10; b) 21 : 140; c) 0,39 : 2,6!

2> 663. Anagynégyzetterületénekhányszázalékavanmegjelólveazalábbi 
jelekkel (121. ábra):
a) $ ;
b )  © ;
c) ©î t
d )  © ?

©
—

• * L ©
© ❖ ❖ ❖ ©
© 0 ❖ « * ❖ ©
© « * ❖ ❖ ❖ * ©
© ❖ ❖ ©
© ❖ ❖ ©
© * ❖ ♦ ©
© ❖ ❖ ❖ ❖ & ❖ ©
© © © © © © © © © ©
© © © © © © © © © ©

121. ábra

664. Hány kilogramm zsirt tartalmaz 50 kg 3,8%-os zsírtartalmú tej?
665. A vasérc 54% vasat tartalmaz. Mennyi vas olvaszthatô ki 5 000 t 

ilyen ércbôl?
666. Hány kilogramm sót tartalmaz 1 kg 7 szàzalékos oldat?
667. Az üzletbe 1000 kg aimât szállítottak, amelybôl 20% 

elsô-, 30% másod-, a fennmaradó rész harmadosztályú volt. 
Hány kilogramm külônbôzo osztályú aimât szállítottak az 
üzletbe?

668. A téglalap hossza 65 cm, a szélessége hosszúságának 40%-a. 
Számítsátok ki a téglalap kerületét!

669. A tisztségviselo fizetése 2 000 hrivnya. A kôvetkezo évtol 
20%-os emelést igérnek. Milyen lesz a hivatalnok fizetése a 
béremelés után?
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670. Uborka savanyításához egy vödör vizre (12 kg) számítva 0,76 kg 
sóra van szükség. Fejezzétek ki százalékokban az oldat tôménységét!

671. Az elvetett 1050 bûzaszemböl 1000 szem kelt ki. Hány százalékos a 
búzaszemek csíraképessége?

3> 672. A banknak 50 000 ügyfele van: 21 000 jogi személy, a többi 
természetes személy. Hány százalékot tesznek ki: a) a jogi személyek;
b) a természetes személyek?

673. AFöldfelülete510,l millió km2, ebböl 149,2 millió km2 a szârazföld. 
A Fold felszínének hány százalékát borítja víz?

674. A traktorvezetönek 25 ha területet kellett felszántania, de 27 ha-t 
szántott fel. Hány százalékra teljesítette a feladatát? Hány százalékkal 
teljesítette túl a feladatát!

675. A tejböl 10% túrót állítanak elö. Mennyi tejre van szükség 20 kg 
túró készítéséhez?

676. A cukorrépából 12% cukrot vonnak ki. Mennyi cukorrépát kell 
feldolgozni 1 t cukor eloállításához?

S> 677. A téglalap hossza 54 cm, a szélessége 20%-kaI kevesebb. Számítsátok 
ki a téglalap területét!

678. A téglalap területe 96,8 cm2. Határozzátok meg az oldalait, ha ezek 
egyike 20%-kal kisebb a másiknál!

679. A téglalap területe 96,8 cm2. Határozzátok meg az oldalait, ha ezek 
egyike 20%-kal nagyobb a másiknál!

B szint

680. Az egyik könyvben 20%-kal kevesebb oldal van, mint a másikban. 
Hány százalékkal több oldal van a második könyvben, mint az 
elsöben?

S> 681. Milyen volt a drágulás elött az árucikk ára, ha a 20%-os ámovekedést 
követöen az áru 450 hrivnyába kerül?

682. Az árucikk árát elöször 10%-kal, majd ismét 10%-kal csokkentették. 
Hány százalékkal módosult az árucikk ára a két árcsokkentés után?

^ 683. Az auto árát elöször 20%-kal nôvelték, majd 20%-kal csokkentették. 
Hogyan változott a gépkocsi ára a két ármódosítás után?
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^ 684. Ket szâm összege 20%-kal nagyobb, mint a különbsegük. 
Hatârozzâtok meg a ket szâm arânyât!

685. Ket szâm felösszege 30%-kal nagyobb, mint a különbsegük. 
Hatârozzâtok meg a ket szâm arânyât!

686. Ket benzintartâlyban 140 1 benzin van. Ha az elsö tartâlyböl a benzin 
12,5%-ât âttöltik a mâsodikba, akkor a ket tartâlyban egyenlö lesz a 
benzin mennyisege. Hâny liter benzin volt a tartâlyokban 
külön-külön?

687. Az üzem az elsö evben 20%-kal növelte a termelest, a mâsodik 
evben 25%-kal. Milyen arânyban nött a termeles a ket ev 
alatt?

688. Az epitkezesen a munka mennyisege 50%-kal nött, mig a 
munka termelekenysege 20%-kal. Hogyan vâltozott a dolgozök 
letszâma?

Ş> 689. 18 kg 10 szâzalekos savoldathoz 2 kg vizet öntöttek. Hatârozzâtok 
meg az üj oldat szâzalekos tömenyseget (tömegszâzalekât)!

690. Mennyi 10 szâzalekos es 20 szâzalekos söoldatot keli összekevemi, 
hogy 1 kg 12 szâzalekos oldatot kapjunk?

691. Hâny kilogramm 7 szâzalekos oldatot keli 5 kg 5 szâzalekos oldathoz 
önteni, hogy 6 szâzalekossâ alakuljon?

692. Mennyi edesvizet keli 5% söt tartalmazö 100 kg tengervizhez önteni, 
hogy a benne levö sö koncentrâciöja 1,5% legyen?

î> 693. A sârgarez 60% rez es 40% cink ötvözete. Mennyi rezet es cinket 
keli összeolvasztani 500 t sârgarez elöâllitâsâhoz?

694. A bronz rez es ön ötvözete. Hâny szâzalek rez talâlhatö abban a 
bronzöntetben, amely 17 kg rezet es 3 kg önt tartalmaz?

695. Mennyi vizet keli az 5%o tömenysegü 10 kg söoldathoz hozzâönteni, 
hogy 3% o koncentrâciöjü oldatot kapjunk?

696. Mennyi 2%o es 10%o koncentrâciöjü söoldatot keli összekevemi, hogy 
8 0 0  g 7%o koncentrâciöjü oldatot kapjunk?

697. Mennyi 375-ös femjelü aranyat keli összeolvasztani 30 g 750-es 
femjelü arannyal, hogy 500-as femjelü aranyat nyerjünk?



3> 698. Az 5% zsírtartalmú tejböl 15,5% zsírtartalmú túrót készítenek, 
amelynek eredményeként 0,5% zsírtartalmú tejsavó marad vissza.
Mennyi turó készítheto 100 kg tejböl?

699. Az egyik mezo területének 65%-a rozzsal van bevetve. A másik 
mezo területének 45%-án termelnek rozst. Ismeretes, hogy a két mezo 
osszterületének 53%-a van rozzsal bevetve. A bevetett terület 
egészének mekkora részét teszi ki az elsö mezo?

700. Korábban 3 kg hús került annyiba, mint most 2 kg. Hány százalékkal 
drágult a hús?

Ş> 701. A tejböl 20% tejszínt készítenek, míg a tejszínbol 25% vajat állí- 
tanak elö. Mennyi tejböl készítheto 10 kg vaj?

702. A vasérc 60% vasat tartalmaz. Ebböl 98 százalék vastartalmú 
nyersvasat olvasztanak. Hány tonna ércbol olvasztható 1 000 t 
nyersvas?

2> 703. Az alma aszalásnál tomegének 84%-át elveszti. Mennyi friss almát 
kell aszalni ahhoz, hogy 40 kg aszalványt kapjunk?

704. Porkolésnél a kávészemek tömegük 12,5%-át elvesztik. Hány 
kilogramm nyers kávéra van szükség 42 kg pörkölt kávé 
eloállításához?

705. A friss gomba 90% vizet tartalmaz, a szárított 12%-ot. Mennyi 
szárított gomba készítheto 44 kg friss gombából?

S> 706. A friss gomba 90% vizet tartalmaz, a szárított 12%-ot. Mennyi 
friss gomba szárításával készítheto 10 kg szárított gomba?

707. A friss gomba 99%-a víz. Szárítás után a víztartalma 98%-ra 
csökkent. Hogyan változott a gomba tömege?

708. A cég 250 000 hrivnya 5 éves lejáratú hitelt vett fel a bankban 3%- 
os egyszerü kamatra. Számítsátok ki: a) hány hrivnyát fizet vissza a 
cég a banknak 5 év múlva; b) milyen nyereségre tesz szert a bank?

709. A vállalkozó 15 000 hrivnyát tett be a bankba 5% éves kamatos 
kamatra. Mekkora lesz a teljes betét összege 4 év múlva?

710. A vállalat 50 000 hrivnya hitelt kapott 8% éves kamatra. Mekkora 
összeget keil visszafizetnie a vállalatnak fél év múlva?

AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKA ELEMEI___________________________________ 1 7 3 M Ş H
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711. A 90 000 hrivnyas, 5 ev lejarati idejii betet utan a bank 18% eves 
kamatot szamol fel. Mekkora osszegii lesz a betet a futamido vegen, 
ha a bank: a) felevente; b) negyedevente szamolja fel a kamatos 
kamatot?

Vizsgaljatok meg a kuldnbozo kamatszamitasi felteteleket tartalmazo
712-715. feladatokat!

^ 712. Egy betetes 20 000 hrivnyat tett be a bankba 17% eves kamatra. 
Mekkora osszegii lesz a kamat ket ev mulva?

713. Milyen feltetelek mellett novekszik 44%-kal ket ev mulva a bankban 
elhelyezett toke?

714. Hany ev mulva duplazodik meg a bankba 25% eves kamatra 
betett toke? (Hasznaljatok zsebszamologepet!)

3> 715. Az a hir jarja, hogy Pavlo Polubotok ukran hetman 1723-ban 
4%- eves kamatra jelentos toket tett be Ukrajnabol egy angol 
bankba. Hanyszorosara nott volna ez a toke napjainkig?

716. A Fold lakossaga minden evben 
2%-kal novekszik. Hany ember 
el majd bolygonkon 2025-ben, 
ha 2000-ben a Fold lakossaga 
6 milliard volt?

Ismetlo feladatok

Szamitsatok ki (717-718)!

717. a) -6  3; b) -0,1^; c) (-0,4)^; d) (-0,3) 5.

718. a) -J2* ■ 104 ; b) V(-0,3^-106 ; c) J(-5j  -0,\2 .

Oldjatok meg szoban az egyenleteket (719-720)!

719. a)x2- 3 x -  18 = 0; b )jc2-  16jc + 60 = 0.

720. a) x2 + 1 6 jc  + 48 = 0; b) jc 2 + 4jc -  21 = 0.
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KÖZELİTÖ SZÁMÍTÁSOK

Megmerhetö-e egy lec hossza abszolut pontosan? Nem. Ha azt halljâtok, 
hogy egy lec hossza 9,42783 m, ne higgyetek el. Egy ilyen lec hossza 
ugyanis a millimeter szâzadreszenek pontossâgâval nem merhetö meg. 
Minden meres eredmenye a mennyiseg közelito erteke.

Ha egy meres eredmenyekent azt kapjuk, hogy a lec x hossza több 
mint 6,427 m es kevesebb, mint 6,429 m, akkor ezt igy irjuk fel:

Ekkor azt mondják, hogy a lécet 0,001 m (millimétemyi) pontossággal 
mérték meg, vagy hogy a 6,428 közelito értékének abszolút hibája nem 
több mint 0,001.

Abszolut hibának (hibahatárnak) nevezzük a pontos érték és a 
közelito érték külonbségének modulusát.

Ha a pontos értéket nem ismeıjük, akkor a közelito érték abszolút hibáját 
sem tudjuk meghatározni. Ilyenkor az abszolút hibahatárt (a hibahatár 
abszolút értékét) adják meg, ami az a szám, amit az abszolút hiba nem 
halad meg.

Az elözö példában a 6,428 közelito értékének abszolút hibahatára 
0,001. A 6, 4 és 2 értékes (pontos) számjegy, míg a 8 nem értékes 
(pontatlan) számjegy, ami a pontos értéktol nem több mint eggyel 
különbözik.

Ha x = 3,274 ± 0,002, azaz 3,272 < x < 3,276, akkor az abszolút 
hibahatár 0,002.

A közelito érték felírható hibahatár nélkül is. Ez azt jelenti, hogy az 
utolsó számjegyen kívül mindegyik számjegy értékes, az utolsó pedig 
legfeljebb nem több mint eggyel különbözik a pontos értéktol. Például, ha 
* = 6,428 m, akkor ezen x = 6,428 ± 0,001 m-t kell érteni.

Ha y  = 3,247 ± 0,002 kg, akkor ehelyett nem írható y  = 3,247 kg. 
Ilyenkor célszerü az eredményty = 3,25 kg-ra kerekíteni.

Képzeljétek el, hogy megmértétek (centiméterekben) a könyv 
h vastagságát és a borítójának / hosszát:

x = 6,428 ± 0,001 m.



h = 1,6 -  0,1 pontossággal,

/ = 71,5 -  0,1 pontossággal.

3 . f e j e z e t

Mindkét érték abszolút hibahatára 0,1. Azonban egyik esetben ez a 
hibahatár egy kis számra, az 1,6-re, míg a másik esetben egy sokkal 
nagyobbra, a 71,5-re vonatkozik. A mérés minóségének megállapítására 
kiszámítják a relativ vagy viszonylagos hibahatárt.

A közelitö érték relativ hibájának nevezzük az abszolút hiba és a 
kózelító érték modulusának arányát.

Például a h és / közelitö értékeinek relativ hibája rendre:

0,1 : 1,6 = 0,0625 = 6,3%; 0 ,1 :71 ,5-0 ,0014 = 0,14%.

Az / értékének meghatározása pontosabb, kisebb a relatív hi
bahatára.

A kózelító értékekkel müveletek végezhetók a hibahatár pontos 
figyelembevételével és anélkül is. A hibahatár pontos kiszámítása a 
kettós egyenlótlenségek tulajdonságainak alapján tórténik. Például a 
csavar tómege grammokban x = 325 ± 2 és az anyacsavar tómege 
y  = 117 ± 1, vagyis 323 < x < 327 és 116 < y  < 118. A kettós 
egyenlótlenségek ósszeadásával a kóvetkezót kapjuk:

439 < x + y  < 445 vagy x + y  = 442 ± 3.

Hasonlóképpen végezhetók el más müveletek is. Ezt a módszert 
alkalmazzák, amikor nagyon fontos a pontos eredmény.

A kevésbé fontos számításoknál becslést alkalmaznak.

Megjegyzendó, hogy a szám tizedesjegyeinek nevezzük a tizedes 
vesszótól jobbra lévó valamennyi számjegyét.

Ertékes számjegyeknek nevezzük a szám valamennyi számjegyét a 
nullától eltéró elsó jegyétól balra lévó nullát és a jobbra álló, a kcrekítés 
során lecserélt számjegyek helyein álló nullákat leszámítva.

Például a 0,03074 számban ót tizedesjegy van, de csak négy 
értékes számjegy: a 3, 0, 7, 4. A Fóld átmérójének d = 12 700 km 
kózelító értékében nincs tizedesjegy, értékes számjegyból pedig 
három van: 1, 2, 7.
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Adott az je = 3,24 és az y  -  1,4 közelitö érték. Jelöljük a 
kerekitésnél elhagyott elsö számjegyeket kérdojellel: x = 3,24?, 
és y  = 1,4?. Meghatârozzuk ezeknek a közelitö értékeknek az ôsszegét 
és külônbségét:

3,24?
+

1,4?

3,24?

1,4?

4,6?? 1,8??

Látható, hogy

a közelitö értékek osszeadásakor és kivonásakor 
^  annyi értékes számjegyet kell meghagyni, ahány a

müveletbe bevont legkevesebb tizedesjegyü számban 
van.

Összeszorozzuk az elözö közelitö értékeket:
3,24?

x
1,4?

????
1296?

+
324?

4,5????

A vizsgált példában két értékes számjegyet kell meghagyni. Látható, 
hogy

^  a közelitö értékek szorzàsakor annyi értékes szàm- 
r  jegyet kell meghagyni, ahány a legkevesebb érté

kes szàmjeggyel rendelkezô tényezoben van.

A közelitö értékek osztásakor is hasonló szabály érvényes.
A kiemelt szabâlyokat a közelitö érték becslési szabâlyainak nevezzük. 

Ezek a szabályok nem garantálják a közelitö számítások pontosságát, de a 
legtöbb alkalmazott matematikai feladat megoldásánál használhatók.
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¿U  A közelitö ertekeket gyakran normälalakban irjäk. Peldäul 
Ö Ö  az m = 4 360 000 000 he lyett ezt irjäk: m = 4,36 • 109. 
Itt csak härom ertekes szämjegy van: 4, 3 es 6, a nulläk ismeretlen 
szämjegyeket jelölnek. Az utolsö ertekes szämjegy, a 6 pontatlan, de 
ez nem haladja meg az egy helyi erteket. Vagyis

m = (4,36 ± 0,01) • 109 vagy m = 4,36 • 109 ± 107.

Az m ertekenek abszolüt hibahatära 107. Ezzel kapcsolatban azt 
mondjäk, hogy 4,36 • 109 az m erteke tizmilliös pontossäggal. Az m 
relativ hibahatära:

107: (4,36 • 109) = ¿ r  -  0,0023 vagy 0,23%.

Am ikor azt m ondjäk: a Föld töm ege m = 5,98 • 1021t, ezt 
ügy ertik, hogy az 5,98 köze litö  ertek, abszo lü t h ibahatära 
0,01. Ezert az m köze litö  e rtekenek abszo lü t h ibaha tä ra : 
0,01 • 10:1 = 1019 (t), mig a relativ hibahatära:

1019: (5,98 • 1021) -  0,00167 -  0,17%.

Ellenörizzetek magatokat!

i “ 1. Fogalmazzätok meg, mi a közelitö ertek abszolüt hibäja!
i 12. Mi az abszolüt hibahatär?
b* 3. M ia közelitö ertek relativ hibäja?
j ; 4. Milyen szämjegyeket nevezünk ertekeseknek?
! 15. Milyen szämjegyeket nevezünk tizedesjegyeknek? 
i 6. Fogalmazzätok meg a közelitö ertek becslesi szabälyät a közelitö 
j » ertekek összeadäsa es kivonäsa esetere!
! * 7. Fogalmazzätok meg a közelitö ertek becslesi szabälyät a közelitö 
! I ertekek szorzäsa es osztäsa esetere!

Oldjuk meg együtt!

1. Hatärozzätok meg (a hibahatär figyelem bevetelevel) 
az x = 1,52 ± 0,01 es v = 0,27 ± 0,02 közelitö ertekek különbseget!

M e g o l d ä s .  Az adott közelitö ertekeket irjätok fei kettös 
egyenlötlensegek alakjäban:

1,51 < x <  1,53 es 0,25 < y <  0,29.

Szorozzätok meg a mäsodik egyenlötlenseget-l-gyel:



AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKA ELEMEI 1 7 9 1

-0,29 <->><-0,25.
Adjätok hozzä a kapott kettös egyenlötlenseget az elsöhöz:

\ , 2 2 < x - y <  1,28 vagyjc->>= 1,25 ± 0,03.
F e le le t .  1,25 ±0,03.
2. A Föld tömege (5,98 ± 0,01)- 1027 g, a jäteklabda tömege 

(2,5 ± 0,1) • 102 g. Melyik meres pontosabb?

V  M e g o ld ä s .  Meghatärozzuk mindket meres relativ hibäjät:
0,01 1027 0,1 102

1) 5 98 1027 • 100 % ~ 0,2%; 2) • 100 % -  4%.

Mivel 4% > 2%, ezert a Föld tömege pontosabban van meghatärozva, 
mint a labdäe.

F e 1 e 1 e t. A Föld tömege pontosabban van megmerve.

▼  Oldjätok meg szöban!

721. A peldäkban emlitett szämok közül melyek sorolhatök a pontos es 
melyek a közelitö ertekekhez:
a) az iskoläban 900 diäk tanul;
b) a Hold tömege 7,35 • 1022 kg;
c) az üszömedence területe 600 nr;
d) a tehervonat 60 kocsiböl all;
e) a szabadeses gyorsuläsa 9,8 m/s2;
f) a szämitögep billentyüzete 113 billentyüböl all, a zongoräe pedig 
87-böl;
g) egy papucsällatka eves szaporulata 75 • 10108 egyedet tesz ki;
h) az afrikai impala antilop 7,5 meteres, a kenguru pedig 12 meteres 
tävolsägra kepes ugrani;
i) a lecsö 9 komponensböl all?

722. A lec hosszät reggel es delben megmerve különbözö ertekeket kaptak:
8,234 m es 8,237 m. Milyen a lec hossza? Meghatärozhatö-e 
valamely közelitö ertekenek abszolüt hibäja?

723. A könyv vastagsäga m = 35 ± 1 mm. Nevezzetek meg a könyv 
vastagsägänak közelitö erteket es ennek abszolüt hibahatärät!

724. A nyiltszini bänyäböl ercet szällitö 45 tonnäs billenös tehergepkocsi 
13 fuvart bonyolitott le. Allithatö-e, hogy a teherautö 585 t ercet 
szällitott el a bänyäböl?
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725. Nevezzétek meg a tizedesjegyeket a következö számokban: 
2,325; 0,007; 20,7!

726. Hány értékes számjegy található a következö számokban: 327;. 
1,005; 0,028; 1001?

727. A Fold térfogata 1 083 000 000 000 km3. Hány értékes számjegyet 
tarta lmaz ez a közelitö érték?

728. A vízmolekula átméroje 0,0000003 mm. Hány tizedesjegyet és 
értékes számjegyet tartalmaz ez a közelitö érték?

A szint

729. Kerekítsétek ki a következö számokat:
a) 37,2539 -  századnyi pontossággal;
b) 0,02578 -  ezrednyi pontossággal;
c) 6 548 371 -  ezres pontossággal!

730. írjátok le kettös egyenlôtlenségek alakjában a kifejezéseket:
a) 4,96 ± 0,03; b) 37,9 ± 0,2; c) 3,05 ± 0,01 ;
d) 73 ± 1 ; e) 79,25 ± 0,05; f) 97 000 ± 1000!

Ş> 731. A hidrogénatom tömege 1,0783 (a. t. e.). Kerekítsétek ezt a számot 
ezrednyi, századnyi, tizednyi, egységnyi pontossággal, és 
határozzátok meg a közelitö érték megfelelö abszolút hibáit!

732. Az alma tömege nagyobb 310 grammnál és kisebb 320 grammnál. 
Nevezzétek meg az alma tomegének közelitö értékét és annak 
abszolút hibahatárát!

733. Az I számot tizedes tôrtté alakítva meghatározták 0,333 közelitö 
értékét. Számítsátok ki az abszolút hibáját!

734. Igaz-e, hogy:

a) \  = 0,33 ± 0,01; b) ~ = 0,33 ± 0,002;

c) \  = 0,166 ± 0,001; d) ¿ = 0,166 ± 0,0005?
ş> 735. A fény sebessége a vákuumban (méter per másodpercben mérve) 

299 792 458 ± 2, a hang terjedési sebessége a levegöben 
331,6 ± 0,1 m/s. Nevezzétek meg a fény és a hang sebességének 
közelitö értékét és a megfelelö abszolút hibáját!

736. ísmeretes, hogy 4,13 < a < 4,15 és 2,59 < b < 2,61. Határozzátok 
meg a kifejezések közelitö értékeit és abszolút hibahatárait: 
a) a + b; b) ab\ c) a - b \
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^ 737. A közelitö ertek becslesenek szabälyät alkalmazva hatärozzätok meg 
a következö közelitö ertekek összeget, különbseget, szorzatät es 

‘ hänyadosät: 
m = 12,31 es n = 5,407!

738. Tudva, hogy a härsfa törzsenek ätmeröje 57 cm, a tanulö kiszämitotta 
a törzs metszetenek területet: 2550,5 cm2 * *. Helyes-e ez az adat? Ha 
nem, akkor javitsätok ki!

739. Szämitsätok ki a 45 cm ätmeröjü dinnye felszinenek területet es 
terfogatät!

740. A negyzet oldala a = 8 ± 0,5. Szämitsätok ki a területet!
£>741. A negyzet oldala a = 0,7 ± 0,05. Szämitsätok ki ätlöjänak a hosszät!

B szint

2742. A j  közönseges törtet tizedes törtte alakitva 0,6667-et kaptak. 
Hatärozzätok meg ennek a közelitö erteknek az abszolüt hibäjät!

Hatärozzätok meg a ^ szäm közelitö erteket ezrednyi pontossäggal, 
es szämitsätok ki az abszolüt hibäjät!

2> 743. Hatärozzätok meg (a hibahatär figyelem bevetelevel) az 
a = 3,24 ± 0,02 es a b = 1,17 ± 0,03 közelitö ertekek 
összeget, különbseget, szorzatät es hänyadosät!

744. Ismeretes, hogy 3,24 <m<  3,25 es 1,73 < n < 1,74. Hatärozzätok

meg az ^  tört közelitö erteket!

745. Hatärozzätok meg a következö szämok kerekitese sorän 
megengedhetö abszolüt es relativ hibäkat:

a) 2,54 * 2,5; b) |  « 0,67; c) -0,327 * -0,33;

d) 7,52 • 105 * * 7,5 • 105; e) 2,58 • 10“7 -  2,6 • 10 7!
746. Bizonyitsätok be, hogy az a  kis ertekei eseten igaz a 

(1 + a )2 ~ 1 + 2a  közelitö egyenlöseg! Ennek felhasznäläsäval 
hatärozzätok meg a közelitö ertekeket:
a) 1,032; b) 1,0022; c) 0,972; d) 0,9982!

747. Hatärozzätok meg a trapez területet, ha az alapjai a ~ 1,7 \ b ~  0,43, 
a magassäga pedig h ~ 0,841!
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» » 748.

» 749.

750.

» 751.

752.

753.

754. 

» 755.

756.

757.

758.

A gepärd 34,5 m/s sebesseg eleresere kepes. Fejezzetek ki ezt a 
sebesseget kilometer per öräban, kerekitsetek ki egesz szämmä, es 
hatärozzätok meg közelitö ertekenek abszolüt hibäjät! 
Bekapcsolhatö-e az elektromos hälözatba a 44 ± 0,5 ohm ellenälläsü 
keszülek, hogy 215 ± 15 V feszültseg mellett az äramerösseg ne 
haladja meg a 6 A-t?
Adva vannak a z = 7,48 ±0,01 es t = 3,24 ± 0,02 közelitö ertekek. 
Hatärozzätok meg (a hibahatär pontos figyelembevetelevel) a 
kifejezesek erteket:
a) z - t ;  b) z : t; c)z2 + t\
Ismeretes, hogy x -  2,15 ± 0,05. Hatärozzätok meg a ftiggvenyek 
megfelelö erteket:
a) fix) = x2; b)f(x) = ( x -  2)3; c) f(x) = ( x -  2)~2!
A közelitö ertek becslesenek szabälya alapjän hatärozzätok meg az 
x  = 21,37 es y  -  9,832 közelitö ertekek összeget, különbseget, 
szorzatät es hänyadosät!
Adva vannak az a = 2,23 es b -  3,75 közelitö ertekek. Hatä
rozzätok meg a kifejezesek erteket: 
a) a2 + b; b) 2a - b \  c) ab -  a2\
Hasonlitsätok az emberi hajszäl d  vastagsägänak es a Nap D 
ätmeröjenek meresi pontossägät, ha d  = 0,15 ± 0,005 mm, a 
D = 1 392 000 ± 1 000 km!
A keszitesi helyeröl 1 000 ± 20 m3 betont keil elszällitani. Häny 
fuvarral tudja az epitkezesre szällitani a billenökocsi a betont, ha 
platöjänak terfogata 2,25 ± 0,02 m3?

Ismetlö gyakorlatok

Hasonlitsätok össze a szämokat:
a) 1,38 es 1,48; b) 0,712 es 0,812;
c) (-1,5)9 es (—1,6)9; d) (-0,3)15 es (-0,7)15!
Häny megoldäsuk van az egyenleteknek:
a) x3 = 8; b) „x:3 + 8 = 0; c) x3 = 4jc;
d ) x4 = x + l ;  e).x6 = x - 3 ;  f)*7 + x -  3 = 0?
Rajzoljätok meg a fiiggvenygrafikonokat:
a) y = 1,4x2 + 3; b) y = (x + 3)2 -  2;
c)y = x (x - 2) + 1; d)y = 5 -x(x  -  2)!
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1 8 . § .  VELETLEN ESEMENYEK 
ES A VALÖSZİNÜSEGÜK

A modem matematika egyik âga a valöszinüsegelmelet. Legfontosabb 
fogalma a veletleri kiserlet (megfigyeles), esemeny (a kiserlet eredmenye) 
es az esemeny valoszinüsege. Vizsgâljunk meg nehâny kiserletekkel 
es egyes következmenyeikkel -  bizonyos esemenyekkel -  kapcsolatos 
peldât.

Kiserlet Esemeny

Penzermet feldobva Fejet kapunk

Dolgozatiras 12 pontot kapunk

Reggelvârâs Megvirradt

Jâtekkockadobâs 7 pont van a felsö oldalon

Az utolsö esemeny lehetetlen, mert a jätekkocka oldalain nines het 
pont. A 3. esemeny biztos, mivel az ejszaka utän a reggel következik. Az
1. es a 2. esemeny veletlenszerü.

Az esemeny lehetetlen, ha soha nem következhet be, biztos, ha mindig 
bekövetkezik. Ha az esemeny bekövetkezhet vagy elmaradhat, akkor 
veletlennek nevezzük.

Az esemenyeket nagy A, B, C, ... betükkel vagy egy indexes A r A2, 
A3,..., An betüvel jelölik. Az esemeny tartalmät kapesos zäröjelben adjäk 
meg. Peldäul a täbläzat harmadik esemenye a következökeppen irhatö le:

A3 = {megvirradt}.
Egy veletlen esemeny kapesän nem jösolhatö meg, hogy az 

bekövetkezik vagy nem következik be. Ha az esemeny vagy a jelenseg 
tömeges, sokszor bekövetkezik es azonos feltetelek mellett, akkor a 
bekövetkeztenek a valöszinüsege valamilyen szämmal jelölhetö.

Megvizsgälunk egy kiserletet: homogen, szimmetrikus penzerme 
feldobäsät annak az oldalänak a feljegyzesevel, amellyel felfele esik le. 
Ez azonos feltetelek mellett tetszöleges szämban elvegezhetö. Az
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alábbi táblázatban a kísérlet nyolc dobósorozatának adatai vannak 
feltüntetve.

Sorozatszám 1 2 3 4 5 6 7 8

Feldobások 
száma, n

1000 2 0 0 0 3 0 0 0 4 0 0 0 5 0 0 0 6 0 0 0 7 0 0 0 8 0 0 0
* 1

Fej, «(0 501 9 8 6 1495 2 0 3 6 2 5 1 6 3 0 0 4 3 5 0 4 3 9 9 7

A fejek dobása 
relativ gyakori-

"(f )saga -----
n

0 ,501 0 ,4 9 3 0 ,4 9 8 0 ,5 0 9 0 ,5 0 3 0 ,501 0 ,501 0 ,5 0 0

A táblázat utolsó sorában a sorozatok mindegyike esetében a fejjel 
felfelé való esések számának az adott sorozatban tortént érmefeldobások 
teljes számának arányai vannak feltüntetve. A jelenséget az esemény relativ 
elofordulási gyakoriságának nevezzük. Ha az adott táblázat tartalmát 
grafikusan ábrázoljuk ( 122. ábra), akkor láthatóvá válik, hogy a fej 
megjelenésének viszonylagos gyakorisága a 0,5 szám körül ingadozik és 
csak kicsit tér el tole.

Relativ t { 
gyakoriság,

*(f)

------------ 1------------1-------------1------------1------------ 1-------------1_______ I_______ I fr.

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Feldobások száma, n

122. ábra

Ha n kísérletben A" esemény m alkalommal fordul elö, akkor az ^  tört
X  esemény elofordulásának relativ gyakoriságát mutatja. A szám, amely 
körül ingadozik az esemény elofordulásának relativ gyakorisága, az adott 
esemény valószínüségét fejezi ki, és P betüvel jelölik (az angol probability 
-  valószínüség szó nyomán).
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A szakkifejezést B. Pascal vezette be. A P. Fermathoz 1654. október 
28-án kelt levelében a kóvetkezóket írta: ,,Az emberek tóbbsége azt 
gondolja, hogy amikor valamiról nem rendelkeznek átfogó ismeretekkel 
(márpedig soha nem tudunk mindent), akkor arról semmit nem tudnak. 
Meggyózódésem, hogy ez a vélekedés nagyon elhibázott. A részleges 
tudás is tudás, s a nem teljes meggyózódés is bír valamilyen jelentóséggel, 
külónósen ha ismerem ennek a m eggyózódésnek a fokát. 
Megkérdezhetik: ,,Mérhetó-e számszerüen a meggyózódés foka?” 
„Természetesen -  felelem a hazárdjátékosok is így indokolják a 
nyerésbe vetett hitüket. Amikor a játékos eldobja a kockát, nem tudhatja 
elóre, hány pontja lesz. Valamit azonban tud. Például azt, hogy minden 
szám - 1,2, 3,4, 5, 6 -azonos eséllyel jelenhet meg. Ha egyezményesen 
egynek vesszük a biztos elófordulást, akkor a hatos -  csakúgy, mint a 
tóbbi ót szám mindegyikének megjelenési valószínüsége a kocka felsó

lapján az ^ tórttel fejezhetó ki.” Rógvest megjegyzem, hogy az esemény

elófordulási valószínüségének (meggyózódés) mértékét valószínüségnek 
neveztem. Sokat gondolkodtam a megfeleló szó kiválasztásán, s végül 
ezt találtam a legkifejezóbbnek”.

Pascal egyes események valószínüségét kísérletek nélkül határozta meg. 
Ez akkor valósítható meg, amikor a kísérletek kóvetkezményei véges 
halmazt alkotnak és egyenló a valószínüségük mértéke, azaz a kísérletek 
lezajlásának feltételei kózepette nines ok annak feltételezésére, hogy a 
kóvetkezmények valamelyike a tóbbihez képest tóbbé vagy kevésbé 
valószínü.

Megvizsgálunk egy p é l d á t .  Egyszer feldobjuk a szabályos, homogén 
dobókockát (123. ábra) és a leesése után feljegyezzük a felsó lapján lévó 
pontok számát. Ennek a kísérletnek az eredményeként 6 külónbózó 
esemény kóvetkezhet be:

£ j=  {egypont};
E2 = {két pont};
E3 = {három pont};
E4= {négy pont};
E5 = {ót pont};
E6 = {hat pont}. 123. ábra
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A hat esemény átfogja és kimeríti a kísérlet valamennyi lehetséges 
kóvetkezményét. Ezek páros elófordulása ósszeférhetetlen, mivel minden 
alkalommal csak egyféle mennyiségü pont jelenik meg. Mind a hat 
esemény megtórténte egyformán lehetséges, mivel szabályos alakú, 
homogén anyagú kockáról van szó, és a játékos ügyeskedése is kizárt. 
Ebben az esetben azt mondják: hatból egy az esélye annak, hogy ezen 
események valamelyike megvalósuljon.

A vizsgált kísérlet E - E 6 eseményeinek mindegyikét eleminek, a teljes 
halmazukat pcdig az elemi eseményterének nevezzük.

Elvégezve egy kísérletet, annak lehetséges eredményei az elemi 
események. Az elemi események halmazát eseménytérnek nevezzük, és 
Q (ómega) góróg betüvel jelóljük.

Ha valamely kísérlet elemi eseménytere n számú, egyenlo eséllyel 
elófordulható ósszeférhetetlen eseményból áll, akkor ezek mindegyikének

elófordulási valószínüsége ^ -nel egyenlo. Például annak a valószínüsége,

hogy az eldobott dobókocka felsó oldalán 5 pont jelenik meg, ^-dal 
egyenlo. Annak valószínüsége, hogy a feldobott pénzérme a fej oldallal

felfelé esik, --del egyenlo. Az A esemény valószinííségét P(A) jellel 
jelóljük. Ha az események kózül az elsót A betüvel, a másodikat B betüvel

jelóljük, akkor P(A) = | , P(B) = \ .
Léteznek nem elemi események. Példaként megvizsgálunk egy ilyen 

eseményt: C =  {8 pontos dominó megjelenése}.
Mivel 28 dominólap létezik, ezért az egy lap kiválasztásával kapcsolatos 

kísérlet 28 egyenlo esélyü és független kóvetkezményben merül ki. Vagyis 
az adott kísérlet eseménytere 28 elemi E. eseményból áll, ahol 
i = 1,2, ..., 28. A C esemény végbemehet, ha három esemény egyike 
megvalósul (124. ábra):

\ ) E ¡ = {|  lapocska megjelenése};

3
2) E2 -  { - lapocska megjelenése};

3) E} = {|  lapocska megjelenése}.
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Azt mondjâk, hogy a C esemény megvalösulâsânak hârom elemi

Megvizsgâlunk egy âltalânos esetet. Legyen a kisérletnek véges («) 
szâmü egyenlö esélyü és ôsszeférhetetlen kôvetkezménye és A az adott 
kisérlettel kapcsolatos valamely véletlen esemény. Nevezzük az elemi En 
eseményt kedvezonek az A véletlen esemény szempontjâbôl, ha az En 
esemény bekôvetkezte a kisérlet eredményeként A esemény 
megvalôsulâsâhoz vezet. Ha azA eseménynek kedvezö elemi események 
szâma n(A), akkor az A véletlen esemény valôszinüsége a következö 
képlettel fejezhetô ki:

Feladat. A 28 leforditott dominölap közül talâlomra kiemelnek egyet. 
Mi a valôszinüsége annak, hogy a dominon a következö szâmü pont jelenik 
meg:

a) 2 pont (A esemény); b) 4 pont (B esemény); c) 11 pont ( D esemény)? 

</ M e g o l d â s .  2 olyan domino létezik, amelynek lapocskâin két

pont van  ̂|  ; j ), 3 dominon négy pont ( 4 ; 3; § ) > 1 dominon 11 pont |  ta-

lâlhatô. Ôsszesen 28 vâlasztâsi lehetôség van, mert bârmelyik dominôlap 
vâlaszthatô a 28 közül. Tehât

Megnevezzük a véletlen esemény valôszinüségének legfontosabb 
tulajdonsâgait.

1. Ha C lehetlen esemény, akkor P(C) = 0.

2. Ha B biztos esemény, akkor P(B) = 1.

3. Ha X  véletlen esemény, akkor 0 < P(X) < 1.

4. Ha Ev ..., En olyan elemi események, amelyek kimeritik
valamely kisérlet kôvetkezményeit, akkor

3
esemény (£ p Ev E3) kedvez a lehetséges 28-bôl, ezért P{C)= .

P{EX) + P(E2) + P(E3) + ...+  P(En) = 1.
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<2^  A mertanhoz hasonloan a valoszinusegelmelet is saroktete- 
lek, azaz axidmak rendszerere epul. Ekozben bevezethetok a 

valoszinusegelmelet alapfogalmai es megvilagithatok a kozottuk levo 
osszefugggesek, megfogalmazhatok a saroktetelek. Minden egyeb 
fogalom es allitas a saroktetelek rendszerere epul, az intuicio es 
tapasztalat mellozesevel. A valoszinusegelmelet saroktetelekbe 
foglalasa kulonbozo modokon tortenhet. Ezttette kulonbozo korok.ban 
G. Bolman (1908), Sz. N. Bernstein (1917), R. Mizesz (1919, 1928), 
A. Lomnickij (1923). A legjobb ilyen saroktetelt A. M. Kolmogorov alkotta 
meg 1929-ben. Ezzel majd a felso tagozatos osztalyokban es a 
felsooktatasi intezmenyekben ismerkedtek meg.

A sa rok te te leken  a lapu lo  m egkoze lites  lehetove teszi a 
valoszinusegelmelet szeleskoru alkalmazasat kulonbozo elmeleti es 
gyakorlati feladatok megoldasa soran, de kijeloli hasznalhatosaganak 
korlatait is.

Ellenorizzetek magatokat!

- 1. Milyen esemenyeket neveziink veletleneknek?
' 2. Mondjatok peldakat veletlen esemenyekre!
* 3. Milyen esemenyeket neveznek lehetetleneknek, biztosaknak?

J  4. Mondjatok peldakat elemi esemenyterere!
* 5. Milyen esemenyeket neveznek elemieknek? Mondjatok peldakat!
* 6. Mivel egyenlo a veletlen esemeny valoszinusege?
‘ 7. Mivel egyenlo a biztos esemeny valoszinusege? A lehetetlen 

esemenye?
8. Mit neveziink a veletlen esemeny relativ gyakorisaganak?

S  Oldjuk meg egyutt!

1. Adva van ket kocka, amelyeknek 2-2 oldala rendre voros, sarga es 
zdld szinii. Egyszerre vetik el oket es feljegyzik azoknak az oldaluknak a 
szinet, amelyekre esnek. Irjatok le a kiserlet elemi esemenyteret!

J  M e g o l d a s .  Ha mindket kocka a sarga oldalara esett, akkor ezt az 
esemenyt ss betukkel jeloljuk. Ha az egyik kocka a sarga, a masik a voros 
oldalara esik, az esemenyt sv betukkel jeloljuk. Ebben az esetben az adott 
kiserlet elemi esemenytere: Q = {ss, zz, vv, sz, sv, zv}.

2. Egy telefonszam tarcsazasa kozben a telefonalo elfelejtette az utolso 
szamjegyet es azt talalomra valasztotta ki. Mennyi a valoszinusege annak, 
hogy a helyes szamot talalta el?
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^ M e g o l d á s .  Az ósszes lehetséges eset n = 10, a kedvezó események 

száma m = 1. Ezért a keresett valószínüség P = .

3. Elvetettek két dobókockát. Mekkora a valószínüsége annak, hogy a 
felsó oldalaikon lévó pontok ósszege a) 4; b) 5; c) 8?

y ’M e g o l d á s .  Mindegyik vizsgált eseményt olyan kétjegyü számnak 
feleltetünk meg, amelynek a számjegyei az elsó és a második kocka 
leesésekor jelennek meg a felsó oldalaikon. A kóvetkezó esetek 
lehetségesek:

11, 12, 13, 14, 15, 16,
21,22, 23,24, 25, 26,
31,32, 33, 34, 35,36,

61, 62, 63, 64, 65, 66.

Látható, hogy az adott kísérletben az £2 elemi eseménytér 36 elemet 
tartalmaz.

a) A 4-gyel egyenló pontok ósszegét három szám adja: 13, 22 és 31. 
Van 3 kedvezó elemi eseményünk a 36-ból. Ezért a keresett valószínüség:

P(4) = — = —

b) Az 5-tel egyenló pontok ósszegét 4 pár kocka adja: 14,23,32 és 41, így

P( 5) = 36
i

9 *

c) A 8-cal egyenló pontok ósszegét 5 pár adja: 26, 35,44, 53, 62, ezért

P( 8) = _5_
36 •

Oldjátok meg szóban!

759. A valószínüségelmélet szempontjából milyen a kóvetkezó esemény:
a) a dobókocka esése után 5 pont lesz a felsó oldalán; b) a gyermek 
február 30-án fog születni; c) a „macska” szó betüinek felcserélésével 
a „kacsamáj” szót kirakni; d) a találomra kiválasztott kétjegyü szám 
kisebb lesz 100-nál; e) a nem páros függvény megrajzolt 
górbéje szimmetrikus lesz a koordináta-rendszer kezdópontjához 
viszonyítva.
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760. Mckkora a valószínüsége annak, hogy a dobókocka leesésekor a 
kóvetkezó jelenik meg a felsó oldalán: a) két pont; b) páros számú 
pontok; c) 3-mal osztható pontszám?

761. Találomra választanak egy dominólapot. Mekkora a valószínüsége 
annak, hogy: a) duplát; b) nem duplát választanak!

762. Irjátok le az adott kísérlet elemi eseményterét: a) egy tetszólegesen 
kiválasztott tanuló születésnapjának a megállapítása; b) másodfokú 
egyenlet gyókszámának meghatározása; c) annak megállapítása, 
hogy hány kózós pontja van az azonos koordináta-rendszerben 
megrajzolt kórvonalnak és hiperbolának!

A szint

763. Számítsátok ki annak valószínüségét, hogy mikor születet az osz- 
tálytársatok: a) szerdán; b) tavasszal; c) szeptemberben;
d)január 1-jén!

$> 764. A 9. A osztályba járó 20 tanuló 25%-a kitünó elómenetelü. A tanár 
találomra egy tanulót kiszólít a táblához, hogy bizonyítsa be a 
szinusztételt. Mekkora annak a valószínüsége, hogy a feleló kitünó 
tanuló?

765. Egy telefonszámot tárcsázva a telefonólo 
elfelejtette az elsó számjegyet, és azt talá
lomra ütótte be. Mekkora a valószínüsége 
annak, hogy eltalálta a helyes számjegyet?

2> 766. Egy minden oldalról festett kockát 
125 egyenló nagyságú kisebb kockára 
fürészeltek, és a darabokat egy zsákba 
szórták. Mekkora a valószínüsége annak, 
hogy a zsákból találomra kivett kocka:
a) három oldala lesz festett; b) csak két
oldala lesz festett; c) csak egy oldala 125. ábra
lesz festett (125. ábra)?

$> 767. Külón kártyalapokra az AZONOSSÁG szó betüit írták. Ezután a 
lapokat ósszekeverték és találomra húztak egyet. Mekkora a 
valószínüsége annak, hogy a kihúzott kártyán: a) az A betü lesz?;
b) az O betü lesz; c) az N betü lesz?

768. Egy zacskóban 5 fehér és 7 fekete golyó található. Mekkora a 
valószínüsége annak, hogy találomra a kóvetkezót veszik ki belóle:
a) a fehér golyót; b) a fekete golyót?
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769. Egy zacskoban 10 osszehajtott papirdarab talalhato. Kettore az van 
irva, hogy ,,nem”, a tobbire az, hogy „igen”. Mekkora a valosziniisege

• annak, hogy a talalomra kivett papirdarabon az „igen” szocska lesz?
770. Egy dobozban 10 voros es 5 sarga golyo talalhato. Kivettek belole 

egy voros golyot es felretettek. Ezutan a dobozbol talalomra 
kivesznek meg egy golyot. Mekkora a valosziniisege annak, hogy a 
kivett golyo sarga lesz?

2> 771. A versenyen harom iskola tanuloi vesznek reszt. Az elso iskolabol 
25 tanulo, a masodikbol 15 es a harmadikbol 10. Mekkora a 
valosziniisege annak, hogy elso helyen az elso iskola tanuloja vegez?

772. Egy utas az 1-es vagy a 3-as villamost varja a megalloban, ahol az 
1., 3., 4. es 9. szamu villamosok allnak meg. Tudva, hogy a 
villamosok azonos gyakorisaggal erkeznek a megalloba, szamitsatok 
ki a valosziniiseget annak, hogy elsokent az a villamos erkezik a 
megalloba, amelyikre az utas var!

773. A lotto 1000 szelvenyere egy 1000 hrivnyas, tiz 200 hrivnyas, otven 
100 hrivnyas, szaz 50 hrivnyas nyeremeny jut. A fennmarado 
szelvenyek nem nyerok. Szamitsatok ki egy legalabb 100 hrivnyas 
nyeremeny valosziniiseget!

£> 774. Egy alkatreszszallitmanyban 75 alkatresz elso osztalyu, 15 
masodosztalyu, 8 harmadosztalyu es 2 alkatresz selejtes. Mekkora a 
valosziniisege annak, hogy a talalomra kivalasztott alkatresz elsd- 
vagy masodosztalyu lesz?

775. Tiz l-tol 10-ig szamozott kartya koziil kivesznek egyet. Mekkora a 
valosziniisege annak, hogy a rajta levo szam 7-nel kisebb de 3-nal 
nagyobb lesz?

776. Egy dobozban l-tol 30-ig szamozott 30 zseton van. Mekkora a 
valosziniisege annak, hogy a dobozbol talalomra elsokent kivett 
zseton szama nem fogja tartalmazni a 6-os szamjegyet?

777. Tizenot 1 -tol 15-ig szamozott kartya kozul kivesznek egyet. Mekkora 
a valosziniisege annak, hogy a kihuzott kartya szama: a) 3-nak 
tobbszdrose; b) 4-nek tdbbszorose lesz?

778. A tudomanyos kutatointezet 100 munkatarsa kdziil 90 beszel angolul, 
85 nemetiil, 80 mindket nyelven. Szamitsatok ki a valosziniiseget

€eB szint



192 3. f e j e z e t

annak, hogy az intézet találomra kiválasztott munkatársa: a) beszél 
angolul vagy németül; b) nem beszéli sem az angolt, sem a németet!

779. Két játékkockát dobnak. Mekkora a valószínüsége annak, hogy 
legalább az egyik felsó oldalân hat pont lesz?

780. Találomra elvesznek egy dominôlapot. Mekkora a valószínüsége 
annak, hogy: a) ôsszesen 9 pont lesz rajta; b) tôbb mint 9 pont lesz 
rajta; c) kevesebb mint 9 pont lesz rajta?

781. Egy minden oldalról festett kockát 1000 egyenló darabbà fürészeltek, 
és a darabokat egy zsákba szórták. Mekkora a valószínüsége annak, 
hogy a zsákból'találomra kivett kocka: a) legalább egy oldala lesz 
festett; b) csak két oldala lesz festett?

782. Számítsátok ki annak a valószínüségét, hogy a találomra kiválasztott 
kétjegyü szám osztható lesz 5-tel!

783. Egyszerre dobnak fel két egyforma pénzérmét. Számítsátok ki a 
leesésükkor bekôvetkezo esemény valószínüségét: a) A = {egy fej 
és egy irás}; b) B = {legalább egy fej}!

784. A lôvész változatlan feltételek mellett 5 lôvéssorozatot ad le a 
céltáblára. Mindegyik sorozat 100 lôvésbol àll. A lôvéseredményeket 
táblázatba foglalták. Számítsátok ki a céltábla eltalálásának relatív 
gyakoriságát: a) mindegyik sorozatban; b) az elsó 300 lovés során;
c) az utolsó 300 lovés során; d) az ósszes 500 lovés során! 
Fogalmazzátok meg a céltábla eltalálásának valószínüségi 
hipotézisét!

Sorozatszám 1 2 3 4 5

Találatszám 69 64 72 78 65

785. Tetszólegesen kiválasztott 500 alkatrész átvizsgálása után kiderült, 
hogy 5 selejtes. Hány selejtes alkatrész fordulhat eló egy 3 500 
darabból álló tételben?

786Í Vizsgáljátok meg a külónbózó korú fíúk és lányok eloszlását a 
háromgyerekes családokban! Tekintsétek úgy, hogy egyenló a fíúk 
és lányok születésének esélye!
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<=► Ismétlo gyakorlatok

787. A fíiggvény az f(x) = -5x  + 3 képlettel van megadva. Határozzátok
m eg :m i);X -2 ,5 );/-1 0 );X 0 ,3 );X -U )!

788. Oldjátok meg az egyenleteket:
a) 1- 4x -5x2 = 0; b) -3x2 + 5x + 2 = 0!

789. Oldjátok meg az egyenlotlenségeket:
a) (3jc -  l)(x + 3) > x(l + 5jc); b) jc2 + 8x + 8 < 3jc2!

790. Abrázoljátok a következö függvények gôrbéit: a) y  = \x2 -  x\;
b) y  = X 2 -  (jc | !

STATISZTIKAI ISMERETEK

Az alkalmazott matematikának a tömeges jelenségek mennyiségi 
jellemzöivel foglalkozó ágát matematikai statisztikának nevezzük (lat. 
status -  állapot, helyzet).

1. példa. Az egyik iskola 87 kilencedikes tanulója közül -  dolgozatírás 
alapján -  7-nek az érdemjegye az I. tudásszintnek, 33-nak a II. 
tudásszintnek, 31-nek a III. tudásszintnek és 16-nak a IV. tudásszintnek 
felel meg. A számszerü értékelés az alábbi táblázatban foglalható össze.

Tudásszint I II III IV

Tanulók száma 7 33 31 16

Az adatok szemléletesen oszlop- 
diagram alakjában is feltüntethetök 
(126. ábra).

A statisztikában az oszlopdiagramot 
hisztogramnak nevezik. (gör. hystós -  
oszlop, gramma -  megírás).

A vizsgált példában 87 tanulóról volt 
szó. Természetesen a feladat sokkal 
nehezebb, ha olyan tômegjelenségeket 
kell vizsgálni, amelyben ezer vagy akár 
millió objektum szerepel. Például a 
cipöipar szeretné tudni, hogy mekkora

Tudásszint 

126. ábra
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igény van a különbözö méretü lábbelikre. Hogyan oldható meg ez a kérdés? 
Több tízmillió személy -  nö és férfi -  megkérdezése hosszadalmas és 
koltséges. Ezért úgynevezett mintát vesznek, véges halmazt állítanak 
össze a vizsgálatok fuggetlen eredményeibol. Az adott esetben csak néhány 
tucat vagy néhány száz reprezentatívan kiválasztott személyt kérdeznek 
meg.

2. példa. Tételezzük fel, hogy 60 no megkérdezése nyomán a cipöjük 
méreteiket táblázatba foglalták.

23,5 24 23,5 23 24,5 23 22,5 24,5 22,5 23,5 23,5 23,5

25,5 21 24 25 23,5 22 23 24,5 23 24,5 23 24,5

25 24 21,5 23,5 24,5 22,5 22 23,5 26,5 25,5 25 26

24 23 24 24,5 22 24 23,5 21,5 23 ,5 25 24 22,5

25,5 21,5 24,5 26 25 23,5 22,5 24 23 22,5 24 25

Ez 60 mintavételt (adatrogzítést) jelent. A célszerüség kedvéért ezeket 
a lábbeli mérete szerint osztályokba csoportosítják, és rogzítik, hogy hány 
mintavételt tartalmaz az osztályok mindegyike.

Lábbeliméret 21 21,5 22 22,5 23 23,5 24 24,5 25 25,5 26 26,5

Nök száma 1 3 3 6 7 10 9 8 6 4 2 1

A hasonló táblázatokat gyakorisági táhlázatoknak nevezzük. 
A második sor jelöli a gyakoriságof, vagyis azt, hogy az adott értékek 
milyen gyakorisággal fordulnak elö a mintában. A mintavételi érték 
relativ gyakoriságának nevezzük az értékgyakoriság és az összes 
mintaérték mennyiségének százalékban kifejezett arányát. A vizsgált 
példában a 24-es lábbeliméret gyakorisága 9, relativ gyakorisága pedig 
15%, mivel 9 : 60 = 0,15 = 15%.

A gyakorisági táblázat alapján megszerkeszthetö a hisztogram 
(127. ábra). A hisztogram jól szemlélteti, hogy a különbözö méretü 
lábbelibol mennyit célszerü gyártani. Erthetö, hogy ezek csak közelitö, 
valószínüsítheto adatok, de a gyakorlatban általában elegendöek.
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Lábbeliméret 

127 ábra

A mintát a centrális tendencia mérószámaival: módusszal, mediánnal 
és átlaggal jellemzik.

A módusz -  a mintában leggyakrabban elóforduló érték (legnagyobb 
gyakoriság).

A median -  a minta értékeinek rendezett halmazát kétfelé vágó érték.
Az átlag -  a minta ósszes értékeinek számtani kózéparányosa.
Adva van a kóvetkezó minta: az 1,3, 2, 4, 5, 2, 3, 4, 1, 6, 4. (*)
Rendezzük nóvekvó sorrendbe: 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 6.
Az adott minta módusza 4, mivel a 4 fordult eló legtóbbszór 

(háromszor).
A minta mediánja 3, mert a 3 szám vágja kétfelé a rendezett sort: elotte 

és utána a rendezett minta azonos számú tagja található.
Ha a rendezett minta értékeinek a száma páros, akkor a mediánja két 

kózépsó értékének félósszegével lesz egyenló. Például az 1,2, 3, 3, 3, 4, 
4, 5, 6, 6, minta esetében a medián

m = — = 3,5.

A minta átlaga (*):

1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + 4 + 4 + 4 + 5 + 6 _  35 
11 11 •

A minta lehet módusz nélküli, például

4, 5, 6, 7, 8;
lehet két módusza:

2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 7, 8.
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@ Az ismert vonal-, szektor- es oszlopdiagramokon valamint a 
hisztogramon kivul a statisztikaban egyeb diagramokat is 

hasznalnak. Peldaul annak illusztralasara, hogy az orszag lakossaga 
hogyan oszlik meg nemek es korcsoportok szerint, nem- es korpiramist 
keszitenek. Az elnevezes onnan ered, hogy az esetek tobbsegeben, 
ha az orszagot nem ertek nagy megrazkodtatasok, akkor ez a diagram 
magas, lepcsozetes piramisra emlekeztet. Ukrajna eseteben a diagram 
nem hasonlit piramisra. A 128. abran a diagramnak a 80 eves kor 
alatti lakossag  m egoszlasat mutato resze  lathato a 2007-es 
allapotoknak megfeleloen.

Figyeljetek meg az A, B, C, D betukkel jelzett szakaszokat. Az A 
szakaszon lathato a szuletesek szamanak hirtelen csokkenese az 
1931 -1933-as idoszakban . Mivel m agyarazhato  az Ukrajna 
torteneteben elofordulo, a diagramon feltuntetett negativ nepesedesi 
jelenseg?

Meg kell tanulnotok „olvasni” a hasonlo diagramokat es levonni 
beloluk a kovetkezteteseket.

Igaz-e, hogy Ukrajnaban tobb fiu szuletik mint lany, s hogy 25 eves 
kor fdlott kevesebb a ferfi, mint a no?

300 200 100 100 200 300 £ z e r  f 5 128. ábra
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Ellenorizzétek magatokat!
K

• 1. Mit kutat a matematikai statisztika?1 *
¡ > 2. Mi a hisztogram?
¡ - 3. Mit nevezünk tômegjelenségnek? 
j > 4. Mi a minta? A minta gyakorisága?
! + 5. Nevezzétek meg a mintavétel centrális tendenciáját! 
¡ » 6. Mi a statisztikai átlag? A medián, a módusz?

Oldjuk meg együtt!

1. Az Ukrajinszkij márkájú sajt 20 darabjának zsírtartalom szerinti 
vizsgálatának eredményéból a következö adatok derültek ki.

Zsírtartalom, % 44 45 46 47 48

Vizsgálatszám 1 4 5 7

M
HM

|

Határozzátok meg a minta centrális tendenciáját!

y  M e g o ld á s .  Az adott minta módusza 47, mivel ez az érték fordul 
elö legnagyobb gyakorisággal (7-szer).

Mivel a minta értéke páros szám, ezért a mediánja a két kozépsó 
értékének -  a tízesnek és a tizenegyesnek -  a félôsszegével egyenlö, mert 
a minta 20 elemböl áll. Ezeknek a számoknak (44; 45; 45; 45; 45; 46; 46; 
46; 46; 46; 47...) a mintában a 46 és 47 felel meg. Vagyis (46 + 47) : 2 = 
= 46,5 a minta mediánja.

Meghatározzuk a minta átlagát:

44-1 + 4 5 -4 + 46 -5  + 47-7 + 48 -3  927 ^  ^~0--------------------  “ 46,35.

F e 1 e 1 e t. Módusz 47; medián 46,5; mintaátlag 46,35.

2. A matematikai olimpián öt tanuló 0-tól 3 pontig teljesített, 4-töl 6-ig 
tíz tanuló, 7-tól 9-ig harminc tanuló, 10-töl 12-ig negyvennégy tanuló, 
13-tól 15-ig tizenhat, 16-tól 18-ig tiz, 19-töl 21-ig kettó és 22-tól 24-ig 
három tanuló. Készítsetek gyakorisági táblázatot, és rajzoljátok meg a 
megfeleló hisztogramot!

y  M e g o ld á s .  A gyakorisági táblázat a kovetkezóképpen néz ki:
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Pontszám co1o

4 - 6 7 - 9 1 0 -1 2 1 3 -1 5 1 6 -1 8 1 9 -2 1 2 2 - 2 4

Résztvevók
száma 5 10 30 44 16 10 2 3

A megfelelö hisztogram a 129. ábrán látható

Pontszám 
129. ábra

^  Oldjuk meg együtt!

791. Határozzátok meg a minia móduszát, mediánját és átlagát:
a) 3, 3,4, 5, 5, 6, 7, 7, 8, 8, 8, 9, 10, 11;
b) 9, 10, 10, 11, 12, 12, 12, 13, 15, 15, 16, 17!

792. A Kenguru elnevezéssel meghirdetett pályázaton 2000 Kadét szintü 
pályázó vett részt. A 130. ábrán látható a résztvevók száma (%) és 
az általuk szerzett pontok száma közötti megfeleltetés. Milyen 
információ szürhetó le a hisztogramból a pályázat eredményeit 
illetöen?

793. Mutassátok meg a minia centrális tendenciáját és mindegyik 
értékének relativ gyakoriságát, ha a minia az alábbi táblázattal van 
megadva!

0O001 -20°

OOrH1 0o 10° 20° 00 o 0

1 3 6 17 13 8 2
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130. ábra

Ca . szin t
794. Számítsátok ki valamennyi olyan x egész szám számtani 

kozéparányosát, amelyek:
a )1 0 < x < 9 0 ; b) —10 < jc < 40; c ) -n < x < n \

3> 795. Adva van 100 szám; közülük a 2-es szám 15-ször fordul elö, a 4-es 
40-szer, a 8-as 20-szor, a 9-es 20-szor, a 10-es 5-ször. Számítsátok 
ki számtani kózéparányosukat!

796. Miután megmérték 40 tanuló magasságát centiméterekben, az alábbi 
gyakorisági táblázatot állították össze.

Magasság,
cm

162 163 164 165 166 167 168 169 170

Tanulók
száma

3 5 4 2 6 10 6

■MM

3 1

Szerkesszétek meg a megfelelö hisztogramot! Határozzátok meg 
valamennyi érték relativ gyakoriságát!

$> 797. Az alábbi táblázat alapján rajzoljátok meg a rajzkörbe beiratkozott 
tanulók születési év szerinti megoszlásának hisztogramját!

Születési év 2000 2001 2002 2003

Tanulók száma 1 20 '  3
2
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798. Adva van 50 szám: közülük a 2-es 10-szer fordul elö, a 3-as 20-szor 
és az 5-ös is 20-szor. Határozzátok meg a számtani kozéparányosukat!

799. Mennyivel egyenlö a 0-tól 99-ig terjedö természetes számok számtani 
kozéparányosa?

800. Határozzátok meg a minta móduszát, mediánját és átlagát:
a) 2, 3, 4, 4, 6, 6, 6, 7, 7, 8;
b) 12, 17, 11, 13, 14, 15, 15, 16, 13, 13!

801. Az alábbi táblázatban egy iskola tanárainak évek szerinti 
munkaviszonya van feltüntetve.

Munkaviszony
években

1 2 3 7 10 12 13 14 17 18 21 26

Tanárok
száma 1 3 2 1 3 4 1 2 3 2 1 XJ

Határozzátok meg az adatminta móduszát, mediánját és átlagát!
802. Az osztály tanulói dolgozatot írtak algebrából. Közülük 4 diák 

négyes osztályzatot kapott, 16 hármast, 12 kettest és 3 egyest. 
Foglaljátok táblázatba az adatokat és rajzoljatok a felhasználásukkal 
kör- és oszlopdiagramot!

Ş> 803. Miután meghatározták 50 nö felsoruházatának a méreteit, a kapott 
adatokat az alábbi táblázatba írták.

50 44 50 48 54 46 52 48 54 52

48 48 52 50 46 50 54 48 56 50

52 48 42 56 50 48 50 46 54 48

46 46 48 48 52 48 56 50 •52 46

52 48 50 54 50 50 54 44.
»rw mam i m un

58 46

Készítsetek gyakorisági táblázatot, és rajzoljátok meg a megfelelö 
hisztogramot!

804. Hogy megtudják, hány darab és milyen méretü sapkát kell varmi, 
35 kiválasztott katonaiskolai nôvendék fejének a kerületét mérték 
meg centiméterekben.
Az alábbi adatokat kapták.
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Meret 53 54 55 56 57 58 59

Katonak 
iskoläsok szäma 1 7 10 12 3 1 1

Keszitsetek el a megfelelö hisztogramot, es szämitsätok ki a minta 
centralis tendenciäjät! Hatärozzätok meg az adott minta minden 
ertekenek relativ gyakorisägät!

(  B SZint )

2> 805. Miutän megkerdeztek 60 ferfit a cipömeretükröl, a välaszokat az 
aläbbi täbläzatba foglaltäk össze.

27,5 28 25,5 28 29 28,5 26 28 27,5 29,5 26,5 30,5

26,5 27,5 29,5 27,5 26 30 27,5 27 29 27 28,5 27,5

29,5 25,5 27 28,5 28 27 28 25 26 28 30 27

27 28,5 29 26 26,5 28,5 26,5 27,5 28 29 ,5 26,5 29

28 27,5 28,5 27,5 29 27 28 29 27 26,5 28,5 27,5

Az adatok alapjän szerkesszetek gyakorisägi täbläzatot, es keszitsetek 
el a megfelelö hisztogramot! Hatärozzätok meg a minta minden 
ertekenek gyakorisägät es relativ gyakorisägät!

806. A tornaörän 11 kilencedik osztälyos läny magasugräsban a 
következö eredmenyeket erte el: 90 cm, 125 cm, 125, cm, 130 cm, 
130 cm, 135 cm, 135 cm, 135 cm, 135 cm, 140 cm, 140 cm. Melyik 
eredmeny jellemzi legjobban a länyok fizikai felkeszültseget?

807. A matematikai olimpiän hat tanulö a feladatok megoldäsäval 3 
pontnäl kevesebbet szerzett, 10 tanulö 3-töl 6 pontig, harmincket 
tanulö 7-töl 9-ig, negyvenöt tanulö 10-töl 12-ig, tizenhet tanulö 
13-töl 15-ig, nyolc tanulö 16-töl 18-ig, öt tanulö pedig 18 pont fölött 
teljesitett. Keszitsetek az eredmenyek alapjän gyakorisägi täbläzatot, 
szerkesszetek megfelelö hisztogramot!

2> 808. Annak kideritese erdekeben, hogy milyen gyakran fordulnak elö 
magänhangzök az ukrän nyelvben, szämoljätok meg, häny 
magänhangzöt jelölö betü talälhatö a különbözö szövegekben. Tarasz
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Sevcsenko Zapovit cimü müveben megszämoltäk a magänhangzokat, 
es a kapott adatokat az aläbbi täbläzatba jegyeztek be (az öt vonäs 
4Hf az 5-ös szämot jelöli). Szerkesszetek a täbläzat alapjän 
hisztogramot! Hatärozzätok meg a betühalmaz centralis tendenciäjät! 
Keressetek hasonlö terjedelmü fizikai, kemiai, törtenelmi, matema- 
tikai szöveget, es az ugyanolyan összetetelü magänhangzökeszlet 
alapjän ällapitsätok meg, hogy megmarad-e a meghatärozott 
tendencia!

a m  m  m  m 20

e m  m  m  m  im 24

e II 2

H W  M  M  m  II 22

i m  w  m  m  i 21

i llll 4

0 48

y m  m  m 15

K) m 5

H M  II 7

809. Egy pekseg kilös kenyereket süt. A sütöüzemben tartott ellenörzeskor 
kiderült, hogy szäz kenyer közül az elöirt 1 kg-näl häromnak 
31-40 grammal kevesebb a tömege, tizenötnek 21-30 grammal, 
hüsznak 11-20 grammal, harmincnak 1-10 grammal; tizenhet 
kenyernek ugyanakkor 1-9 grammal, kettönek 10-19 grammal 
nagyobb volt 1 kg-näl a tömege. Rajzoljatok gyakorisägi diagramot, 
es keszitsetek megfelelö hisztogramot!

S> 810. Harminc talälomra kivälasztott üzlet napi bevetele (1000 hrivnyäban 
kifejezve) a következö.

42 24 49 76 45 27 39 21 58 40

28 78 44 66 20 62 70 81 7 68

99 76 63 87 65 104 46 20 72 93
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Keszitsetek 5 intervallumos gyakorisagi tablazatot, es rajzoljatok 
megfelelo hisztogramot!

«=► Ismetlo gyakorlatok

811. Oldjatok meg az egyenlotlensegeket:

a)
x + 1 
j t - 3 <0; b) x + 4 

x  -  5 >0;

c> TTf s 3 ;  d> T 7T 2£7!
812. Szaz elso evfolyamos egyetemista koziil 60 tanul angolt, 

30 nemetet, 10 franciat. Hatarozzatok meg annak valosziniiseget, 
hogy az evfolyam talalomra kivalasztott diakja nemetet vagy angolt 
tanul!

813. Adva vannak a kovetkezo kozelito ertekek: a = 1,83 • 106 es 
c = 5,36 • 107.
A becsles szabalyanak felhasznalasaval szamitsatok ki a kifejezesek 
erteket:
a)a + c; b) ac; c) c - a \

814. Az aluminium suriisege 2,7 • 103 kg/m3. Hatarozzatok meg a tomeget 
annak az aluminium-kockanak, amelynek ele:
a) 0,2 m; b) 10 3 m; c) 2,5 • 10 2dm!

815. Hieron kiraly aranybol es eziistbol kesziilt koronaja 10 kg-ot nyomott. 
A vizben a sulya 99,55%-a a levegon mert sulyanak. Tudva azt,

9hogy 1 kg arany a vizben — kg-ot veszit a sulyabol, az eziist pedig

a levegon mert sulyanak 9 p  %-at, szamitsatok ki, mennyi aranyat 

es mennyi eziistot hasznalt fel az otvos a korona elkeszitesehez!
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OLDJÁTOK MEG ÓNÁLLÓAN A FELADATOKAT!

I. v á l t o z a t

Io. Adva van a kóvetkezo minta: 7, 5,4, 6, 3,4, 7, 3, 8, 5, 5, 6, 6, 5. 
Határozzátok meg a minta móduszát, mediánját és átlagát! 
Készítsétek el a megfeleló hisztogramot!

2*. A termék árát elószor 10%-kal emelték, majd 20%-kal 
csókkentették. Hogyan és hány százalékkal változott a termék 
ára a két átárazás kovetkeztében?

II. v á 11 o z a t

Io. Adva van a kóvetkezo minta: 1,1,3, 3, 5,4,4,2, 3, 6,3,4, 5,6, 7. 
Határozzátok meg a minta móduszát, mediánját és átlagát! 
Készítsétek el a megfeleló hisztogramot!

2 \ A betétes 1000 hrivnyát tett be a bankba 17%-os éves kamatra 
(kamatos kamatra). Hány hrivnya kamatot kell felszámolnia a 
banknak a betét után 3 év múlva?

III. v á l t o z a t

Io. Adva van a kóvetkezo minta: 3, 2, 3, 5,4, 7, 6, 3,4, 5, 5,4, 6, 3.
Határozzátok meg a minta móduszát, mediánját és átlagát! 
Készítsétek el a megfeleló hisztogramot!

2*. Mennyi 10 százalékos és 30 százalékos savoldatot kell 
ósszekevemi, hogy 8 kg 15 százalékos oldatot kapjunk?

IV. v á 11 o z a t

Io. Adva van a kóvetkezo minta: 6, 5, 8,4, 8, 9, 7, 5, 5, 7, 6, 7, 7, 6.

Határozzátok meg a minta móduszát, mediánját és átlagát! 
Készítsétek el a megfeleló hisztogramot!

2*. A termék árát elószor 20%-kal csókkentették, majd 10%-kal 
nóvelték. Hogyan és hány százalékkal változott a termék ára a 
két átárazás kovetkeztében?

V_____________________________________________________________ /
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A FEJEZET TARTALMÂNAK ÖSSZEFOGLALÂSA

A modeli speciâlisan elkeszitett objektum, amely tükrözi az 
eredeti târgy tulajdonsâgait (fr. modele -  mâsolat, mintadarab). A 
matematikai modelleket fuggvenyek, egyenletek, egyenlötlensegek 
vagy ezek rendszerei kepezik.

Sok alkalmazott matematikai feladat megoldâsa kamatszämitäsra, 
valöszinüseg-szämitäsra, statisztikai adatok elemzesere vezethetö 
vissza.

A szâzalek egy szäzadresz: 1% = 0,01. A legegyszerübb 
szâzalekszâmitâsok: a kamatszâmitâs es szäzalekaräny-szämitäs.

A kamatos kamat keplete:

Veletlen esemeny olyan esemeny, amely elöfordulhat vagy 
elmaradhat.

Ha n szämü kiserletböl X  esemeny m alkalommal következik

be, akkor az ^  tört hatärozza meg X  esemeny relativ elöforduläsi

gyakorisägät. Az a szäm, amely körül az esemeny relativ elöforduläsi 
gyakorisäga mozog, hatärozza meg az esemeny valöszinüseget, 
es P betüvel jelölik (az angol probability -  valöszinüseg szö 
nyomän).

A matematikai statisztika az alkalmazott matematikänak a 
tömeges jelensegek mennyisegi jellemzöivel foglalkozö äga. A 
statisztikai adatokat leggyakrabban mintavetellel -  megfigyelesek 
fuggetlen eredmenyeinek veges halmazäval -  hatärozzäk meg. A 
mintät rendezik, gyakorisägi täbläzatba foglaljäk, amelynek alapjän 
megfelelö diagramot vagy hisztogramot szerkesztenek.

A minta centrälis tendenciäjänak meröszämai:
a) ätlag -  a minta összes ertekeinek szämtani közeparänyosa;

I b) modusz -  a mintäban leggyakrabban elöfordulö ertek;
c) median -  a minta ertekeinek rendezett halmazät ketfele 

vägö ertek.
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Az alkalmazott matematika tobb ezer eve letezik. Az okori 
Egyiptomban a tudosok foglalkoztak a mezok teriiletenek, az 
epiiletek terfogatanak szamitasaival. Ez alkalmazott matematika volt. 
Az elmeleti (tiszta) matematika csak az i. e. V-IV. szazadban kezdett 
kialakulni az okori Gorogorszagban.

Az egyes matematikai modelleket a tudosok meg az okorban 
alkalmaztak. A matematikai modell es matematikai modellezes 
fogalmakat csak a XX. szazadban kezdtek el szeles korben 
alkalmazni a kibemetika fejlodesevel parhuzamosan.

A szazalek  fogalmat korabban kizarolag a penziigyi 
szamitasokban alkalmaztak a kamat jelolesere. Ezt a 
kovetkezokeppen fogalmaztak meg: „A kamat a meghatarozott idore 
betetbe helyezett minden szaz rubel utan jaro nyereseg.” A „toke” 
fogalmat L. Pisano vezette be, mig a „%” jel a XV. szazadi italiai 
munkakban jelenik meg eloszor. A kamatos kamat szamitasaval 
kapcsolatos elso tablazatot S. Stevin (1548-1620) nemetalfoldi 
matematikus alkalmazta a XVI. szazadban. 6  alkalmazta elsokent 
a tizedes torteket Europaban.

A mennyisegek kozelito ertekeivel a tudosok mar 2 000 evvel 
ezelott foglalkoztak. A kozelito szamitasok tudomanyos elmeletet 
a XX. szazadban alkottak meg. Megalapozoja az orosz O. M. Krilov 
(1863-1945) matematikus es hajoepito memok volt.

A veletlen esemenyek egyes tulajdonsagait L. Pacioli (1445— 
1514) es D. Cardano (1501-1576) fedeztek fel a szerencsejatekok 
kutatasa kozben.

A valoszinuseg-elmeletet mint matematikai agat P. Fermat 
(1601-1665) es B. Pascal (1623 -1662) francia tudosok alkottak 
meg.

A statisztikai adatok gyujteset es elemzeset az emberiseg regen 
kezdte. Kinaban nepszamlalasokat mar tobb mint 4 ezer evvel ezelott 
tartottak. A Kijevi Ruszban 1245-ben volt nepszamlalas.

Jelentos mertekben hozzajarult a matematikai statisztika fejlodese- 
hez W. Petty, A. Moivre, L. Euler, J. Bernoulli, P. Laplace, S. Poisson.
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Az Orosz Birodalomban a XIX. szazadban a statisztikai 
problemakkal olyan ukran tudosok is foglalkoztak, mint V. J. Bunya- 
kovszkij es M. V. Osztrogradszkij.

M. V. O sztrogradszkij a Poltava 
kornyeki Pasenna faluban sziiletett, 
tanulmanyait a Poltavai Gimnaziumban 
kezdte, majd a Harkivi Egyetemen es 
Parizsban folytatta; tagja volt az Orosz 
Akademianak, a Turini Akademianak, a 
Romai Akademianak, az Amerikai 
Tudomanyos Akademianak, levelezo tagja 
volt a Parizsi Akademianak.

Osztrogradszkij alapveto eredme- 
nyeket ert el a matematikai analizis, az 
elmeleti mechanika, a valosziniiseg- 
elmelet, a matematikai fizika, a ballisztika, a hotan teren. Megirta az 
Egi mechanika cimii tankonyvet. Sok figyelmet szentelt a kozelito 
szamitas es szazalekszamitas elmeletenek. Kidolgozta az aruselejtezes 
statisztikai modszeret.

Osztrogradszkijnak emlekmiive van 
Poltavaban.

Az alkalm azott matematika fej- 
lodeseben jelentos szerepet jatszott 
M. P. Kravcsuk.

A volinyi Csovnica kozsegben szille- 
tett, a lucki gimnazium elvegzese utan a 
Kijevi Egyetemen szerzett diplomat.
1925-ben professzori cimet kapott,
1929-tol az Osszukrajnai Tudomanyos 
Akademia tagja, annak tudomanyos 
titkara, a statisztikai bizottsag vezetoje.
1938-ban a kommunista rendszer koholt 
vadak alapjan elitelte. Kolimaban halt meg.

Kravcsuknak emlekmuvet allitottak Kijevben.

M. P. Kravcsuk 
(1892-1942)

M. V. Osztrogradszkij 
(1801-1862)
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FELKESZULES A TEMAISMERETI ERTEKELESRE

3. sz. tesztfeladat
1. A bank 15% eves kamatot fizet a beteteseinek. Mennyi penzt kell a 

bankba betenni, hogy egy ev mulva 3000 hrivnya nyereseg 
kepzodjon:
a) 10 000 hrivnya; b) 20 000 hrivnya;
c) 30 000 hrivnya; d) 45 000 hrivnya?

2. Az 1 es 20 kozotti egesz szamok koziil megneveznek egyet. Mekkora 
a valosziniisege annak, hogy ez a szam 20 osztoja lesz:
a) 0,3; b) 0,4; c) 0,5; d) 0,6?

3. A -10 < x < 40 intervallumba tartozo valamennyi egesz szam 
szamtani kozeparanyosa:
a) 10; b) 15; c) 20; d) 30.

4. Oktober elso tiz napja soran a reggel 7 orakor mert homer- 
seklet: 6 °C, 8 °C, 8 °C, 7 °C, 5 °C, 8 °C, 6 °C, 7 °C, 8 °C, 8 °C. 
Hatarozzatok meg a minta moduszat:
a) 7 °C; b) 6 °C; c) 8 °C; d) 5 °C!

5. Hatarozzatok meg az 1,7, 5, 7, 3, 7, 1, 8, 3 minta medianjat:
a) 1; b) 7; c) 5; d)3!

6. A cirkusz porondja teriiletenek kiszamitasahoz hasznalt matematikai 
modell keplete:
a)S  = R2; b) C = 2nR\ c )S  = nR2; d )C  = 4R.

7. Milyen lesz az oldat koncentracioja, ha 5 kg vizhez 560 g sot adnak 
hozza:
a) 17%; b) 1 %; c) 11 %; d) 16% ?

8. Hany szazalekkal valtozik a nullatol kiilonbozo kifejezes erteke, ha 
azt haromszorosara novelik:
a) 100%-kal; b) 200%-kal; c) 300%-kal; d) 400%-kal?

9. A zacskobol kivettek a benne levo mogyoro felet, majd a maradek 
felet, majd annak is a felet, vegiil az utolso maradek felet. Ezt 
kovetoen a zacskoban 5 mogyoro maradt. Hany mogyoro volt 
eredetileg a zacskoban:
a) 80; b) 40; c) 75; d) 60?

10. A sakkozo elvesztett egy sakkfigurat. Mekkora a valosziniisege
annak, hogy ez a figura a bastya: 
a) 0,5; b) 0,025; c) 0,0625; d) 0,125?
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Típusfeladatok a 3. sz. do gozathoz

Io. A dobozban 20 kék papírba és 80 piros papírba csomagolt csoko- 
ládé van. Mekkora a valószínüsége annak, hogy a dobozból találomra 
kivett csokoládé kék csomagolású lesz?

2o. Afrika területe 30 065 000 km2 vagy 20,3%-a a szárazfoldnek. 
Határozzátok meg a szárazfold területét!

3o. A betétes 5000 hrivnyát tett be a bankba 14%-os kamatra. 
Mennyi pénze lesz a betétesnek 3 év múlva, ha nem veszi ki a 
kamatokat?

4*. Oldjátok meg a feladatot vázlat és egyenlet alakú matematikai 
modeli készítésével! A 90 m hosszú drótot két részre vágták oly módon, 
hogy a második rész háromszor hosszabb, mint az elsö. Határozzátok 
meg mind a két rész hosszát!

5o. Határozzátok meg a 7, 5, 3, 7, 6, 7, 4, 6, 8, 5 minia móduszát, 
mediánját és átlagát!

6*. 100 000 lottószelvényre 662 nyeremény jut. Ebböl 2 -  5 000 
hrivnya, 1 0 -  1 000 hrivnya, 50 -  200 hrivnya, 1000 -  50 hrivnya, 
500 -  10 hrivnya. A többi szelvény nem nyerö. Határozzátok meg, 
mekkora a valószínüsége annak, hogy egy szelvénnyel 200 hrivnya 
fölötti nyereményt visznek el!

7*. Az áprilisban eladott repülöjegyek mennyiségének elemzésével 
a következö adatokat kapták:

57 55 60 46 55 54 57 54 49 52
51 65 60 56 45 59 53 61 47 42
47 58 56 53 59 64 49 58 59 63
Készítsetek gyakorisági táblázatot és megfelelö hisztogramot! 

Számítsátok ki a minta centrális tendenciáját!
8**. Az alma iránti kereslet a kereskedelmi hálózatban a következö 

egyenlettel írható le: Q.  = 3 500 -  100P, az árukínálat egyenlete 
pedig Qs = 1 000 + 250P, ahoi Q az egy nap alatt eladott 
vagy vásárolt kilók száma; P  az ár hrivnyában. Határozzátok meg: 
a) a piac egyensúlyi paramétereit; b) hiány vagy túlkínálat lesz-e a 
piacon, ha 1 kg alma ára 5 hrivnya!

9”. Határozzátok meg az a2 -  nr2 kifejezés közelitö értékét 
századnyi pontossággal, ha a ~ 10,45 cm és r ~ 2,73 cm!
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A sorozat -  meghatärozott 
rcndben elhelyezkedö objektu- 
mok halmaza. Ha a sorozat tag- 
jai szämok, akkor szämso- 
rozatrol van szö. A szämso- 
rozatok legegyszerübb es leg- 
fontosabb peldäi a szämtani es 
a mertani sorozatok.

A fejezet fö temäi:

• sorozat;
• szämtani sorozat;
• mertani sorozat;
• összegszämitäsi 

feiadatok.

A SOROZAT FOGALMA

Kepzeljük el, hogy egymäs utän fei van irva az összes päros termeszetes 
szäm:

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, ... .

Ez a szämsor a päros termeszetes szämok sorozata. A 2-es szäm a 
sorozat elsö, a 4 a mäsodik, a 6 a harmadik, a 20 a tizedik tagja.

Nehäny toväbbi pelda:
1, 2, 3, 4, 5, ... -  a termeszetes szämok sorozata;
1, 3, 5, 7, 9, ... -  a päratlan termeszetes szämok sorozata;
, 1 1 1 1

2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 -  a termeszetes szämok reciprokainak a sorozata.

Egy sorozat lehet veges vagy vegtelen. Veges peldäul az egyjegyü 
termeszetes szämok sorozata:

1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

A termeszetes szämok sorozata viszont vegtelen. A vegtelen sorozatok 
elsö nehäny tagja utän härmas pontot tesznek.

A päros termeszetes szämok sorozatänak elsö, mäsodik, harmadik tagja
2,4, 6. Ez igy irhatö fei: ax = 2,a2 = 4, a. = 6. De vajon mennyivel egyenlö 
az «-edik tag, az a l  Mivel a päros termeszetes szämok mindegyik 
tagja sorszämänak a ketszerese, ezert az «-edik tagja 2«-nel egyenlö, azaz

a = 2 n.n
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Ez a keplet a päros termeszetes szämok sorozatänak ältalänos tagjät 
jelöli.

A päratlan termeszetes szämok sorozata /7-edik tagjänak keplete:

a = 2 » —l.n

Ez a keplet a lineäris függvenyt megadoy = 2jc -  1 kepletre hasonlit. 
A különbseg az, hogy az utöbbiban az x vältozö bärmilyen valös 
szäm lehet, mig az a/t = 2n -  1 kepletben az n vältozö csak 
termeszetes ertekeket vehet fei. A sorozat minden tagja valamely 
termeszetes szämnak -  a sorozattag sorszämänak -  felel meg. Ezert 
a  s z ä m s o r o z a t  -  a z  ö s s z e s  s z ä m  t e r m e s z e t e s  h a l m a z ä n  v a g y  

a z  e l s ö  n t e r m e s z e t e s  s z ä m  h a l m a z ä n  m e g a d o t t  f ü g g v e n y .  Ha a 
függveny az összes termeszetes szäm halmazän van megadva, 
akkor vegtelen szämsorozatot kapunk; ha a függveny az elsö n 
termeszetes szäm halmazän van megadva, akkor ez olyan veges 
szämsorozat lesz, amelyben a tagok szäma /7-nel egyenlö.

Ha ismerjük egy sorozat /7-edik tagjänak kepletet, akkor 
könnyen kiszämithatö bärmelyik tagja. Felirjuk annak a sorozatnak 
az elsö nehäny tagjät, melynek /7-edik tagja an = n2 + 2. Ha az n 
vältozö az 1, 2, 3, 4, 5, ... ertekeket veszi fei, akkor a sorozat 
elsö tagjai:

3, 6, 11, 18, 27,38,51, ... .

Ennek a sorozatnak az ezredik tagja:

¿71000= 10002 + 2 = 1 000 002.

Sokkal nehezebb a forditott feladat megoldäsa, azaz a sorozat 
/7-edik tagjänak meghatärozäsa. Peldäul a 2,3,5,7,11,13, ... primszämsor 
/7-edik tagjänak keplete a mai napig nem ismert, jöllehet a matematikusok 
mär több mint 2 000 eve keresik.

Egy sorozatot nem hatäroznak meg egyertelmüen az elsö tagjai. Peldäul 
nagyon sok olyan sorozat van, melynek az elsö tagjai: 2, 4, 6, 8. Az ilyen 
elsö tagok sorozatänak /7-edik tagjai:

an = 2/7 es a cn = 2n + {n -  l)(/7 -  2)(« -  3)(/7 -  4).

Az a. es az a. ^ , egy sorozat szomszedos tagjai. Az a. tag az a .+ , 
tagot megelö'zi es ertelemszerüen az a. +, tag az a. tagot követi.
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A sorozatot nóvekvónek nevezzük, ha bármelyik tagja a 
LlL/ másodiktól kezdódóen nagyobb az ót megelózónél. A 

sorozatot csókkenónek  vagy fogyónak nevezzük, ha 
bármelyik tagja a másodiktól kezdódóen kisebb az
elózónél.

M e g j e g y z é s .  Olyan sorozatok is elófor- 
dulnak, melyek tagjai külónbózó kifejezések, 
fíiggvények, esetleg mértani alakzatok. Ebben a 
vonatkozásban említhetó a hónapok vagy a hét 
napjainak sora, egy szóban a betü vagy listában a 
nevek, vonatszerelvényben a vagonok sorozata.

Az ember kezén az ujjak is bizonyos sorban 
kóvetik egymást: hüvelyk, mutató, kózépsó, 
gyürüs és kisujj (131. ábra). A vonalkódokban a 
vonalak is meghatározott sorrendben kóvetkeznek 
egymás után. Mit jelólnek ezek? Mi célból 
készítik oket?

A továbbiakban számsorozatokról vagy -  
róviden -  sorozatokról fogunk beszélni. 131. ábra

@ A számsorozatokat gyakran rekurziós-képletekkel (lat. recur- 
rentis- visszatéró) adják meg. A képletet rekurziósnak nevezik, 

ha megmutatja, hogyan fejezhetó ki a sorozat bármely tagja néhány 
megelózó tagja révén.

Például az an; +, = an + an+l rekurziós-képlet bizonyítja, hogy a harma- 
diktól kezdódóen a sorozat minden tagja megelózó két tagjának az 
ósszegével egyenló. Egy képlettel nem határozható meg az egész 
sorozat, mert ismeretlen az elsó két tagja. Ha a képleten kívül fel van 
tüntetve a sorozat elsó két tagja is, akkor az teljesen megadottnak 
tekinthetó.

Adjunk meg rekurziós-képletekkel egy olyan sorozatot, amelynek 
az elsó és második tagja egy, minden kóvetkezó tagja pedig a két 
megelózó tag ósszegével egyenló. Ez a sorozat a kóvetkezó 
egyenlóségekkel adható meg:

a = \ , a  = \ ,a  M =a + a .1 7 2 ’ n + 2 n n + 1

A képlet felhasználásával fokozatosan meghatározható a sorozat 
harmadik, negyedik és tóbbi tagja:

a3 = ax + = 1 + 1 = 2,
a4 = a2 + ay = 1 + 2 = 3, 
a5 = a¡ + a4 = 2 + 3 = 5, ...
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Adva van a következö sorozat: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 ,....
Ezt Fibonacci-féle sorozatnak nevezziik, mivel Leonardo Pisano 

(Fibonacci) Könyv az abakuszról címü müvében (1202) azt elsôként 
vizsgálta és foglalta össze tulajdonságait.

Az adott sorozat /7-edik tagjának mint az n függvényének a képletét 
csak a XIX. században találta meg J. Binet (lásd a 840. feladatot).

fÜJj Ellenorizzétek magatokat!

1. Mondjatok példákat számsorozatokra!
I 2. Fogalmazzátok meg, mi a számsorozat!
» 3. Milyenek lehetnek a számsorozatok?
" 4. Milyen számsorozatokat neveznek végeseknek?

5. Milyen számsorozatokat neveznek növekedöknek? Milyeneket 
* fogyóknak?
» 6. Nevezzétek meg a következö sorozatok elsö öt tagját: a) páros 
! számok; b) páratlan számok!

Oldjuk meg együtt!

1. Folytassátok a természetes számok négyzeteinek sorozatát:
1,4, 9, 16, 25 ,... !

J  M e g o l d á s .  Az adott sorozat minden tagja sorszámának 
négyzetével, így az elsö az 1 -es szám négyzetével, a második a 2-es szám 
négyzetével egyenlö. Ezért a hatodik tag 62-tel, a hetedik 72-tel, a nyolcadik 
82-tel egyenlö. Vagyis a következö sorozatöt kapjuk:

1,4, 9, 16, 25,36, 49, 64 ,81 ,....
2. Határozzátok meg a sorozat következö képlettel megadott 

negyvenedik tagját:
a) an = 3 n -  2; b)an = (-l)n; c) an = n -  (—l)" 3!

J  M e g o l d á s .  a) a4 = 3 - 40 — 2 =  120 — 2 = 118; •
b) a4o= ( - i)40 = i;
c) a4i) = 4 0 - ( -1  )37 = 40 + 1 =41.
F e l e l e t .  a) 118; b) 1; c )41.
3. Melyik tagtól kezdödöen nagyobb 100-nál a cn = n2 + n képlettel 

megadott sorozat valamennyi tagja?
J  M e g o 1 d á s. Ha n2 + n > 100, akkor n2 + n -  100 > 0.
Megoldjuk a másodfokú egyenlotlenséget.
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D = 1 + 400. Mivel n természetes, tehát pozitív értékeirôl van szó és az

n = —1 = 9,5 gyök pozitív, ezért a feltételt kielégíto sorszámnak

9-nél nagyobbnak kell lennie.
F e 1 e 1 e t. A tizedik tagtól kezdödöen.
4. Határozzátok meg, hogy növekedö vagy fogyó-e az a = 1 -  2n2 

képlettel megadott sorozat!
J  M e g o l d á s .  Vegyük a sorozat tetszöleges, egymást követö két 

tagját, majd határozzuk meg a külonbségüket és annak elôjelét:
ap= \- 2 p 2; ap + ] = \ - 2 ( p  + l)2; 

ap+ - a p= \ - 2 ( p  + 1)2-(1  - 2 p2) =

= 1 -  2p2 -  4/? — 2 -  1 + 2p2 = -  (4/? + 2).

Természetes p  érték esetében a 4p + 2 kifejezés csak pozitív értékeket 
vesz fel. Ezért ap+ x -  ap < 0 valamennyi természetes p esetén. Vagyis 
bármelyp sorszám esetében teljesül azap+i<ap feltétel. Az adott sorozat 
fogyó, mert minden következö tagja kisebb az öt megelôzônél.

F e 1 e 1 e t. A sorozat fogyó.

f * *  Oldjátok meg szóban!

816. Nevezzétek meg a természetes számok reciprokaiból álló sorozat 
elsö 5 tagját!

817. Nevezzétek meg a prímszámok sorozatának elsö 5 tagját!
818. Folytassátok a természetes számok sorozatát:

a) amely 3-mal osztható: 3, 6, 9, 12,... ;
b) amely 5-tel osztható: 5, 10, 15,...;
c) amely 3-mal nem osztható: 1, 2, 4, 5, 7,...;
d) amelynek minden tagja 3-mal nagyobb az öt megelôzônél:
1 4  7  !

819. Vizsgáljátok meg a sorozatokat:
a) 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729, 2187,... ;
b) 1,-1, 1,-1, 1,-1, 1 ,-1 ,...;
c) 5, 55, 555, 5555, 55555, 555555,... !
Mindegyik sorozat esetében mutassátok meg a következö tagokat: 
a) második, ötödik és hetedik; b) a harmadik után következöt;
c) a hetediket megelözöt; 4) a második és a hatodik között állókat!
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820. A z x }, x2, xv x4, . . . ,x n, ... sorozat melyik tagja:
a) következik az *3, xv x39, xm, xn+l, x3n után;
b) all az x5, x7p x x n +p x3n clott?

szint ÿ

821. Véges vagy végtelen:
a) a prímszámok sorozata;
b) a természetes számokkal ellentett számok sorozata;
c) a 10 nevezöjü valós törtek sorozata;
d) a 10 nevezöjü âltörtek sorozata;
e) a 10 számlálójú valós törtek sorozata;
f) a 10 számlálójú âltörtek sorozata;
g) kétjegyü számok sorozata;
h) a 7T szâm tizedesvesszöje után álló számjegyek sorozata? 
irjátok ki mindegyik sorozat elsö öt tagjât!

822. Irjátok fel annak a sorozatnak az elsö öt tagjât, amelynek «-edik 
tagja a következö képletekkel adható meg:
a)an = 2 (n - \) ;  b)*w=12; c)yn = 3« + (-1)";
d)bn= \ - n 2; e) cn= 2«2; f )zn = 1+ (-1)"!

823. A sorozat az an = 2n + 3 képlettel van megadva. Határozzátok meg:
a)tf3; b )a6; , c) a 15; d) ¿?100!

824. Irjátok fel az alábbi képletekkel megadott sorozatok hét elsö tagját:
a) an = 3« -  2; b) ar: = n2 + 1 ;
c )a t = 2 -5 n ;  d ) a ¡ = n2- n \

825. Irjátok fel a természetes számok négyzeteibôl álló sorozat néhány 
elsö tagját! Melyik az w-edik tagja?

826. irjátok fel a természetes számok köbeiböl álló .sorozat néhány elsö 
tagját! Melyik az «-edik tagja?

827. irjátok fel a 3-mal osztható természetes számok sonozatának néhány 
elsö tagját! Határozzátok meg a negyvenedik tagját!

828. irjátok fel annak a sorozatnak néhány elsö tagját, amelynek «-edik 
tagja an = n2 -  1 ! Határozzátok meg a következöket: aw, a20, am \

829. irjátok fel az alábbi képletekkel megadott véges sorozatokat:
a) ar¡ = 4« -  3, ahoi 1 < « < 8;

b) b = —T7, ahoi 1 < « < 10;7 » n + 1
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c) cn = n2 + 2 n, ahol 1 <n<  8;
d) yn = 2" +1, ahol 1 < « < 7 !

830. Határozzátok meg az alábbi képletekkel megadott sorozatok 
harmincadik tagját:

831. Adva van egy sorozat, amelynek «-edik tagja an = 5n + 8. Mennyivel 
nagyobb a huszadik tagja a tizenkilencediknél?

832. Adva van egy sorozat, amelynek «-edik tagja an = n • 3". Mennyivel 
nagyobb a tizenkilencedik tagja a tizennyolcadiknál?

833. Határozzátok meg annak a sorozatnak a hatodik, nyolcadik és tizedik 
tagját, amelynek az «-edik tagja bn = 2”!

834. Igaz-e, hogy az an = 5n -  3 annak a természetes számokból álló 
sorozat «-edik tagjának a képlete, amelyek 5-tel való osztása után 
2 marad?

835. írjátok fel a természetes számok azon sorozata rc-edik tagjának 
képletét, amelyek 7-tel való osztása után 3 marad!.

836. A sorozat elsó tagja 7-tel egyenló és minden ezután kóvetkezó tag
2- vel nagyobb a megelózónél. Irjátok fel néhány elsó tagját!

837. A sorozat elsó tagja 5-tel egyenló és minden ezután kóvetkezó tag
3- mal kisebb az ót megelózónél. Irjátok fel néhány elsó tagját! 
Nóvekedó vagy fogyó ez a sorozat?

838. Az 1,3, 6, 10, 15, ... sorozatot háromszógszámoknak nevezik 
(132. ábra). írjátok fel a sorozat további 4 egymást kóvetó tagját!

a) an = 2n + 7; 
c) cm = (-!)" + 3;

b) bn = 2n2 -  «;
d)jc”=0,5«(«+ 1)!

132. ábra

CiL s2*n*
839. írjátok fel annak a sorozatnak az elsó ót tagját, amely a kóvetkezó 

rekurziós-képlettel van megadva:
a) a, = 2, a . = -2a  ;' 1 ’ n + 1
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ş> 840. A Fibonacci-féle számsorozat a. =  \ .  = 1, úr , = <2 , + a
rekurziós-képlettel vagy az /7-edik tag képletével van megadva:

Határozzátok meg két módszerrel a sorozat elsö öt tagját, és 
hasonlítsátok össze öket!

841. Az av av av a4, ... sorozat olyan, amely minden természetes i 
szám esetében a ] = -5  és aj + l -  a. = 3. Határozzátok meg a 
következöket: a2, a5, aw\

3> 842. Hányadik tagtól kezdödöen lesz az alábbi sorozat minden tagja:
a) a/t = 3 « + l  nagyobb 50-nél;
b) cn = n2 -  5 nagyobb 220-nál;
c) xn = 200 -  3n kisebb 12-nél;
d) bn = n2 - n  nem kisebb 110-nél;

e) an = nem nagyobb 1,01 -nál?

843. Az alábbi sorozatok mely tagjai esetében:
a) an = 3 n -  5 nagyobb 40-nél, de kisebb 150-nél;
b) bn = 200 -  2n nagyobb 50-nél, de kisebb 170-nél;
c) cn = 2" + 1 nagyobb 8-nál, de kisebb 30-nál;
d) xn = 4 -  In  nagyobb -  40-nél, de kisebb -10-nél;
e) yn = Jn + 2 nagyobb VTÖ -nél, de kisebb 10-nél?

844. Hány pozitív tagja van az alábbi képletekkel megadott sorozatnak:
a) ait = -3« + 374; b) an = — n2 + 70/7 + 800?

845. Hány negativ tagja van az an -  n2 -  15/7 képlettel megadott 
sorozatnak?

846. Vannak-e az an = In -  2 sorozat tagjai között olyanok, amelyek:
a) 0 számjeggyel végzodnek;
b) 13-mal oszthatók;
c) 2-vel oszthatók, de 3-mal nem oszthatók;
d) 27-tel való osztás után 1 marad?
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847. Adva van két sorozat: an = In  -  1 és cn = 8/i + 3. Határozzátok meg 
k é sp  legkisebb értékeit, amelyek esetében ak = cp\

3> 848. Adva van a 9, 4, 1,0, 1, 4, 9 végtelen sorozat. Határozzátok meg a 
képletét!

Ismertessétek a sorozat «-edik tagjának egy lehetséges képletét 
(848-850)! Adjátok meg mindegyik sorozatot táblázat és górbe 
alakjában!

849. a) 2, 5, 8,...;
c) 1,-1, 1 ,... ;

e) 0, f , ... ;

b) 2, 4, 8 , . . . ;  
d) 1 , 0 , 1 , . . . ;

» 850. a) 3, 6, 12 ,24,48,...;
c) 0, -2, —4, -6 ,. . . ;

x 1 2 3 4 5
2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’ 6 ’ ’

b) 1,7,31, 127,511,...;
d) -1 , 2, -3 , 4, -5 , ... ;
~ 3 4 5 6 7 
T' 2 ’ 3 » 4 ’ 5 ’ 6 ’

851* írjátok fel azoknak a sorozatoknak két w-edik tagját, amelyek elsó 
tagjai: 1, 3, 5, 7!

852. Bizonyítsátok be, hogy a háromszógszámok sorozat «-edik tagja az 
elsó természetes n számok ósszegével egyenló (lásd a 838. feladatot)!

853. A 0, 2, 0, 2, 0, ... végtelen sorozat olyan, hogy mindegyik két 
szomszédos tagjának ósszege 2-vel egyenló. Igaz-e, hogy «-edik tagja 
a ,=  l + ( - i r ?

854. A sorozat az an -  (-1)" képlettel van megadva. Határozzátok meg az 
elsó: a) száz; b) ezer; c) ezeregy tagjának ósszegét!

855. Rajzoljátok át a fuzetetekbe a 133. 
ábrát, és egészítsétek ki két 
négyzettel oly módon, hogy az 
oldalaik a Fibonacci-féle sorozat 
egy más után kóvetkezó tagjainak 
ósszegével legyen egyenló!

133. ábra
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856. Növekvök vagy csökkenök a következö képletekkel megadott 
sorozatok:
a ) t f = 9 « - 1 0 ;  b)¿> = 10-9« ; c ) c = 5 - « 2; -

\ 3« + 4
e) y*= u n  ’d) X = i  : ;7 " « + 1 ’

Ş> 857. Bizonyítsátok be, hogy az an = 8 a? -  7 sorozat növekvö!

f) z = n2 + 2« -  3?

858. Bizonyítsátok be, hogy az ûf;ı = sorozat csökkenö!

859. Határozzátok meg a sorozatok legnagyobb tagját: 
a) a/t = 6n -  n2 -  5; b) # ( = ~«2 + 2n + 3 !

860. Határozzátok meg annak a sorozatnak a legnagyobb negativ tagját, 
amelynek általános képlete (vagy «-edik tagjának képlete):
a) an = n2 -  35; b) an = 0,25n2 -  10,75 !

3> 861. A -2 0 ,-1 0 ,-5 ,4 , 9 számok közül melyik tagja annak a sorozatnak, 
amelynek «-edik tagja an = 2 n2 - I n ?

862. Melyik sorozatnak tagja a -12 szám:
a) an = ln 2 -  11 ; b) an -  3 -  5«; c) an = 2« -  n2 + 3;
1\ _ n + 1 .d) a = -----; e) a = n -  «2; 0 « 5«2 + 4 o 

1 - 2 n '

<=► Ismétlo gyakorlatok

863. Egy kereskedelmi szervezet 2 500 hrivnyáért két terméket vásárolt, 
amelyek eladásából 40%-os nyereségre tett szert. Mennyit fizetett a 
kereskedelmi szervezet mindegyik termékért, ha az elsó eladása 25%, 
a második 50% nyereséget hozott?

864. Abrázoljátok a fuggvények gorbéit:
a)j> = x2 + 3; b)y = x2-2 ;
c)y  = ( x - 4 ) 2; d)j> = (* + 3)2!

865. Oldjátok meg az egyenletrendszereket:

í* + ,  = 5, r ^ + y  = 25,
[ x ' + y 1 -2x = 15; '  +12 = 0;

lx2 + y 2 =25 
\ ( x - 4 ) 2+ y 2 =9;

\x2+ y2 =25, 
jx 2 +_y2 - 6 x  = 7!
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SZÄMTANI SOROZAT

Adva van egy olyan sorozat, melynek elsö tagja 5, a többi pedig 3-mal 
több az azt megelözö tagnäl:

5,8, 11, 14, 17, 20, 23,26, 29, ... .
Ez egy szämtani sorozat, melynek elsö tagja 5, különbsege pedig 3.

Szämtani sorozatnak nevezzük azt a sorozatot, melyben 
a mäsodiktöl kezdve bärmelyik tag es az azt megelözö 
tag különbsege ällandö. Ezt az adott sorozat eseteben 
ällandö d szämot a szäm tani sorozat különbsegenek  
(differenciäjänak) nevezzük.

Mäskent fogalmazva: az olyan sorozatot, amely megadhatö az £7, =  a, 
a„ + \ = a„ + d rekurziv-kepletekkel (rekurziv mödon), es ahoi n e  TV, £7 e s 
d  adott szämok, szämtani sorozatnak nevezzük.

A szämtani sorozat elsö tagja es differenciäja (különbsege) bärmilyen 
szäm lehet. A szämtani sorozat növekvö, ha a különbsege pozitiv es 
csökkenö, ha a különbsege negativ. Csökkenö szämtani sorozat peldäul: 

11,9, 7, 5,3, 1 , -1 , -3 , . . . .
Ahhoz, hogy megkapjuk a mäsodik tagtöl kezdödöen egy szämtani 

sorozat bärmelyik tagjät, az azt megelözö taghoz hozzä keil adni a d 
különbseget. Ezert, ha a szämtani sorozat elsö tagja a] es a különbsege d, 
akkor a sorozat elsö nehäny tagja:

ß r , ,  ax +  d, £ 7 ,  +  2d, +  3d, +  4d, . . .  ,

vagyis
£7, = £7, + d, £73 = £7j + 2d, £74 = £7j + 3d, £7$ = £7, + 4d, . . . .

Figyeljetek meg, hogy a d  elött ällö együtthatö 1-gyel kisebb a 
sorozat tagjänak sorszämänäl. Akkor viszont ugyanigy felirhatjuk, hogy 
£76 = £7, + 5d, £77 = £7t + 6d es ältalänosan:

an = fl, + (« -  1) d.
Ez a szämtani sorozat 77-edik tagjänak a keplete.

1. pelda. Egy szämtani sorozatban a] = 4, <7= 3. Hatärozzätok meg £720-at!

J  M e g o l d ä s .  £720 = £71 + 19<7=4 + 19-3 = 61.
F e 1 e 1 e t. 61.
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2. példa. Egy számtani sorozatban öt,9 = 8, d = —\. Határozzátok meg
úfj-et!

V  M e g o 1 d á s. öt,9 = öf, + 18¿/, 8 = öf, -  18. Tehát öf, = 26.
F e 1 e 1 e t. 26.

Vizsgáljuk meg a számtani sorozat néhány tulajdonságát!

1. tétel. A számtani sorozat bármely tagja, az elsö tag kivételével, 
két vele szomszédos tag félôsszegével egyenló: a = a/»-i + a»+\ .

B i z o n y í t á s .  A meghatározás szerint d = ai:+, -  a¡f d=  an -  an 

Vagyis a - a  = a -  a ., ahonnan a = .n+  1 n n n -  P  n ¿

A tétel fordítottja is igaz. Bizonyítsátok be onállóan!

2. tétel. A véges számtani sorozat végeitól egyenló távolságra 
lévó két tagjának összege szélso tagjainak ósszegével egyenló
a. + a .. ..= a.+ a .k /i - (A t- l )  1 n

Adva van egy számtani sorozat elsö n tagja:
öf., ö l ,  ö l ,  öf., ... öt „öf -, a ., öf.. P 2’ 3’ 47 n - V  n - 2’ #ı-p n

Adjuk össze az elsö és az utolsó tagot, a második és az utolsö elötti 
tagot, a harmadik és hátulról a harmadik tagot és így tovább. Az eredmény 
mindig ugyanaz. Valóban, mert ha a{+ an = m, akkor:

a2 + a.- i  = (a¡ +d) + (ail- d )  = a ¡ + an = m;
+  "„ -2  =  (o 2 + íí) +  -  rf) =  a 2 +  , =  n»;

aA + a„-> = (“, + d) + (.ai¡_2- d )  = a¡ + aii_1 = m.
Vagyis at + a,. „ . „ - a ,  + a„

m 3, tétel. A véges számtani sorozat tagjainak összege két szélso 
tagja számtani kózepének és tagjai számának a szorzatával

egyenló: Sn = • n.

Legyen S az öf., ö l ,  öf„ a ., ..., öf „ a „ a . a  számtani sorozat n° * / n P  2 ’ 3 ’ 4 5 ’ / j - 3 ’ w -  2 7 / f - 1 ,  n
tagjainak összege.

Ha öf, + öf = m, akkor ö l  + öt = m, a +  a , = m és így tovább. Ezt1 n 7 2 n - 1 ’ 3 n - 2
figyelembe véve tagonként összeadjuk a következö két egyenlôséget:



SZÁMSOROZATOK 223

+ S„ = a i + a 2 + a3+ ' "
S„ = a„ + a„ - ,+ a , -2 + ■■■+ a i + a2 + ai

2S ~ m + m + m + ... + m + m + mn
2 S = mn; 2 S = (a,+ a )  n, ahonnann 1 n v 1 n f  5

E képlet alapján bármely számtani sorozat elso n tagjainak osszege 
meghatározható.

3. példa. Számítsátok ki az 5, 7, 9, ... számtani sorozat elsó húsz 
tagjának ósszegét!

y  M e g o l d á s .  Ebben a sorozatban a } = 5, d = 2. Ezért 
a20 = 5 + 19-2 = 43.

S20 = • 20 = 480.
F e 1 e 1 e t. 480.
A számtani sorozat elsó n tagjának osszege a kóvetkezó képlettel is 

meghatározható:
_  2a, + (/i -  lV  

" 2
Bizonyítsátok be ónállóan!

n.

^ 2^  Tekintsük az y -  0,5jc + 1 képlettel megadott függvényt. A 
gorbéje a 134. ábrán látható. Ha az x argumentumnak csak 

természetes értékeket, vagyis 1, 2, 3, ... adnak, akkor a függvény 
értékei rendre a kóvetkezók lesznek:

1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4; . . . .
Van egy számtani sorozatunk 1,5 elsó taggal és 0,5 külónbséggel. 

Ennek a sorozatnak a 135. ábra felel meg. Általában a természetes

134. ábra 135. ábra
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szämok halmazân meghatarozott iminden y = ax + b függveny olyan 
szämtani sorozat, amelynek elsö tagja a + b, különbsege pedig a. Ezert 
a szämtani sorozatot a termeszetes szämok halmazân megadott 
linearis függvenynek tartjäk.

Ha az ilyen függveny az összes termeszetes szâm halmazân van 
megadva, akkor vegtelen szämtani sorozatröl beszelünk. Ha ez az 
elsö n termeszetes szämok halmazân van meghatârozva, akkor n 
tagböl âllö szämtani sorozatot kapunk.

Ellenörizzetek magatokat!

“ 1. Fogalmazzâtok meg, mi a szämtani sorozat!
> 2. Mit nevezünk a szämtani sorozat különbsegenek (differenciâjânak)?
* 3. Hogyan fejezhetö ki a szämtani sorozat w-edik tagja az elsö tagja es 

^  a különbsege altal?
> 4. Mivel egyenlö a veges szämtani sorozat vegeitöl egyenlö
• tâvolsâgban levö ket tagjanak összege?

^  5. Mivel egyenlö a szämtani sorozat elsö n tagjanak összege?

|V  Oldjuk meg együtt!

1. Hatârozzâtok meg valamennyi ketjegyü termeszetes szâm összeget!
S  M e g o ld â s .  Meghatârozzuk a 10, 11,12,..., 99 szämok összeget. 

Ez 90 tagböl âllö veges szämtani sorozat, ezert az összegük:

S=  ^ (1 0 + 99)-90 = 4 905.

F e 1 e 1 e t. 4 905.

2. Tagja-e 1000 es 2000 annak a sorozatnak, melynek elsö tagja 5, a 
különbsege pedig 3?

S  M e g o ld â s .  Tetelezzük fei, hogy 1000 a sorozat /-edik tagja, es 
ekkor 1000 = 5 + (/ -  1) • 3,3 • (/ -  1) = 995, ahoi i nem termeszetes szâm, 
mert a 995 nem oszthatö 3-mal.

Ha 2000 = 5 + (/ -  1) • 3, akkor 3 • (/ -  1) = 1 995, innen i = 666.
F e 1 e 1 e t. 1000 nem tagja a sorozatnak, 2000 viszont a 666. tagja.

3. A szämtani sorozat ismert tagjai: a7 = 43 es a { 5 = 3.
Hatârozzâtok meg az a 1()-et!
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^ M e g o l d á s .  Behelyettesítjükafeladatadataitazan = ¿7, + d • (n-  1 ) 
képletbe. A következöt kapjuk:

a-j = ¿7, + 6 d , 143 = ¿7, + 6 d ,
öf15 = ¿7, +14d\ va^  13 = ¿7, + 14d\

40 = -8 d, d  = -5, ¿7, = 73.

Mivel ¿7)0 = ¿7, + 9d, ezért ¿7]0 = 73 + 9 • (-5) = 28.
F e le le t .  28.

^  Oldjátok meg szóban!

866. Határozzátok meg a számtani sorozat differenciáját:
a) 3, 5, 7 ,...; b) 12, 10, 8,... ;
c )-2 , 1 ,4 ,...; d) -7, -9, -11,.... !

867. A számtani sorozat differenciája 2-vel egyenlö. Határozzátok meg 
az elsö tagját, ha:

a) a2 = 5; b) ¿7, = -3; c) ¿7, = 0,3; d) a2 -  -Jl !
868. Számtani sorozatok-e a következök:

a) 1,3, 5, 8, 11, 14,...; b) 0 ,-1 ,-3 ,-5 ,-8 , . . .  ?
869. Az alábbi sorozatok közül melyek lehetnek számtani sorozatok? 

Határozzátok meg az elsö tagjaikat és a külônbségüket!
a) 0; 3; 6; 9; 12;... ; b) -2, -4, -6, -8, -10,... ;
c) 3, 3, 3, 3, 3, 3,... ; d) 5, 10, 20, 40, 80,... ;

. i l  i l  
2 ’ 3 ’ 4 ’ 5

f) İ  İ  I o - i'  2 ’ 3 ’ 6 ’ ’ 6 ’

cA szint

870. írjátok fel a számtani sorozat elsö öt tagját, ha:
a) ¿7, = 7, d = 2; b) ¿7, = 0,5, d = -10;

X _  1 j _  I .C) 4 ? “ 4 ’ d) ¿7 = 9, ¿/= 0!

3> 871. írjátok fel a számtani sorozat elsö hét tagját, ha:
a) ¿7t = 2, d=  5; b) ¿7, = -3, d = 4;
c) ¿7, = 0, d=  7; d) ¿7, = 4, ¿/ = - l !
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872. A számtani sorozatokban:
a) a ] — 5, d  = -4. Határozzátok meg: av o,0;
b) ¿7, = 9, d — 4. Határozzátok meg: a]5, a}2\

873. A számtani sorozatban a2= 14, a2 = 25.
Határozzátok meg: d, a |(), <7,0!

874. Határozzátok meg a számtani sorozat differenciáját és tizedik tagját:

a) 2, 7, 12,...; b) 3 ,1 ,-1 , . . .  ; c) ±, | , ...H
875. Határozzátok meg a számtani sorozat differenciáját, ha:

a) ax = 5, a1  = 95; b) ¿z, = 2,3, a=  1,5;
c )  a{ = -15, aw -  -24; d) a, = -17 , a? = 97!

876. Határozzátok meg a számtani sorozat elsö tagját, ha:
a) a,, = 25, d = 2; b) a36 = 5, d = - \ ;
c) = 9, d = 0,3; d) a,, = -50, d -  3!

3> 877. A számtani sorozatban = 53, d -  3.
Határozzátok meg: ¿r, a5, ön, a^\

^ 878. A számtani sorozatban a ] 0  = 5, on = -4.
Határozzátok meg: ¿r,, d, as, er,,!

879. A számtani sorozatban a,. = 5, a27 = 4. Határozzátok meg: av a2Q\
880. A számtani sorozatban a4  = 2 ,ab = 3. Határozzátok meg: öt40, a41!
881. Határozzátok meg a számtani sorozat «-edik tagját:

a) 2, 5,8, ... ; b )7 ,6 ,5 ,. . . ;  c) § , 1 .... !
882. írjátok fel a számtani sorozat n-edik tagjának képletét:

a) 7 ,1 2 ,...; b) -25 ,-19 ,... ;
c ) -2,5, 0 ,5 ,...; d) —4,5, -3 ,7 ,... !

883. Határozzátok meg a számtani sorozat elsö tíz tagjának osszegét:
a) a, = -35, aw= 10; b) a{ = 66, aw = -6;
c) ax = -2,5, a i 0  = 2; d) a = 20, ax= 21,8!

884. Határozzátok meg a számtani sorozat elsö tagját és differen
ciáját, ha:
a) a 10 = 95, S10 = 500; b) a ¡5 = 47, S30 = 1500!

^ 885. Határozzátok meg a számtani sorozat elsö száz tagjának osszegét: 
a) 50, 49, 48, ... ; b) -50, -49, -48, ... ;
c) 2, 7, 12, 17, ... ; d) 16, 13, 10,7, ... !
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886. Határozzátok rneg a számtani sorozat elsö negyven tagjának ôsszegét:
a) a] — 2, d = 3; b) z/, = —18, z/= 5;

• c) ¿7, = 3, r/ = -  0,2; d)a, = 7, öt50 = 252!
887. A számtani sorozatnak ismert az elsö a] tagja és d külônbsége. 

Határozzátok meg elsö n tagjainak Sn ôsszegét, ha:
a) ax = 3, d  = 2, n = 32; b) ax = -  4, d = 4, n = 25;
c) a¡ = 15, d = -2, « = 40; d) <7, = -5, d  = -7, « = 12;
e) a, = 0, d=  7, n = 35; f )  a, = 8, d=  0, « = 50!

888. Okori arab feladat. Határozzátok meg a 3, 7, 11, 15, ... számtani 
sorozat 20-ik tagját és húsz tagjának ôsszegét!

889. Okori zsidó feladat. Határozzátok meg az elsö hatvan természetes 
szám ôsszegét!

2> 890. A tanító azt a feladatot adta a gyerekeknek, hogy számítsák ki 1-töl 
40-ig valamennyi természetes szám ôsszegét; úgy vélte, sokáig tart 
majd, amíg a tanulók összeadnak negyven számot. Viszont az ifjú 
Karl Gauss, a késôbbi hires német matematikus, egy perc alatt 
kiszámította a feladatot. Hogyan sikerülhetett ez neki? Próbáljátok 
meg szôban megoldani a feladatot!

891. Határozzátok meg az elsö száz természetes szám ôsszegét!
2> 892. Határozzátok meg az elsö száz nem páros tennészetes szám ôsszegét!

893. A lengéscsillapító tíz acéllapból áll ( 136. ábra). A legfelsö lap hossza 
105 cm, mindegyik egymás után következö 9 cm-rel rövidebb a 
megelôzônél. Határozzátok meg az acéllapok hosszainak ôsszegét!

136. ábra
Ş> 894. Okori feladat. A kutat ásó embereknek 30 ezüstöt ígértek az elsö 

méter kivájásáért, minden következö méterért pedig 20 ezüsttel 
többet, mint a megelözö méterért. Hány ezüstöt kapnak a kútásók 
egy 12 méteres kút kivájásáért?

B szint )

895. A számtani sorozatban ût, = 0,1, d  = 2. Határozzátok meg:
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896. av av av ... számtani sorozat. Határozzátok meg ai0 -at, ha
a) a3 = 3, a4  = 4; b) a5 = 9, a7  = 13;
c) a] = 8, a5 -  = 6; d) £/, = 5, a5  -  a] = 12!

897. av a2, av a4. .. számtani sorozat. Határozzátok meg av d, a2V <3100-at, 
ha
a) a4  = 10, úr7 = 19; b) a5 = 5,2, a9 = 6,8;
c) út5 = 8,2, a 10 = 4,7; d) a = 11,2, a 15 = 19,6!

898. Tagja-e a 253 a 15, 23, 31, ... számtani sorozatnak?
899. Tagja-e a 212 a következö számtani sorozatoknak:

a) 3, 14, 25, 36 ,...; b) 275, 269, 263, 257,... ?
900. A -23, -14, -3, 1,3, 14, 23 számok közül melyek tagjai annak a 

számtani sorozatnak, amelynek «-edik tagja:
a ) a ( = 5 « -1 9 ; b) bn = 0,1« + 11; c) cn = 91 — 2nl

901. Hány negativ tagja van a következö számtani sorozatoknak:
a) -10,3, -8,6,... ; b) -37,5, -35,7,... ?

902. Hány pozitiv tagja van a következö számtani sorozatoknak:
a) 2,5; 2,3; 2 ,1 ,...; b) 176; 151; 126;... ?

903. Hány negativ tagja van a következö számtani sorozatoknak:

a) -32, -30, -2 8 ,...;  b) -8 \ , -8, -7  \ ,... ?
904. A 10, 16,22,... számtani sorozat hány tagja található a 110 és a 345 

számok között?
905. Határozzátok meg annak a számtani sorozatnak az elsö tagját és a 

differenciáját, amelynek «-edik tagja a következö képlettel van 
megadva:
a) cn = 5n -  3; b) an = 2n + 10; c) an = -3 -  0,5«!

906. Számtani sorozat-e az a sorozat, amelynek «-edik tagja:
a) an = 3n + 1; b) bn = 5 -  4«; c) cn = 2" + 1 ?

907. Az A CB szög CA szárán a csúcstól egyenlö hosszúságú szakaszokat 
mértek fel. A szakaszok végpontjaiból párhuzamos egyeneseket 
húztak (137. ábra). Számítsátok ki az AyBv A 7 B 7 és A ß n szakasz 
hosszát, ha A ß { = 2,5 cm!

908. a v a,, av a4, ... számtani sorozat, a c tetszöleges szám. 
Bizonyítsátok be, hogy a cav ca„ cav ca4,.. .  sorozat szintén számtani 
sorozat!
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C

909. ar a2, a}, ... es x,, x2, x 3, ... szamtani sorozat. Bizonyitsatok be, 
hogy azay + x,, a2 + x 2, a} + x 3, ... sorozat szinten szamtani sorozat!

910. Az a2, b2, c2  szamok nem egyenlok es szamtani sorozatot alkotnak. 
Bizonyitsatok be, hogy szamtani sorozatot kepeznek az

1
b  + c  ’

1
c  + a  ’

1
a  +  b

szamok is!

911. Adva van egy szamtani sorozat, amelynek w-edik tagja an.
Bizonyitsatok be, hogy: a) <7, + a,3 = a ] 3 + ar ; b) -  a16 = a]() -  ab!

912. Feofan Prokopovics feladata. Egy embemek nagyon sok lova volt, 
es mindegyiknek kiildnbbzo volt az ara. A legrosszabb 16 4 aranyba 
keriilt, a legjobb 55-be, es a legrosszabbtol a legjobbig 3 arannyal 
nott lovankent. Hany lova volt az embemek?

913. Hatarozzatok meg a szamtani sorozat elso n tagjanak osszeget, ha:
a) a{ = 1, a5= 3, n = 40; b) ay = -3, a} = 1, n = 50;
c) <7, = 5, a4  -  6, n = 100; d) ay = a 100, a3  = 3, n = 100!

914. Hatarozzatok meg valamennyi 200-nal kisebb paros termeszetes 
szam osszeget!

915. Hatarozzatok meg valamennyi 200-nal kisebb paratlan termeszetes 
szam osszeget!

916. Hatarozzatok meg az 1000-nel kisebb termeszetes szamok osszeget, 
amelyek a kovetkezo szamokkal oszthatok: a) 3; b) 5; c) 12!

917. Hatarozzatok meg az alabbi intervallumokhoz tartozo valamennyi
egesz szam osszeget: 
a) [-30; 70]; b) [-70; -30]; c) (-70; 70)!
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918. A számtani sorozat 10 tagú. A páratlan sorszámú tagok ósszege 10, 
a páros tagoké 25. Határozzátok meg a sorozat hetedik tagját!

919. A számtani sorozat tizenhannadik tagja 3-mal egyenló. Határozzátok 
meg elsó 25 tagjának az ósszegét!

920. A számtani sorozat elsó tizenót tagjának az ósszege 20-szal egyenló, 
ennél az elsó 12 tagjának az ósszege 6-tal kevesebb. Határozzátok 
meg az elsó 27 tag ósszegét!

921. Határozzátok meg a számtani sorozat elsó 20 tagjának az ósszegét, 
ha «-edik tagjának a képlete:
a) a = 2 + 5n; b) an = 2n -  1; c) an = -3 + ni

922. Határozzátok meg a számtani sorozat ótódik tagját, ha elsó n tagjainak 
ósszege a kóvetkezó képletekkel határozható meg:
a) Sn = n2 -  6n\ b) Sn = 3n2 -  n; c) Sn = 4n2 -  2«!

923. A számtani sorozat negyedik és hatodik tagjának ósszege 14-gyel 
egyenló. Határozzátok meg a sorozat elsó kilenc tagjának ósszegét!

924. Franker feladata. Hányat üt az óra 12 óra alatt, ha félóránként üt?
925. Egy szabadon eso test az elsó másodpercben 4,9 m-t tesz meg, és 

minden kóvetkezó másodpercben 9,8 m-rel tóbbet. Számítsátok ki:
a) a bánya mélységét, ha a kó 8 másodperc alatt éri el az alját;
b) hány másodpercig esne az anyacsavar 490 m magasból!

926. Egy ótszóg belsó szógeinek fokmértékei számtani sorozatot alkotnak. 
Bizonyítsátok be, hogy a szógek egyike 108o! Allítsatok óssze 
hasonló feladatot háromszóggel és 
hétszóggel kapcsolatban!

927. A trapéz alapjaival párhuzamos 
szakaszok a szárakat 8 egyenló részre 
osztják. Határozzátok meg a 
szakaszok hosszát és ósszegüket, ha 
a trapéz alapjai zar és (138. ábra)!

138. ábra

B b C
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«=► Ismétlo feladatok

928. Egyszerüsítsétek a tórteket:

3.v -  9 a -  - 9  c 2 -  8c -  20
a) 2x2 - 5 * - 3 ; 2a2 + l a  + 3 '  C) c2 - l l e  + 1 0 !

929. Oldjátok meg az egyenlótlenségeket:
a) .v2 -  8x < 0; b)*2 + 7.v<0;
c) jc2-1 6 < 0 ;  d) jc2 — 3 < 0!

930. Rajzoljátok át a fiizetetekbe a 139. ábran latható táblázatot! Tóltsétek 
ki a táblázat üres kockáit a, 6, c, k, 
p, t, x, y, z betükkel oly módon, 
hogy minden sorban, minden 
oszlopban és minden 3x3-as kis 
négyzetben a felsorolt betük csak 
egyszer forduljanak eló!

139. ábra

a b z

k z a c X y
t P b

Cr z

a t c z X k

P a c t

b z X t y
. y b P

X y b t

MÉRTANI SOROZAT

> Mértani sorozatnak nevezzük az olyan számsorozatot, 
melynek a második tagtól kezdve rrsinden tagját úgy 
kapjuk meg, hogy a sorozat elózó tagját megszorozzuk 
a sorozatra jellemzó állandó számmal. Ezt az állandó q 
számot az adott mértani sorozat h á n ya d o s á n ak  
(kvóciensének) nevezzük.

A mértani sorozat b] elsó tagja és q hányadosa bármilyen szám lehet, 
kivéve a nullát.

Másként fogalmazva, a mértani sorozat olyan sorozat, amely a 
kóvetkezó rekurzív képlettel adható meg:

b] = b, bn + , = bn ■ q, ahol n e N, b * 0 és q *  0 adott számok. 
Mértani sorozatok példái:

3,6, 12, 24, 48, 96 ,... {bx = 3, q = 2);
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1, -3, 9, -27, 81, -2 4 3 ,... = 1, q = -3);

7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, ...(/>,= 7, ? = 1).

M e g je g y z é s .  Minden nulla külônbségü számtani sorozatot olyan 
mértani sorozatnak tekinthetünk, melynek hányadosa 1.

A b] elsö tagú és <7 hányadosú mértani sorozatnak a következök az elsö 
tagjai:

A második tag b2 = b ,<7, a harmadik tag ¿>3 = bxq~, az «-edik tag:

Ez a képlet a mértani sorozat «-edik tagjának a képlete.

1. p é l d a .  Egy mértani sorozatban bx =  5, q =  2. Határozzátok 
meg ¿>)0-et!

J  M e g o 1 d á s. 610 = ¿,<7'°“ ', ¿>10 = 5 • 29 = 2 560.
F e 1 e 1 e t. 2 560.

2. p é l d a .  A mértani sorozat elsö és hetedik tagja 81 és ^ . Határozzátok
meg a sorozat hányadosát!

J  M e g o ld á s .  Az «-edik tag képlete szerint a mértani sorozat:

Vizsgàljuk meg a mértani sorozat tulajdonsâgait.

•  1. t é t e l .  A m értani sorozat minden tag jának  négyzete a
L • J m ásodik tag tó l kezdödöen a két szom szédos tag ján ak

bx; bxq, bxq2 * *, bxq \  b ^ \  ... .

b =h.qn~\n 1 *

/ 2 y 2 2Ha q* = I 3 I , akkor <7 = -  vagy q = ~ j-

T7 1 1 * 2 2F e 1 e 1 e t. 3 vagy -  3 .
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B i z o n y í t á s. A meghatározás szcrint br ] 

Vagyis b , . ' b  . = b • q • ~ r= b 2.O J  „ + \ n -  1 n ”  q  n

- ,  b =b -q.q ’ n+ 1 n ”

A tétel fordítottja is igaz. Bizonyítsátok be onállóan!

2. tétel. A mértani sorozat elsö n tagjának osszegét abban az 
esetben, ha q * 1, a következö képlet fejezi ki: c

c -  *.(<?" -  ') 
" q - 1

B i z o n y í t á s.
Legyen + bxq + bxq2 + ... + ¿>,<7" 2 + bxqn~x. Megszorozzuk az

egyenlôség mindkét oldalát a <7 hányadossal:

%  = bxq + bxq2  + bxq3 + ... + bxqn~x + bxqn.

Tagonként kivonjuk az elsö egyenlôségbol a másodikat, miáltal az 
azonos tagok,bxq ,bxq2 ,b xq} . . . ,b xqn~x kiesnek. Eredményként a következö 
egyenlôséget kapjuk:

Snq ~ S n = bxqn -  bx vagy Sn(q -  1) = bx(qn -  1),
ahonnan

s  = - 0  
» q — 1

Ezzel a képlettel számíthatjuk ki a bx elsö tagú és q * 1 hányadosú 
mértani sorozat elsö n tagjának osszegét.

Ha q = 1, akkor ez a képlet nem alkalmazható (nullával nem lehet 
osztani). Mivel ebben az esetben a sorozat minden tagja egyenlö bx, ezért 
S =nb,.

3. p é l d a .  Határozzátok meg a 2 ,6, 18, 54,... mértani sorozat elsö húsz 
tagjának osszegét!

S  M e g o ld á s .  Ebben a sorozatban b = 2, q = 3, ezért

s =  = 320 - 1.3-1

F e 1 e 1 e t. 320 -  1.
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A véges mértani sorozat tagjainak összege a következö
hnq -  bx

képlettel is kiszámítható: Sn= — " y~ ^

Bizonyítsátok be onállóan!

Ä  A mértani sorozat elsö n tagjának összege az n növeke-
~  désével nagyon gyorsan nö. Megoldunk egy ezzel kapcsolatos 

feladatot.
Ösi indiai feladat. A maharadzsa nagyon szeretett sakkozni, ezért 

megígérte a játék feltalálójának, hogy busásan megjutalmazza. A 
feltaláló azt kérte, hogy a tábla elsö mezôjére egy búzaszemet tegyen, 
a másodikra kettöt, a harmadikra négyet, és minden következöre az 
elözö kétszeresét. Az uralkodó nagyon elcsodálkozott, hogy ilyen 
keveset kér a találmányáért. Az ígéretét azonban nem tudta teljesíteni. 
Vajon miért?

M e g o ld á s .A sa kk tá b lá n a k6 4 mezöjevan. Ezértazuralkodónak 
összesen 1 + 2 + 22 + 23 + 24 +... + 2M búzaszemet kellett volna adnia 
a feltalálónak.

Próbáljátok meg kiszámítani ezt az összeget. Most csak az utolsó 
összeadandöt 25 = 32,210 = 322 = 1024 > 103 vizsgâljuk meg közelebbröl:

264= 24- (2'°)6 > 16 • (103)6 = 16 • 1018= 16 000 000 000 000 000 000.
Ha elfogadjuk, hogy 400 búzaszem tömege 1 kg, akkor 264 

búzaszem tömege több mint
16 • 1018 : (4 • 103) = 4 • 1015 (kg) vagy 4 • 10121.

És ez csak az utolsó összeadando közelitö értéke. Ekkora 
mennyiségü terményt több száz év alatt sem tudnak megtermeini a 
világ országai együttvéve.

A 2,4 ,8 ,16,32... mértani sorozat a természetes számok halmazán 
meghatározott y  = 2X függvény értéksorozata.

Ellenorizzétek magatokat!

Fogalmazzátok meg, mi a mértani sorozat!
Mi a mértani sorozat hányadosa?
Hogyan fejezhetö ki a mértani sorozat «-edik tagja az elsö tagja és 
hányadosa által?
Fogalmazzátok meg a mértani sorozat tulajdonságát!
Mivel egyenlö a mértani sorozat elsö n tagjainak összege?

İ l .
Pi 2.

.3 .

^ 4 .  
> 5.
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y /  Oldjuk meg együtt!

1. A mértani sorozatban b4 = 2, b 1  = -54. Határozzátok meg a 
következöket: b] ésq\

J  M e g o 1 d á s. Az «-edik tag képlete szerint b4  = b - q3 és b. = b̂  • qS 6. 
Behelyettesitjük az egyenlôségekbe a b4 = 2, b1  = -54 értékeket és

\ 2  = br q \
megoldjuk a következö rendszert: 1 54 _ ¿ ^

Tagonként elosztjuk a második egyenletet az elsövel: 

b • o^
^  3 . A következöket kapjuk: q3 = -27 és 4 = -3.

A rendszer elsö egyenletébôl meghatározzuk b{-ct:

2 = V ( - 3 ) 3; ¿>, = 2 : (-27) = - ^ .

F e 1 e 1 e t. — 22- , = -3.

2. Határozzátok meg a mértani sorozat elsö öt tagjának ôsszegét, 

amelyben b} = 8, q =  ̂!

J  M e g o ld á s .  £/sc> môdszer. A mértani sorozat elsö « tagjainak 
összege a következö képlettel számítható ki:

S = —r—■. Ha n = 5. akkorn q - 1  ’

Második môdszer. Kiirjuk az adott sorozat 5 tagjàt: 8, 4, 2, 1, 

Az összegüket egyszerü ôsszeadâssal kapjuk meg: 15 \ .

F e le l e t .S s = 15¿.
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Oldjátok meg szóban!

931. Jelôljétek meg a mértani sorozat három következö tagját:
a) 3, 6, 12,...; b) 1 6 ,8 ,4 ,...;
c) -1 ,-2 , -4 ,... ; d) -2, 4, -8 ,... !

932. Mértaniak-e a következö sorozatok:
a) 1,0,1,0,01,0,001,0,0001;

b )  1 l i U İ 9
2 ’ 4 ’ 8 ’ 16 ’ 32 •

Ha igen, akkor jelôljétek meg a hànyadosaikat!
933. Mértaniak-e a következö sorozatok:

a) 2, 4, 6, 8,... ; b) 1,-3, 9, 27,-81,...

c) 3, 6, 12, 14,...; i I  1 i  1
3 ’ 4 ’ 5 ’ 6 ’

934. Mértani-e a 7", 7" + l, 7” " 2, 7” + 3 sorozat, ahoi n tetszöleges 
természetes szàm? És a 7", -7" + l, 7” + 2, -7 ” + 3 sorozat?

A szint

Ş> 935. írjátok fel annak a mértani sorozatnak az elsö hét tagját, amelyben:

a) b, = !,<? = 3; b) b.=  1 0 ,4 = 1 ;i 2
c) 6, = -5, q = 2; d) 6, = 1, <7 = -2!

936. Irjátok fel annak a mértani sorozatnak az elsö öt tagját, amelyben: 
a) bx = 18, q = - l ;  b) 6, = 5, q = 2;

c) 6, = -8, q = \ \2 , d )6 ,=  ^,<7 = 3!

937. Határozzátok meg az alábbi mértani sorozatok hányadosát és 
ötödik tagját:
a ) - l ,  3,... ; b) 0 ,1 ,0 ,01,...;
c) 625, 125,... ; d ) 4 ,- 2 , ... !

^ 938. A mértani sorozatban 6, = -3 ,q  = 2. Határozzátok meg: b4, bv b \  

939. Határozzátok meg annak a mértani sorozatnak az elsö tagját, amelyben: 
a) = 384, q = 2; b)b 5  = 31,25, .7 = -2,5!
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P 940. b., b 6 b,, ... mértani sorozat. Határozzátok meg b 2 -1,1» 2 
ha:
a) bl = \ ,b 2  = 6; b) 6, = 25, b2 = -50;
c)¿>3 = 1, ¿>4 = 0,5; d) b2 = 2, b4  = 4!

941. Határozzátok meg a mértani sorozat hetedik tagjàt, ha: 
a) Z?3 = 3, bA = 6; b) Z>3 = -1,5, b5 = -6;
c) b = 80, b = -160; d) b6  = 18, bA = 72!

942. írjátok fel a mértani sorozatok w-edik tagjânak képletét:

a) 2,6,18,... ; b) 5 , - 5 , 1 ,... ;

c) 1, 7 2 ,2 , . . .  ; d) 64,-32, 16,... !
943. Határozzátok meg azon mértani sorozat w-edik tagjânak sorszámát, 

amelyben:
a) bx = 4, q = 3, 6, = 324; b) 6, = -8, q = 2, = -256!

944. Az szakasz az ABC  hàromszôg kôzépvonala. Az A2C, az
hàromszôgé, az ^ 3C3 szakasz pedig az A2B C hàromszôgé 

és így tovább (140. ábra). Igaz-e az állítás, hogy az A C ,A ¡Cl,A^C2, 
A 3 C3, ... szakaszok hosszaikkal mértani sorozatot alkotnak?

B

tagjainak az ôsszegét, ha: 
a) bi = -3 ,q  = 3,n  = 6;

c)b  =4, q = - 2 , n= 10;

b) bx = 2,5, q = 0,4, n = 4;

d ) 6 , =  ^  ; ^  =  — 3 , « =  6!

946. Határozzátok meg a mértani sorozat elsö n tagjainak ôsszegét, ha:
1a)¿>, = 1,4 = 2, n = 9; 

c)bi = S \ ,q =  - , n = 8;

b )6, = 1, 4 = J» 10’ 

d) ¿>, = - 2, q = 2 ,n =  12!
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2> 947. Hatârozzâtok meg a mértani sorozatok elsô hat tagjânak ôsszegét:'

948. Hatârozzâtok meg a mértani sorozatok elsô tizenôt tagjânak ôsszegét:

fôsvény ümâl a kôvetkezô feltétel mellett: ,,Az elsô napért 1 dinârt, 
a mâsodikért 2 dinârt, a harmadikért 3 dinârt stb. fizetek neked, 
1 dinârral nôvelve a napi szâllâsdij ôsszegét. Te nekem kônyôr- 
adomânyként az elsô napon 1 garast, a mâsodikon 2 garast, a harma- 
dikon 4 garast stb. biztositasz, naponta duplâzva az alamizsna 
ôsszegét.” A fukar ûr ôrômmel ment bele az alkuba, azt gondolva, 
hogy jô üzletet kôt. Mennyi pénzt kapott a gazdag ür? Tekintsük a 
garast a dinâr vâltôpénzének; 1 dinâr = 100 garas.

2> 950. Euler feladata. A lovât âruba bocsâtô gazda a lôkupecnek azt az 
ajânlatot tette, hogy csak azokért a szôgekért fizessen, amelyekkel a 
patkôk vannak az âllat patâihoz rôgzitve. Igy az elsô szôgért 1 garast, 
a mâsodikért 2 garast, a harmadikért 4 garast stb. kért, azaz minden 
kôvetkezôért kétszer annyit, mint az elôzôért. Mennyiért adta el a 
gazda a lovât, ha a négy patkôban 32 szôg volt?

B szint

951. A bv b2, b3 ... mértani sorozat. Hatârozzâtok meg 6,-et és q-1, ha:

a )-2, 1 0 ,...;  
d) 3, 3, 3, 3, 3, 3, ... ;

b) 5, 10,... ; c) 32, -16,
e) 5, 10, 20, 40, 80, ... !

a) 1,2, 4, 8,.. 
c) 1,-2, 4, -8

b) 1024,512, 256,...;
d) 1024, -512,256,... !

949. Okori feladat. Egy okos szegény ember kétheti szâllâst kért egy

a) b} = 625, by = 81 ; b) b5 = 3, b ] 0 = -27 V3 ;

952. Irjâtok fel a mértani sorozatok w-edik tagjânak képletét:
a) 3, -6, b ) - 0 ,1 , - 1 , .  

d) 4 , . . .  !c) 12, 8,

953. Az alâbbi mértani sorozatok tagja-e a 384-es szâm:

a) 3, 6 ,... ;
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954. A -27, -9, 18, 20, 27 szamok kozul melyik tagja annak a mertani 
sorozatnak, amelynek w-edik tagja:

' a) ¿>„ = 5-2*; b ) * = ( - 3 r > ;

c )y .— 3 6 - ( 4 j ;  =

955. Hatarozzatok meg annak a mertani sorozatnak az elso tagjat es 
hanyadosat, amelyben:
a) b x + bi = 10, 6, + b4  = 30; b) b5 - b x = 15, b4  -  = 6!

956. Mertani-e a cn = (-3)"+2 keplettel megadott sorozat? Ha igen, akkor 
hatarozzatok meg az elso tagjat es hanyadosat!

957. Bizonyitsatok be, hogy mertani az adott (xn) sorozat:
a) xn = 3 • 7”; b) xn = 5 • 2*+I; c) ^  = 0,4 '+"!

958. Bizonyitsatok be, hogyha a, b, c mertani sorozat, akkor:
(a2 + b2)c = (b2 + c2 )a\

2> 959. Adott a br bv by bA, ... mertani sorozat. Bizonyitsatok be, hogy 
mertaniak a kovetkezo sorozatok:
a)  b fi2, b2 b3, b3 b4, . . . ;
b)  bx + bv b2 + bv b2 + b4, . . . ;
c)  bl - b 2, b2 - b v b3 - b 4, ... !

960. A mertani sorozat dtodik tagja 1. Mennyivel egyenlo az elso kilenc 
tagjanak szorzata?

961. A mertani sorozat hatodik tagja -2. Mennyivel egyenlo az elso 
tizenegy tagjanak szorzata?

962. Hatarozzatok meg a mertani sorozatot alkoto harom szamot, ha 
ismeretes, hogy az osszegtik 21, a szorzatuk pedig 216!

^ 963. Az 1,2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 mertani sorozat szamait ugy 
helyezzetek el egy negyzet kilenc kockajaba, hogy a szorzatuk 
minden egyes sorban es oszlopban, valamint mindegyik atloban 
egymassal egyenlo legyen!

964. A legritkito szivattyu minden egyes iiteme 5%-kal csokkentette az 
edenyben levo levego mennyiseget. Szamitsatok ki az edenyben 
uralkodo legnyomast a szivattyu tiz iiteme utan, ha az eredetileg 
760 Hgmm volt!

965. Kepezhetnek-e mertani sorozatot a derekszogii haromszog 
oldalhosszai?
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141. ábra

966. A hegyesszógbe n számú, egymást érintó kórvonal van írva 
(141. ábra). Bizonyítsátok be, hogy a kórsugarak hosszúságai mértani 
sorozatot képeznek! Mitól fligg ennek a hányadosa?

967. írjátok fel a kóvetkezo tulajdonságokkal rendelkezó sorozat néhány 
elsó tagját: b =\ ,bn = 3bu ,! Határozzátok meg w-edik tagjának a 
képletét! Számítsátok ki b -ot és S10-et!

$> 968. A 40 \  és 5 * számok kozé helyezzetek négy olyan számot, amelyek

az adott számokkal együtt mértani sorozatot képeznek! Határozzá
tok meg kétféle módszerrel az ósszegüket!

969*. Határozzátok meg a mértani sorozat tagjainak a számát, amelyben:

a) b. = 3, b =96, 5 =189;

b )  b] = 1, b =-512, 5 =-341;

3 ’ 5„ = 2 0 3 ;

d ) q = S ,  bn= 1873 , S = 2 6 ,6 + 2 4 !

$> 970. Határozzátok meg azt a négy számot, amelyek kózül az elsó három 
mértani sorozat egymást kóvetó tagja, az utolsó három pedig számtani 
sorozat tagja, ha a szélsó számok ósszege 21, a kózépsó számoké 
pedig 18!

971. Keressetek olyan x, y, z, t számokat, hogy az x, y, -2, z, -8, 
t sorozat mértani legyen!
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972. Az alábbi mértani sorozatok hányadik sorszámú tagjától kezdödöen: 
• a) 729, 243, ... lesz mindegyik tag kisebb 0,01-nél;

b) I , ^ = , ... lesz mindegyik tag 5-nél nagyobb?

973. Vezessétek le a mértani sorozat elsö n tagja szorzatának képletét!
974. Az eset több mint száz éve tôrtént. Egy juhász 20 birkát adott el 

200 ezüstért. Amikor az egyik vevö sokáig alkudozott az áron, a 
pásztor a következö javaslattal állt elö: „Adj az elsö bárányért 
1 garast, a másodikért 2 garast, a harmadikért 4 garast és minden 
kôvetkezoért kétszer annyit, mint az elôzôért!” A vásárló elfogadta 
az ajánlatot. Mennyit fízetett a 200 birkáért? (Tekintsük úgy, hogy 
1 ezüst = 100 garas.)

$> 975. Az emberi szervezetbe bekerült baktérium 20 percenként osztódik, 
és mindegyik újonnan keletkezett baktérium is 20 percenként 
kettéosztódik. Hány baktérium lesz egy nap alatt a szervezetben?

976. Képzeljük el, hogy idoszám ításunk kezdetén M  no két 
leánygyermeket szült, akik 30 éves korukig szintén két-két lányt 
szültek és így tovább. Lehetséges-e ez? Ha igen, akkor hány 
leszármazottja élne M-nek napjainkban?

«=► Ismétlo gyakorlatok

977. Határozzátok meg az y  = x 2  fuggvény értelmezési tartományát: 

a) (0; 3); b) (-5; -3); c) [-2; 3); d) [-4; 4)!

978. A 142. ábrán gyufából kirakott alakzatok láthatók.
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Képzeljétek el, hogy az alakzatok sora folytatódik. Hány gyufára 
lenne szükség az F9  alakzat kirakásához?

979. Egy fémdarab tómege 440 g, a másiké 429 g. Határozzátok meg a 
fémdarabok mindegyikének sürüségét, ha az elsó sürüsége 1 g/cm3- 
rel nagyobb, a térfogata pedig 5 cm3-rel kisebb, mint a másiké!

980. Oldjátok meg grafikusan az egyenletrendszert:

Eddig nem foglalkoztunk végtelen számú ósszeadandóból álló 
sorozatok ósszegeivel, pedig néha erre is szükség lehet. Határozzuk meg

Legyen a 143. ábrán látható négyzet területe 1, a b2, bv bA, ...

a végtelenségig nóveljük, akkor területük ósszege egyre jobban megkozelíti 
a 2-t. Ezért úgy tekintjük, hogy

§ .  ÓSSZEGSZÁMÍTÁSI FELADATOK

például az 1, ^ ^  ~ , ... végtelen mértani sorozat ósszegét!
’ 2 ’ 4 ’ 8 ’ 16

téglalapok területei pedig megfeleloen ^ ^ , __Ha a téglalapok számát

Általánosítsuk a példát. Adva van a bv 
b^q, b^q2, b ^ ,  ... végtelen mértani 
sorozat, melynek hányadosa \q\ < 1. Az ismert 
képlet alapján

143. ábra

b\ b\Qn 
\ - q  ~ 1- q ’
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Lf |
Ebben az esetben a -j— j âllandö szâm, az n pedig vâltozö. Ha \q\< 1, 

akkor az n korlâtlan növekedesekor a qn hatvâny 0-hoz tart (ezt igy jelöljük:

hqn
ha n —> oo, akkor qn —» 0). Ekkor a tört erteke is 0-hoz tart.

• ,  b \Vagyis ha n —» akkor S  —> ■ Ezert megegyezhetünk abban,n ı Q
hogy azon vegtelen mertani sorozat összegenek, melynek elsö tagja bv

b \hânyadosa pedig \q\ < 1, a 7 —  szâmot tekintjük.1 C[

Mâskent fogalmazva, ha \q\ < 1 es bx+ bxq + b^q2 + ... = S, akkor

b
\ - q

4 4 41. pelda. Hatârozzâtok meg a 4, -  j ,  g, ••• mertani sorozat

összeget!

S  M e g o 1 d â s. Itt bx = 4, q = -  *, ezert a keresett összeg:

4
5 =  1 + I =3.

3

F e 1 e 1 e t. S = 3.

Az S = keplettel a vegtelen szakaszos tizedes törtek közönseges 

törtek alakjâban irhatök le.

2. pelda. Irjâtok fel közönseges törtek alakjâban a vegtelen szakaszos 
tizedes törteket:

a) 0,(2); b) 1,(6); c) 0,(23)!

S  M e g o l d â s .

a) 0,(2) = 0,2222...= ^  + 2
100 4----—

1000 + 0,2
1 -  0,1

2 .
9 ’



F e I e I e t. a) §; .b) 1 j;c) §§.

A végtelen szakaszos tizedes tört, amelynek egész része nullával 
egyenlö, a szakasza pedig közvetlenül a tizedesvesszö után következik, 
olyan kôzônséges törttel egyenlö, amelynek a számlálója a szakaszban 
lévô szám, s a nevezôjében annyi kilences található, ahány számjegy a 
szakaszban van.

Gondolkodjatok el azon, hogyan írható fel kôzônséges tört alakjában 
például az 1,5(6) szám.

Eddig a legegyszerübb számtani és mértani sorozatok ósszegét 
határoztuk meg. Azonban gyakran van szükség más sorozatok összegeinek 
kiszámítására is. Megvizsgálunk néhány példát.

3. példa. Határozzátok meg az alábbi sorozat elsö száz tagjának S 
ósszegét:

1 1 1 1__ ,
1-2 ’ 2-3 ’ 3-4 ’ •••» n(n  + l) » **• *

^ M e g o l d á s .  Az adott sorozat minden tagja megadható külónbség 
alakjában:

_L _ i _ I  1 _ i _ i i__= i  _ j_
1-2 1 2 ’ 2-3 2 3 *****w(» + 0  n n  + 1»” **

Vagyis

c=  -1— i— 1— f _i__ i- + — i—  =
1-2 2-3 3-4 —  100 101

+ 1
3

A,
100

j
101

, J  =  100
1 101 101 '
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4. példa. Határozzátok meg az elsö n természetes számok négyzeteinek 
osszegét!

y  M e g o l d á s .  A „kéttag kôbének” képlete alapján 
(a + l )3 = a3 + 3a2 + 3a + 1, ahonnan 3a2 = (a + l )3 -  a3 -  3a -  1. 
Az a változóval folytonosan 1, 2, 3, n értékeket közölve n számú igaz 
számegyenloséget kapunk:

3 • n2 = (n + 1 )3 -  h3 -  3 • n -  1.
Az egyenloségeket tagonként összeadva (a23,33,4 3, . . «3 kölcsönösen 

megsemmisítik egymást) a következö azonosságokat kapjuk:

3 * ( l2 + 22 + 32 + ... + w2) =
= (w+ l)3-  3(1 + 2 + 3 + -  1,

® Figyeljétek meg az a4 + alb + a2b2 + ab3 + b4 kife jezést!

Ez az *  elsö tagú és ¿ hányadosú mértani sorozat elsö tagjal- 

nak összege. A mértani sorozat tagjai osszegének képlete szerint

3 • l2 = 23 -  l 3 -  3 • 1 -  1, 
3 • 22 = 33 -  23 -  3 • 2 -  1, 
3 • 32 = 43 -  33 -  3 • 3 -  1,
3 . 42 = 53 -  43 -  3 • 4 -  i,

ahonnan
3 • ( l2 + 22 + 32 + ... + «2) =

= (n + l)3 -  \ n  • (n + 1) -  (« + 1) = |  • {n + 1) (2n + 1).

Vagyis

l 2 + 22 + 32 + ... + w2 = ^ • ( » + l ) ( 2 / i + 1). 

F e l e l e t .  I  • ( « + ! )  (2 n + 1).

a4 + a ’b + a2b2 + ab3 + b4 =
a
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Vagyis a5 -  b5 = ( a -  b){ a4 + ar'b + a2b2 + ab3 + b4).
Ugyanígy bizonyíthatók a következö azonosságok:

o6 -  b6 = (a -  b)( a5 + a4b + a2b2 + a2b3 + ab4 + b5). 
a1 -  b1 = ( a -  b)( a6 + a5b + a4b2 + a3b3 + a264 + + b6).

Általánosítva:
a"-  b" = (a -  b)(an~' + a"-2b + ... + abn~2 + 6"-1).

A „négyzetek külônbsége” és a „köbök külônbsége” ennek az 
általános képletnek a şpeciâlis esetei.

S*-

^ 2 .

> 4

J  5.

Ellenorizzétek magatokat!

Hogyan határozható meg a természetes szâmok elsö n tagjânak 
összege?
Mennyivel egyenlö a -100 és 100 közötti valamennyi egész szàm 
összege?
Létezik-e azon végtelen mértani sorozat tagjainak az összege, 
amelynek a hányadosa nagyobb 1-nél?
Mennyivel egyenlö a végtelen mértani sorozat tagjainak az összege, 
ha hányadosának abszolút értéke kisebb 1 -nél (\q\ < 1 ) ? 
Mennyivel egyenlö a végtelen számú összeadandök összege:

4 + 2 +  1 + y + y +  ̂ + ...?

Oldjuk meg együtt!

1. Határozzátok meg a 3 + l  + ^ + ^ + ^ +  ... sorozat ôsszegét, 
amelynek az osszeadandói mértani sorozat tagjai!

J  M e g o l d á s .  A sorozat elsö tagja a 3-as szám, a hányadosa

pedig y , ezért a keresett összeg S = —̂-y = y^y = 4,5.
1 3

F e 1 e 1 e t. 4,5.

2. Egyszerüsítsétek a kifejezést:

1 13- 7 7 1 1  1115 (4/7 -  1X4/7 + 3) '+ . . .  +



= I fi_I + i__L +J__L + +_J_____1 1 _
4 ^3 7 7 11 11 15 (An - 1) (4« + 3) J

J_ ( 1 1 ) _  J_ An +  3 - 3  _  »
4 (3 (4/j + 3) I 4 3 • (An +  3) 3 • (4« + 3)

F e l e l e t :  3 ■ (4/i + 3) *

▼  Oldjátok meg szóban!

981. Határozzátok meg a sorozat tagjainak ôsszegét:
- 5 ,- 4 ,- 3 ,- 2 ,- 1 ,0 ,  1,2, 3, 4, 5,6!

982. Határozzátok meg azon számtani sorozat száz tagjának ôsszegét, 
amelyben:
a, = 3, í/=  0!

983. Mennyivel egyenlök az összegek:
a) 1 - 2  + 3 - 4  + 5 - 6  + 7 - 8  + 9 - 10 ;
b) öf -  8jc + 2a -  4x + 4ôf -  2x + 8 a - x l

Ca sz'nt )
984. Határozzátok meg a végtelen mértani sorozatok ôsszegét:

a n  1 4 J_a/ 1 5 ß 9 g 5 27 » * * * *

m 9 _3 i _ 1 I1 5 T? Q  5 * * * 9

M I  i  I  1
2 ’ 4 ’ 8 ’ 16 ’ ••• ’

d)-8 4 _ 2  1 - -  iJ î g 5 • • • 9 U) ^5 1 5 2 5 * * * *

985. Határozzátok meg azokat az összeget, amelyeknek az összeadandoi 
az alábbi mértani sorozatok egymás utân következö tagjai:

a ) 1 + 3 + 9 + 2 7 + ” ' ;
u, ~ 2 , 2  2
b ) 2 “ 5 + 25 “ Î 25+ - ;





B szint

993. Határozzátok meg a végtelen mértani sorozat ôsszegét:

a ) l ,  J J ,  b) 5, J5, 1 , . . . ;

c) 1 ,7i -  3, (tc-  3)2, ... ; d) J T T f , 2 » !

994. Az r sugarú körbe szabályos háromszog van írva, a hâromszögbe 
egy másik kört írtak, amelybe ugyancsak egy háromszog van beírva. 
Határozzátok meg mindegyik háromszog kerületeinek ôsszegét és 
mindegyik körvonal hosszának ôsszegét!

995. Adjátok meg kôzônséges törtek alakjában a végtelen szakaszos 
tizedes törteket:
a) 10,(4); b) 3,0(6); c) 0,(24); d) 1,4(7)!

S> 996. írjátok fel kôzônséges tôrtek alakjában a kôvetkezô szâmokat:
a) 3,(5); b) 21,(21); c) 1,1(6); d) 10,00(52)!

997. Ismeretes, hogy \a\< 1, |x| < 1. Egyszerüsitsétek a végtelen ôsszegeket:
a) 1 + a + a2 + a3 + ... ;
b) 1 -X  + X2 -X 3 + .... !

998. Határozzátok meg a végtelen számú ôsszeadandôk ôsszegét:

(8 + 4V2) + (4 + 2>/2) + (2+ J î )+  ... ,

amelyek mindegyike kétszer kisebb az elôzônél!
^ 999. írjatok fel egy olyan végtelenül fogyô mértani sorozatot, amelynek 

elsô tagja 3, tagjainak ôsszege pedig 4!
1000. A végtelenül fogyô mértani sorozat elsô tagja 8-cal nagyobb, mint a 

második, az ôsszege pedig 18-cal egyenlô. Határozzátok meg a 
sorozat negyedik tagjàt!

$> 1001. A végtelenül fogyô mértani sorozat tagjainak ôsszege 1,5, mig 
négyzeteik ôsszege 1,125. Határozzátok meg a sorozat elsô tagjàt és 
hányadosát (kvôciensét)!

1002. Határozzátok meg az elsô száz ôsszeadandô ôsszegét: 
a) 1 - 2  + 3 -  4 + 5 -  6 + ... + «(-1)"+1 + ...;
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1003. Határozzátok meg a sorozat elsó negyven tagjának ósszegét:

\ AL AL  AL A L  41
a’ 1 • 2 ’ 2 • 3 ’ 3 • 4 ’ 4 ■ 5 ’ ''" ’ n(n + l) ’ • • * ’

i_ \ J J J ____ A—_____ |
1-4» 4 - 7*  7 10 ’ 10 13’ ’ (3» -  2X3« + 1) ’ ••• •

1004. Bizonyítsátok be az azonosságot:
1 + 2 + 3 + ... + ( « -  1)+ « + (/?- 1) + ... + 3 + 2 + 1 =  n2\
Magyarázzátok meg a mértani tartalmát a 145. ábra alapján!

1005. Bizonyítsátok be az azonosságot:
8 • (1 + 2 + 3 + 4 + ... + «) + 1 = (2« + l)2!
Magyarázzátok meg a mértani tartalmát a 146. ábra alapján!

146. ábra

Oldjátok meg az egyenleteket, amelyeknek a bal oldala mértani sorozat 
tagjainak az ósszege (1006-1007)!

2> 1006. ^ + * + x2 + ... + x4 + ... = j , ha |x| < 1.

1007. 1 + 2jc + x2 -  x3 + jc4 -  x5 + ... = , ha |*| < 1.

Bizonyítsátok be az azonosságokat (1008-1010)!
1008. (1 + 2 + 3 + ... + ri)2 = l 3 + 23 + 33 + . . .+ n2.
1009. 4(13 + 23 + 33 + ... + n3) = n \n  + l)2.
1010. 3(1 •2 + 2*3 + 3 , 4 + ... + n (n + !) = «(« + 1 )(« + 2).
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/ ------------- -------------------— 7 ; N
OLDJATOK MEG ONALLOAN A FELADATOKAT!

I . v á l t oz a t

Io. Határozzátok meg a 3, 7, 11, 15,... számtani sorozat «-edik és 
50-edik tagját, valamint elsö 50 tagjának az ôsszegét!

2o. Határozzátok meg a 2, -6, 18, -54, ... mértani sorozat «-edik 
tagját és elsö hét tagjának az ôsszegét!

3*. Határozzátok meg annak a növekvö mértani sorozatnak a 
hányadosát, melynek elsö, második és negyedik tagja számtani 
sorozatot képez!

II. V á 11 o za t
Io. Határozzátok meg a 2, 7, 12, 17, ... számtani sorozat «-edik és 

40-edik tagját, valamint elsö 40 tagjának az ôsszegét!
2o. Határozzátok meg a 2, -4, 8 ,-16 , ... mértani sorozat «-edik 

tagját és elsö tiz tagjának az ôsszegét!
3*. Határozzátok meg annak a növekvö mértani sorozatnak a 

hányadosát, melynek második, harmadik és ötödik tagja 
számtani sorozatot képez!

III. v á l t o z a t

Io. Határozzátok meg az 5,9, 13, 17,... számtani sorozat «-edik és 
50-edik tagját, valamint elsö 50 tagjának az ôsszegét!

2o. Határozzátok meg a 3, -6, 12, -24, ... mértani sorozat «-edik 
tagját és elsö tiz tagjának az ôsszegét!

3*. Határozzátok meg annak a növekvö mértani sorozatnak a 
hányadosát, melynek harmadik, negyedik és hatodik tagja 
számtani sorozatot képez!

İV. V á 11 o z a t

Io. Határozzátok meg a 4, 7, 10, 13,... számtani sorozat «-edik és 
60-adik tagját, valamint elsö 60 tagjának az ôsszegét!

2o. Határozzátok meg a 3, -9, 27,-81, ... mértani sorozat «-edik 
tagját és elsö nyolc tagjának az ôsszegét!

3*. Határozzátok meg annak a növekvö mértani sorozatnak a 
hányadosát, melynek negyedik, ötödik és hetedik tagja számtani 
sorozatot képez!

V ____________________________ ;_____________________________________________ J
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ğ>4 a  FEJEZET TARTALMÂNAK ÖSSZEFOGLALÂSA

A szâmsorozat az összes vagy az elsö n termeszetes szâmok 
halmazân megadott fıiggveny.

Szâmtani sorozatnak nevezzük mindazokat a sorozatokat, 
amelyekben (a mâsodiktöl kezdve) bârmelyik tag es az azt megelözö' 
tag különbsege âllandö. Ezt az âllandö különbseget differenciânak 
(különbsegnek) nevezzük es ¿/betüvel jelöljük.

A szâmtani sorozat egymâs utan következö elsö tagjait av a2, av 
...,a n, ... betükkel jelölik. A sorozat «-edik tagja: an = a] + (n -  1 )d.

A szâmtani sorozat elsö tı tagjainak összege:

S = °l n.

Mertani sorozatnak nevezzük mindazokat a sorozatokat, 
amelyekben (a mâsodiktöl kezdve) bârmelyik tag es az azt megelözö 
tag hânyadosa âllandö. Ezt az âllandö hânyadost (kvöciensnek) 
hânyadosnak nevezzük es q betüvel jelöljük. LJgy tekintik, hogy

^ 0, q ^  0.
Ha b]t b2, by, ... , bn, ... a mertani sorozat elsö tagjai, akkor 

«-edik tagja: bn = b^qn~x.
A mertani sorozat elsö n tagjainak összege:

Ha q -  1, akkor S = nb1 7 n 1
Ha a vegtelen mertani sorozat hânyadosa kisebb 1-nel, akkor 

összes tagjânak összege a következö keplettel hatârozhatö meg:

5 = \ - q ‘

Ezzel a keplettel irhatök le közönseges törtek alakjâban a vegtelen 
szakaszos tizedes törtek:

0,(5) = 0,555 — “  £  + i§> + — “  i - r | î 5
9 •
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MATEMATIKATÔRTÉNET

Az egyiptomi Rhind-papiruszon (i. e. II. évezred) a következö 
feladat olvasható: „Ossz szét 10 véka árpát tiz ember között úgy,

i

a , 1 , 2Az a, a + ğ , a + ğ

hogy mindenki ğ-dal többet kapjon, mint a mellette lévo!”
9

, a + ğ számtani sorozat tíz tagjának
meghatározásáról van szó, amelyek összege 10-zel egyenlö.

Az ókori babilóniaiak a többi között ki tudták számolni az 
1 + 2 + 22 + 23 + ... + 29 mértani sorozat tagjainak ôsszegét.

Az ókori Görögorszâg matematikusai már az i. e. V. században 
tudták, hogy

1+ 2  + 3 + ... + « =  ^ n(n + 1 ),
2 + 4 + 6 + ... + 2« = n{n + 1),
1 + 3 + 5 + ... + (2« + 1 ) = «2.

Eukleidész Elemek címü müvében le van írva a szabály, amely 
alapján kiszámítható a mértani sorozat tagjainak összege.

Archimédesz levezette, miként számítható ki az elsö n természe- 
tes szám négyzeteinek összege. A tudós meg tudta határozni a végte- 
lenül fogyó mértani sorozat tagjainak ôsszegét is.

Az elsö n természetes számok köbei ôsszegének kiszámítását 
lehetové tévo

l3 + 23 + 33 + ... + «3 = (1 + 2 + 3 + ... + n)2 
ôsszefüggést Abu-Bekri bağdadi matematikus fedezte fel a 
XI. században.

Sok számsor n tagjai ôsszegének kiszámítására dolgozott ki az 
itt következöhöz hasonló

1 - 2 - 3  + 2-  3-  4 + 3-  4-  5 + . .. + «(«+ 1)(» + 2),

1 +3 + 6+  10 + ... + $n(n+  1),

1
1-3

- L  + -L- +
3-5 5- 7

1
(2n -  1X2n + l)’

eredeti módszert V. J. Bunyakovszkij ukrán matematikus 
(lásd 65. old.).
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FELKÉSZÜLÉS A TÉMAISMERETI ÉRTÉKELÉSRE

4. sz. tesztfeladat

I 1. Határozzátok meg a számtani sorozat hetedik tagjàt, ha
°6 + a8 = 20:
a) 5; b) 20; c) 10; d) 15!

2. Számítsátok ki a mértani sorozat elsö tagját, ha 
3̂ = 4, b =2-.

a) 2; b) 4; c) 8; d) 16!
3. Határozzátok meg annak a sorozatnak az ötödik tagját, amely a 

következö képlettel van megadva:
ûi = 2. a„ . , = 3 ' a„:
a) 162; b) 54; c) 18; d) 93!

4. Határozzátok meg a végtelenül fogyô mértani sorozat ôsszegét:
j  _ 2  2 _ _ 2_
Z, 3 , 9 » 27 ’

a) f  ; b) 1 i ;  c ) - § ;  d) 1!
:■ 5. Határozzátok meg az összes kétjegyü páros szám ôsszegét:

a) 2408; b) 2450; c) 2440; d) 2430!
6. Határozzátok meg a b3- b4 - b5 mértani sorozat tagjainak szorzatât, 

ha b. = 2:4

a) 4; b) 14; c) 8; d) 60!
7. írjátok fel a 2, 6, ... számtani sorozat /7-edik tagjânak képletét:

a) an = n2 + n; b) an = 4 n -  2; c) an = 4n + 2; d) a = n -  n2\
8. Határozzátok meg a mértani sorozat elsö hat tagjânak ôsszegét, ha: 

b, = 3,q  = 2:
a) 197; b) 90; c) 189; d) 93 !

9. Milyen két szâmot kell elhelyezni a 2 és a 31,25 szâmok kôzé, hogy 
együtt mértani sorozatot képezzenek:
a) 1 és 7; b) 3 és 4,5; c) 2,5 és 8; d) 3,5 és 4?

10. Milyen sorszámú a 3, 6, ... mértani sorozatban a 384 szám:
a) 7; b) 9; c) 8; d) 10?
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. ■r¡P usfeladatok a 4. sz. dolgozathoz

I Io. A számtani sorozatban ax = 4, a2 = 14.
Határozzátok meg: a) d\ b) a5; c) S10!

2o. A mértani sorozatban bx = 16,b 2 = 8.
Határozzátok meg: a) q\ b) ¿>6; c )^ !

3*. Határozzátok meg a számtani sorozat nyolcadik tagját, ha 
a2 + a¡t = 20\

4°. Határozzátok meg a végtelen mértani sorozat ôsszegét:

16, - 4 ,  1, - i , . . . !

5. Fejezzétek ki kôzônséges tört alakjában:
a°) 0,(2); b*) 0,(25); 0  0,3(8)!

6*. Határozzátok meg a mértani sorozat n tagjainak számát, amelyben 

b = \ , b  =768, 5 = 1534,5!

7 \ A -3,6; -3,3; -3 ,. . .  számtani sorozat melyik sorszámú helyétol 
pozitívak a tagok?

8*. Határozzátok meg az összes olyan természetes szám ôsszegét, 
amelyek kisebbek 100-nál és oszthatók 6-tal!

9*. A kertben az egyik gyerek egy öszibarackot szakított le a fáról, a 
másik kettöt, s minden következö gyerek egy-egy öszibarackkal 
többet. Azután a gyerekek a leszakított barackokat egymás között 
egyenlöen elosztották, aminek eredményeként mindegyiküknek 
6-6 gyümölcs jutott. Hány gyerek szakított öszibarackot?

10". A mértani sorozat elsö n tagjainak összege az Sn = 2(5” -  1) 
képlettel számítható ki.
Határozzátok meg: a) 54; b) a5\

■ -------------------------------
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ISMETLO FELADATOK ES GYAKORLATOK

E G Y E N L Ó T L E N S É G E K

Oldjátok meg az egyenlótlenségeket, megoldásaik halmazát ábrázoljátok 
a koordináta-egyenesen (1011-1015)!
1011. a) 5x < 15; b)0,6x>3; c) —4jc < 1;

d) 7* + 1 < 15; e) 9x -  5 < 13; f )7 -4 x > 1 5 .
1012. a) 3x -  5 < x + 7; * 

c) 0,3y + 1 > 3 -  0,2y;

1013. a) 2jt -  | ( at-1) > 4; 

c) , + 2t±I < 11-3*

b) x + 15 > 5x + 3; 
d) l,5z -  2 < z + 8.

b) 5 < 3x -  - f (* - l) ;

d) 7z -  16 4z + 5 < 11.3 ' 4

1014. a) 5 • (x -  1) -  2 • (3x -  2) > 3* -  4 • (2x -  7); 
b) 4 • (3 -  2y) -3 • (4y + 5) < 5y + 3 • (y -  4).

1015. a) 0,5 -  1,2 • (3 - x )  < 4,5 • (2 -  4x) -  5*; 
b) l,2z -  0,6 • (5 -  3z) > 2,3 • (2 -  5z) -  4z.

1016. A változó mely értékei mellett van értelme a kifejezéseknek:

a) J 5 x -1 ; b) >l\-2x ; e) ^ + J3x~\ ?

1017. Határozzátok meg a függvények értelmezési tartományait:

a) y  = J -2 x  ; b) y  = V3-7x ; c) y  = J x 2+3 ;

d )y =  yl-x2- 1; e)y = ^ + Vx ; 0 ^ =  ^ -  V Px !

Oldjátok meg az egyenlótlenség-rendszereket (1018-1021)!
[7y + 3 > 8y -17,[5x + 1 > 6x —18, 

1018* a) [3x -  7 < 5x -13;

]4x + 5 < 9x -  5, 
1019‘ a) |8x -  7 > 5x + 4;

[3(2jc — 1) + 2,5x < 4,
1020. a) {0,5(jc- 3) - 4,5 < x;

b)

b)

b)

3y -  2 < 6y -12.

5 + 3z < 9z -  4,
8z -  6 > 7z + 3.

l,5(2x -  3) + 2,1 x < 2, 
3x -  2,5(4-0 ,5 x )> 0 .
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1021.

1022.

Oldjâtok meg az egyenlôtlenségeket (1023-1025)!
1023. a) (x + 3)(jc -  5) < 0; b) (x + 7)(x + 4) < 0;

c) (y -2  )(8 -y )  > 0; d) (z -  5)(6 -  z) < 0.
1024. a) (x2 + 3)(x -  5) < 0; b) (y + 2)(2 +>>2) > 0;

c) (3x -  2)(5 -  2x) > 0; d) 4 (2 y -3 )(7 -3 y )< 0 .

1025. a) ; +23 >0; b) 2z + l <0; <=>2^ > 0;

d) " I  > 0; < 0.

FÜGGVÉNYEK ÉS GRAFIKONOK

1026. Határozzátok meg az/(-2);7(-l);y(0);./(l);./í2)-t, ha a ñiggvények 
a következö képletekkel vannak megadva:

a)7(x) = 2x2 + 3; b) J{x) = 3x3 -  2; c)y(x) = J x 2+1 !

1027. A fuggvény azy = képlettel van megadva az elsö tíz természetes 

szám halmazán. Adjátok meg a fíiggvényt táblázat alakjában!

1028. A fuggvény azy = 2 Jx+5 képlettel van megadva a D = {-4; -2,75; 
-1 ; 1,25; 4; 11 }értelmezési tartományban. Adjátok meg a 
fíiggvényt táblázattal és grafíkonnal!

1029. Ábrázoljátok azy = x2 -  4 fuggvény grafikonját, ha D = (-1; 0; 
1 ; 2; 3} ! Határozzátok meg az értékkészletét!

a)
[l +  2 x > 2 ï f l ,

4
7+2x > 3x-l; b)

2 -^ 4 > 3 jc + 13,

5jc_ 8 <  2£±1 
4

Oldjâtok meg a kettös egyenlôtlenségeket:
a) 9 < 2jc + 3 < 17; b )-8  < 3 x - 2 < 25;
e) 0 < 1 -je < 1; d ) 0 < 2 - x < 2 ;

e) -8  < 3 -  Hz < 58; f) -1»5 < t (1 -  2y) < -  0,5!



2 5 8 Algebra 9

1030. Határozzátok meg a ftiggvények értelmezési tartományát:

a)y = 5 x - l ;  b)y = Vx+1; c)y  = j 4 - x  ;

d)y  = e)y  = 3 x x 2 -  i
f) y = ^ - A 'x ¿ - 1  ’ ' , , J  x + 3 ’ v -r  x2 +1 ■

1031. Azx mely értékei mellett legkisebbek a ftiggvények értékei:
a)y = x2- 6x + 9; b)y = x2 + 4x + 7;
c) y  = 4x2 — 12x -  3; d) y  = 4x2 -  4x + 1 ?

1032. Határozzátok meg a ftiggvények legnagyobb értékeit:
a) y  = 3 -  (x -*2)2; b) y  = -0,25(x + 5)2;
c) y  = 6x -  x2 -  10; d) y  = -5x2 + 4x + 1!

1033. Határozzátok meg a ftiggvények x-tengellyel alkotott met- 
széspontjait:
a) y  = x2 + 1 Ox -  11; b) y  = x2 + 18x + 81;
c) y  = 6x2 -  5x -  1; d) y  = 2x2 + 3x -  9;
e) y  = -2x2 + 7x -  3; f) y = 5 -  2x -  7x2;
g)y = 6x2-x ;  h)y = -2x(x + 3)!

1034. Szerkesszetek parabolát teljes négyzetté való alakítással:
a)y = x2 + 4x + 5; b)y = x2- 6x + 5;
c) y  = x2 -  2x -  1; d) y  = 1 + 4x -  x2;
e) y  = 4x2 -  4x + 5; f) y  = 5x2 + lOx + 4!

Ábrázoljátok a ftiggvények górbéit (1035^1037)!
1035. a ) y  =  (x  +  2 ) 2 -  3 ;

c) y = - ( x - 3 ) 2+ 1; 
e) y  = 0 ,5(x- 2) -  2;

1036. a) y  = x(x -  2);
d) y = 2x -  x2;

1037. a) y  = 3x2 + 3x -  1; 
c) y  = -3x2 + 6x -  1;
e) y  = -2x2 + 3x + 2;

b)y = (x -  l )2 + 3; 
d) y = 2(x + l)2-  1;
f)y  = 5 - ( x - 0 ,5 ) 2.

b) y = x(5 -  x); c)y = x2- 6x;
e)y = 3x2 + 12; f)y = x - 2x2.

b) y = 2x2 -  4x + 5;
d)y = -x2 + x -  3;
f)y = 5x2 + 3x -  2. 

Oldjátok meg a másodfokú egyenlótlenségeket (1038-1044)!
1038. a)x2 + 2x > 0; b)x2- x > 0 ;

c) 2x2 + 5x < 0; d) 3x2 -  x < 0.
1039. a) x2 -  3x + 2 > 0; b) x 2 + 5 x  + 6 < 0;

c)x2- x - 2 < 0 ;  d)x2 + 2x -  15 > 0.
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1040. a) 3x2 -  x -  4 > 0;
c) 6x2 + 5x + 1 < 0;

1041. a) -x 2 + 2x -  1 < 0; 
c) 6x -  9 -  x2 > 0;

1042. a) (x -  3)(x + 5) > 0; 
c) (x + 7)(x -  1) > 0;

1043. a) (2x+ l)(x+ 1 ) > 0; 
c) (x -  7)(3x + 1) < 0;

1044. a) (x -  1)(2 -  x) > 0;

b) 5x2 -  2x -  3 > 0;
d) 10x2 -  9x + 2 < 0.

b) -x2 -  2x -  5 > 0;
d) 3x -  7x2 -  5 < 0.

b) (x + 2)(x + 7) < 0;
d) (x -  3)(x -  5) < 0.

b) (3x -  2)(2x + 3) > 0;
d) (2x -  5)(3x -  6) > 0.

b) (3 + x)(x + 7) < 0;
d) (5 -x )( l -  x) > 0.c) (3 -  x)(5 + x) < 0;

1045. Oldjâtok meg az egyenlotlenségeket:

b ) 7 T ^ > 0 ;a) 7^7  > 0;

< 0 ^ d) —  < 0!

1046. Oldjâtok meg az egyenletrendszereket helyettesítési môdszerrel:

x - y  = 3, 
xy = 4;

ï x - y  =  3,
a) [x2 + y 2 =9; b)

II(N1£

c) [y = x  -  2; d)
3x + 4y = 8, 
xy = 1.

1047. Oldjâtok meg az egyenletrendszereket az egyenlô együtthatôk 
môdszerével:

x2 + xy = 15, 
y 2 + xy = 10;

x3 + y 3 = 19, 
x 2y  + xy2 = - 6.

1048. Oldjâtok meg az egyenletrendszereket ùj ismeretlen bevezetésének 
môdszerével:

x + y  -  xy = -23, 
x -  y  + xy = 49; b)

x2 + y 2 = 10,
(x -  y)(x + y) = 8; d)

a)
5(x + y) + 2 xy = -19, 
x + y  + 3xy = -35; b)

xy + x + y  = - 11,
x2y  + y 2x = 30;
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c)
\x2+ y 2 = 28, 
\x  + y  = 4; d)

2 xy  — 3 — = 15,y
jc v + — = 15!
. y

AZ ALKALMAZOTT MATEMATIKA ELEM EI,

Keszitsetek matematikai modellt (egyenlet, egyenletrendszer vagy diagram
alakjâban) a feladatok megoldâsâhoz (1049 -1056)!
1049. Ket barkan összesen 900 t büza van. Hâny mâzsa buza van rajtuk 

külön-külön, ha az elsön 20%-kal van több, mint a nıâsikon?

1050. Az üzletbe ketfele minösegü, összesen 1800 kg liszt erkezett. Azt 
követöen, hogy 60% elsö- es 70% mâsodosztâlyüt ertekesitettek 
belöle, a boltban 640 kg liszt maradt. Mennyi elsö- es mennyi 
mâsodosztâlyü lisztet kapott az üzlet?

1051. A matematikai felveteli vizsgân a diâkok 15%-a egyetlen feladatot 
sem oldott meg, 144 felvetelizö hibâsan oldotta meg a feladatokat, 
mig azoknak a szâma, akik mindegyik feladatot megoldottâk, ügy 
arânylik azokehoz, akik egyetlen feladattal sem birköztak meg, 
mint 5 :3 . Hâny felvetelizö tette le a matematika vizsgât?

1052. A gyorsvonat egy örâval hamarabb tette meg a 400 km-es tâvot, 
mint a tehervonat. Milyen a vonatok sebessege, ha a tehervonate 
20 km/h-val kisebb, mint a gyorsvonate?

1053. Az 1200 km-es utat megtett turista kiszâmitotta, hogy ha 6 nappal 
tovâbb lett volna üton, akkor naponta 10 km-rel rövidebb tâvot tett 
volna meg. Mekkora tâvot tett meg naponta a turista?

1054. Az üszömedencet ket csöböl 6 ora alatt töltöttek fel vizzel. Az 
egyik csö 5 örâval hamarabb töltene fel vizzel a medencet, mint 
a mâsik. Mennyi idö alatt töltödne fel a mederrce a ket csövön 
keresztül külön-külön?

1055. Ket szövönö együtt dolgozva 12 nap alatt tudja teljesiteni a rendelest. 
Hâny nap alatt teljesitene a rendelest a ket szövönö külön-külön, ha 
ismeretes, hogy az egyik teljesitmenye 1,5-szer akkora, mint a 
mâsike?
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1056. A vonatnak bizonyos idö älatt kellett megtennie a 250 km tàvot. De 
2 órával az indulást követöen 20 percre meg kellett állnia, s hogy

• behozza a késést és idejében megérkezzen a célállomásra, 25 km/h- 
val kellett növelnie a sebességét. Mekkora volt a vonat menetrend 
szerinti sebessége?

1057. Az Antonovka fajtájú alma cukortartalma tomegének 10,7%-a. 
Mennyi cukor van 50 kg üyen almában?

1058. A bank 45 ügyfelet szolgált ki, ami az összes ügyfél 15%-a. Hány 
ügyfele van a banknak?

1059. Az árucikk árát elöször 10%-kal, majd további 5%-kal csokkentették, 
minek eredményeként az ára 34,2 hrivnya lett. Mennyi volt 
eredetileg az árucikk ára?

1060. Kezdetben két hordóban egyenlö mennyiségü víz volt. Késôbb az 
egyik hordóban 10%-kal csökkent, majd 10%-kal not a víz 
mennyisége. A másik hordóban a víz mennyisége elöször 10%-kal 
növekedett, késôbb 10%-kal csökkent. Melyik hordóban lett 
több víz?

1061. Hány százalékkal nö a téglalap területe, ha a hosszát 20%-kal, 
szélességét pedig 10%-kal megnövelik?

1062. Az árucikk árát 20%-kal csokkentették. Hány százalékkal kell ezután 
megnövelni a cikk árát, hogy az eredeti nagyságú legyen?

1063. A termék elkészítésére fordított kiadások 1250 hrivnyát tesznek ki, 
míg az ára 1750 hrivnya. Számítsátok ki százalékban az árrést!

1064. A kereskedelmi cég két tárgyat vásárolt 2500 hrivnyáért, majd a 
viszonteladásukból 40% nyereségre tett szert. Mennyit fizetett a 
cég a tárgyakért külön-külön, ha az egyik eladása 25%, míg a másiké 
50% nyereséget eredményezett?

1065. A 12 kg tömegü réz-ón ötvözet 45% rezet tartalmaz. Hány 
ki logramm tiszta ónt kellene az ötvözethez adni, hogy az újonnan 
képzodô ötvözet 40% rezet tartalmazzon?

1066. A 22 fos osztályból találomra kiválasztottak egy tanulót. Mekkora 
a valószínüsége annak, hogy a kiválasztott tanuló fiú, ha az 
osztályban a fiúk létszáma 10?

1067. A dobozban 7 fehér és 13 fekete golyó van. Találomra kivesznek 
beiöle egyet. Mekkora a valószínüsége annak, hogy az fehér 
golyó lesz?
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1068. A zacskóban a darab fehér és b darab fekete golyó van. Kivesznek 
belóle egy fehér színüt és félreteszik. Ezután kivesznek még egyet. 
Mekkora a valószínüsége annak, hogy a második golyó is fehér 
színü?

1069. Az 1 és 20 kozótti természetes számok kózül a tanuló találomra 
megnevez egyet. Mekkora a valószínüsége annak, hogy ez a szám 
30 osztója?

1070. Hét egyforma kártyára egy-egy betüt ímak, amelyekból kirakható 
az ALGEBRA szó. Ezután lefordítják a lapokat, ósszekeverik és 
találomra veszik fel óket. Mekkora a valószínüsége annak, hogy a 
felszedett kártyalapokból kirakható lesz a GRAB szó?

1071. A 3x4x5 méretü fa téglatest minden oldalát befestették, majd 60 
egyenló kockára vágták fel és a darabokat egy zsákba szórták. 
Mekkora a valószínüsége annak, hogy a zsákból találomra kivett 
kocka: a) 3 oldala festett; b) 2 oldala festett; c) 1 oldala festett;
d) 0 oldala festett?

1072. Mekkora a valószínüsége annak, hogy a találomra kiválasztott 
háromjegyü szám: a) 5-tel osztható; b) nagyobb 100-nál; c) kisebb 
200-nál?

1073. Határozzátok meg a minták móduszát, mediánját és átlagát:
a) 3, 4, 4, 4, 6, 6, 7, 7, 8, 8, 9;
b) 11, 17, 12, 13, 14, 15, 15, 16, 16, 13, 15, 11!

1074. Határozzátok meg a minták centrális tendenciáit:
a) 1,2; 2,1; 2,4; 2,7; 2,8; 3,0; 3,0; 3,0; 3,0; 3,1; 3,1; 3,4; 3,6;
b) 0,98; 1,03; 1,06; 0,97; 0,97; 1,05; 1,01; 0,98; 0,97; 0,99; 0,96; 
1,02; 0,97; 1,01; 1,03!

1075. 48 diák vizsgateszt-eredményei alapján ósszeállították az elkóvetett 
hibák táblázatát:

3 1 2 2 0 3 3 1 3 2 4 2

2 3 0 1 5 3 1 2 4 1 3 2

0 3 2 2 4 3 0 1 3 3 2 3

4 1 0 2 2 1 2 0 1 2 3 2

Állítsatok óssze gyakorisági táblázatot, és rajzoljatok hisztogramot! 
Határozzátok meg a minta centrális tendenciáit!



1076. A gyárban 200 alkatrészt csiszoltak le, majd megmérték öket, s a 
mérési eredményeket táblázatba foglalták.
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05 rH co uO 05 rH CO
CO t - t> t - 00 »
ÍO co" co" co" co" co CO co

d , cm 1 1 1 1 1 1 1
05 rH co iO 05 rH

CO co b -

co co" co" co" co" co" co" co

Alkatrészek száma
W VMMHMM NB

5 17 24 54 52 23 18 7

A táblázat adatai alapján: a) szerkesszetek hisztogramot; b) hatâ- 
rozzâtok meg valamennyi érték relativ gyakoriságát!

1077. Az üzemben 3050 nyersvasôntvény vegyelemzését végezték el, és 
táblázatba foglalták az ôntvények (százalékban kifejezett) 
széntartalmát.

Széntartalom,
%

1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7

Ontvényszám 52 120 180 205 407 507 621 413 320 225

A táblázat adatai alapján: a) határozzátok meg valamennyi érték 
relativ gyakoriságát; b) határozzátok meg a minta centrális 
tendenciáit!

SZÁMSOROZATOK

1078. írjátok fel annak a sorozatnak az elsö öt tagját, amelynek az w-edik 
tagja a következö képlettel van megadva:
a) a = 2(n+ \); b)x = 6 :«; c)v = « 3 + 3 « - ( - l ) ”;
d ) b = \ +  n2; e) cn = 2 n ■ n2; f) z =  1 + ( - 1)"!

1079. A sorozat az an = 2n2 + 3 képlettel van megadva. Határozzátok meg:
a) a3- b) o6; c) a{5; d) a]00\

1080. írjátok fel annak a sorozatnak a hetedik, tizedik és huszonötödik
tagját, amelynek az w-edik tagja a következö képlettel van megadva: 
a)cn = ( \ - n ) 2; b )c ; = 350 + «; c) cn = 2n -  (-1)"!

1081. írjátok fel annak a számtani sorozatnak az elsö öt tagját, amelyben:
a) = 17, d=  2; b) a, = 0,5, d=  10;

c ) a ]= - ^ , d = \ ;  d)a, = 6 ,d= 0 \
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1082. A számtani sorozat elsö tagja ¿7,, a külônbsége d. Határozzátok 
meg elsö n tagjainak ôsszegét, ha:
a) a, = 5, d=  3, n = 31; b) a, = 14,5, d=  0,7, n = 26;

c) a, = - | ,  d= \ , n  = 35; d) a{ = 111, î/ = - | ,  n = 56!

1083. Határozzátok meg a számtani sorozat elsö száz tagjának ôsszegét:
a) a, = -35, d=  6; b) ¿7, = 66, d = - 8;
c) ¿7, = -2,5, d=  3; d) ¿7, = -20, d=  1,4.

1084. A számtani sorozat elsö négy tagjának összege 56, míg az utolsó 
négy tag ôsszegè 112. Határozzátok meg a számsorozat tagjainak 
számát, ha az elsö tagja 11-gyel egyenlö!

1085. A növekvö számtani sorozat elsö és ötödik tagjának összege 
14, második és negyedik tagjának a szorzata 45-tel egyenlö. 
A sorozat hány tagjât kellene összeadni, hogy az eredmény 
24 legyen?

1086. Adva van két számtani sorozat. Az elsö sorozat elsö és ötödik tagja 
rendre 7 és -5. A második sorozatban az elsö tag 0, az utolsó 3,5. 
Határozzátok meg a második sorozat tagjainak ôsszegét, ha 
ismeretes, hogy mindkét sorozat harmadik tagja egymással egyenlö!

1087. A mértani sorozatban b7 = 80, = -160. Határozzátok meg:
¿V 4’ b s -

1088. A mértani sorozatban b6 = 18, bA = 72. Határozzátok meg: />,, q\
1089. Irjátok fel azt a hat tagból álló mértani sorozatot, amelyben az elsö 

három tag összege 168, az utolsó háromé pedig 21 !
1090. A növekedö mértani sorozat elsö és utolsó tagjának összege 66, 

második és utolsó elötti tagjának szorzata 128, összes tagjának 
összege pedig 126. Hány tagú a sorozat?

1091. Dzsemsid al-Kashifeladata. A kertben egy ember egy gránátalmát 
szakított le a fáról, a másik kettöt, s minden következö egy-egy 
gránátalmával többet. Azután az emberek a leszakított gránátalmákat 
egymás között egyenlöen elosztották, aminek eredményeként 
mindegyiküknek 6-6  gyümölcs jutott. Hányan szakítottak 
gránátalmát?

1092. Okori indiaifeladat A vándor elsö nap két egységnyi utat tett meg, 
minden következö napon három egységgel többet, mint az azt
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megelözö napon. Egy másik vándor az út három egységét teszi meg 
az elsö napon, minden következö napon két egységgel többet. Mikor 
éri utol az elsö vándor a másikat, ha egyszerre indultak útnak 
ugyanarról a helyröl és ugyanabban az irányban?

1093. A bv b2, bv b4 mértani sorozat. Mértani sorozatok-e a következök: 

a) 5br 5bv  5bv 5b4 ... ; b) b] + 5, b2 + 5, ¿>3 + 5, b4 + 5,... ;

c) b\, b l  b l ... ; ^/ h. •> h. ’ h. ’

1094. Határozzátok meg a végtelen mértani sorozatok ôsszegét:

a) b. = 27, q = t ;

c =

b )b x= 2,q  = - \ -  

d ) b . = - \ yq = - \ \

1095. Ellenorizzétek, hogy az adott mértani sorozat q kvóciense 
(hányadosa) kielégíti-e a \q\ < 1 feltételt, és határozzátok meg a 
sorozat ôsszegét:

a) b) 0,1, -0 ,01 ,...; c) 1,8; 0,36,...!

1096. Határozzátok meg a végtelen mértani sorozatok ôsszegét:

a) 7 + 10 + 100
+

b )  30  10 +  1000 '

1097. Fermât feladata. Ha S a végtelenül fogyó (a j  mértani sorozat 
összege, akkor:

S  -  a ,<1 U 2
1098. A végtelen mértani sorozat összege 4, tagjai köbeinek összege pedig 

192. Határozzátok meg a sorozat elsö tagját és hányadosát!
1099. A végtelen mértani sorozat összege egyenlö elsö hat tagja ôsszegének

g
a y-ével. Határozzátok meg a sorozat hányadosát!

1100. Határozzátok meg azt az összeget, amelynek összeadandöi a 
következö mértani sorozatok tagjai (|/?| < 1):

a) b + b2 + b* + ...; b) b -  b2 + b3- ...;

c)b2 + b4 + b6+ ...; d) b -  P  + b5 -  ...\
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1101. Melyik a nagyobb: Vl4 + ^6 vagy2V3 + V7 ?

1102. Bizonyitsatokbe az egyenlotlenseget: 4< \l9 + 4^5 + ^ 9 -4 ^ 5  <5!

1103. Bizonyitsatok be, hogy a, c barmely erteke mellett:
a) 2a2 + &2 + c2 > 2a(b + c);
b) a2 + b2 + c2 > 2 (a + 2b + 3c -  7)\ ■

1104. Bizonyitsatok be, hogy jc, y  barmely erteke mellett:
a) jc4 + y 4 > x 3y  + jcy3;
b) 2 jc2 + 5y 2 -  4xy -  2x -  4xy + 5 > 0!

1105. Bizonyitsatok be, hogy a barmely erteke mellett:
a) a4 -  2a3 -  a2 + 2a + 1 > 0;
b) tf4 - 3 t f 2 -2 tf  + 5 > 0 !

1106. Bizonyitsatok be, hogy a, b, c, d barmely erteke mellett:

a) (a2 + b2){c2 + a2) > 4abcd\
b) a2 + b2 + c2 + d 2 > (a + b)(c + d)\

1107. Bizonyitsatok be, hogy: a) jc2 + y2 > ^ , ha jc + y  = 1;

b) jc 2 + y2 >  ̂, ha x + 2y = 1!

Oldjatok meg az egyenlotlenseget (1108-1110)!

1108. a) x 2 + 4 
x - 4 <X; i  \  j c 2 +  jc  +  1 

’ 3x2 + 4.x -  4 < 1.

1109. a) 3̂  < jc -  1; b) x  + 4 
x  + \ > 2 -  x.

1110. a) ( jc  + 3)3 (x + 5) ( jc  -  2) < 0; 

b) (8 -  j c ) 5 ( jc  + 8)2 ( jc  + 4) < 0.

1111. Bizonyítsátok be, hogy a Vjc- 6  + Vjc- 1  > 1 és J x -6  + Vjc- 1  > 2  

egyenlotlenségeknek ugyanolyan megoldáshalmazaik vannak!



Ábrázoljátok a fîiggvények gôrbéit (1112-1113)!

1112. a)y = 3 - |* |;  b ) y = ¡ 7 ¡; c)y  = x2 + 2\x\ -  3.

X |.v|
1113 . a ) y  =  j^ j ; b ) y  =  4 * | ;  ■ c ) y = j ^ p ^ .

1114. Ábrázoljátok az egyenletek gôrbéit:
a) x2 + xy = 0; b) (x + 1 )(y -  3) = 0;
c) (xy -  6)(y -  3) = 0; d) (jc2 - y 2) ^ 2 + y2 -  4) = 0!

1115. Irjátok fel egyszerübb képlettel a ftiggvényt:

y  = J x 2 + 2<j2x + 2 + ylx2 -  2>¡2x + 2 !
Ábrázoljátok a grafíkonját!

Ábrázoljátok a fîiggvények gôrbéit (1116-1118)!
1116. a) y = \2x -  31; b) y  = 2|jc| -  3.
1117. a) y = 2\x2 -  3|; b) y = \x2 -  6x + 5|.

1118. a) y  = \2x2 -  6 |jc| + 5|; b) y = \x2 -  6*| + 5.
1119. Hány megoldása van a |jc2 -  6x + 5| = a egyenletnek, ha a 

egyenlô -2, 0, 2, 4, 6-tal?
1120. Oldjâtok meg az egyenlôtlenségeket:

a ) |* -  l| + |x -5 |> 6 ;  b) \x -  1| + |x -5 | < 3!
1121. Ogörög feladat. Bizonyítsátok be, hogy a páros számú tagokból 

álló számtani sorozat egyik felét kitevö tagok összege ezen összeg 
négyzetének osztójával nagyobb a maradék tagok ósszegénél!

1122. Ókori feladat. A katona a következö jutalmazást kapta: az elsö 
sebesülésért 1 garast, a másodikért 2 garast, a harmadikért 4 garast 
stb., összesen 655 ezüstôt és 35 garast (100 garas = 1 ezüst). Hány 
sebesülése volt a harcosnak?

1123. Ókori kínai feladat. Egy ügetö ló és egy kivénhedt gebe Csanjan 
városból a 3000 li távolságra lévô Csi hercegségbe fut. Az elsö 
napon az ügetö ló 193 li távolságot tesz meg, és minden következö 
napon az elözö napi távolságnál 13 livel többet tesz meg. A gebe az 
elsö napon 97 li távot futott le, s minden következö napon fele livel 
kevesebbet tett meg, mint a megelözö napon. Az ügetö ló Csibe 
érve visszafordult. Hány nap múlva találkozott a gebével?

EMELT SZINTÜ FELADATOK ÉS GYAKORLATOK_____________________________ 2 6 7
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1124. Egy számotokra ismeretlen utcán 
a 46. számú házat keresitek, de a 
38-as házat látjátok. Melyik irányba 
kell mennetek?

1125. A derékszogü háromszog oldal- 
hosszai egy számtani sorozat egymás 
utáni tagjai. Határozzátok meg a 
háromszog befogóinak arányát!

1126. Határozzátok az x, y  és z számokat 
úgy, hogy 2, x,‘ y , z, 9 számtani 
sorozatot alkosson!

1127. Határozzátok meg az 1000-nél kisebb 
azon természetes számok osszegét, melyek:
a) oszthatók 7-tel; b) 7 relativ prímjei;
c) 3-mal oszthatóak, de 6-tal nem!

1128. Az av a2, av ... an egy mértani sorozat elsö n tagjai q hányadossal. 
Határozzátok meg az

a" + a" + a" + ... + ann összeget!

1129. A q, q2, q3, q4 ... végtelen mértani sorozat. Számítsátok ki a 
q + 2q2 + 3q~ + 4q4 + ... összeget!

1130. Határozzátok meg azt a végtelen mértani sorozatot, amelynek 
összege 4, a tagok köbeinek összege pedig 192!

1131. A számtani sorozat második, elsö és harmadik tagja egy mértani 
sorozat egymást követö tagjai. Határozzátok meg a mértani sorozat 
hányadosát!

1132. Az a, b, c egy számtani sorozat egymást követö tagjai. Bizonyítsátok 
be, hogy az a2 + ab + b2, a2 + ac + c2, b2 + be + c2 számok 
szintén egy számtani sorozat egymást követö tagjai!

1133. Adjátok meg a következö sorozatok /7-edik tagjának képletét: 

a) 1,2, 1,2, 1,2,...; b )-1, 2 ,-3 , 4 ,-5 , ... !
1134. Határozzátok meg az összeget:

a) 1 • 2 + 2 -3 + 3 -4 + ... + n ( n +  1);
b) 1 • 2 + 2 ■ 5 + 3 • 8 + ... + n {3 n -  1)!
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1135. Hatarozzatok meg azt a termeszetes szamot, amely az osszes elozo 
termeszetes szam osszegevel egyenlo!

1136. Melyik az a szamtani sorozat, amelyben az elso n tag osszege

1137. Newton feladata. Egy kereskedo evente harmadaval novelte a 
tokejet, a csaladjara koltott 100 fonttal csokkentve. Negy ev mulva 
megduplazodott a tokeje. Mennyi penze volt eredetileg?

1138. A 7 es 35 koze helyezzetek el 6 olyan szamot, hogy mind a 8 szam 
szamtani sorozatot kepezzen!

1139. irjatok fel az «-edik tagjat a 3, 6, 11, 18,... sorozatnak, amelyben a 
szomszedos tagok egymast koveto kiilonbsegei szamtani sorozatot 
kepeznek!

1140. Oldjatok meg az egyenletet:

amelynek bal oldalan az osszeadandok szamtani sorozatot 
kepeznek!

1141. Hatarozzatok meg a kovetkezo szamtani sorozatok kozos tagjait: 

1 ,4 ,7 ,... es 6, 11, 16... !

Igaz-e, hogy a kozos tagok sorozata szamtani sorozat?

1142. Bizonyitsatok be, hogy minden termeszetes n eseteben teljesiil az 
egyenloseg:

a) 23 + 43 + 63 + ... + (2w)3 = 2n~ (n + 1 )2;

b) l3 + 33 + 53 + ... + (2 « -  1)3 = «2(2«2-  1)!

1143. Al-Kashi feladata. Bizonyitsatok be, hogy n barmely termeszetes 
erteke eseten igaz az egyenloseg:

l4 + 24 + 34 +... + /74 = ^  -(6/75+ 15«4+ \0n2-n )\

1144. Fermatfeladata. Bizonyitsatok be, hogy 5 • (14 + 24 + 34 + ... + n4) =

n(n +1)

2n2 + 77?

x  - 1 +  x  — 2

=  (4/7 +  2 ) 2 -  ( I2 + 22 + 32 + ... + /72)!
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1145. Határozzátok meg az ósszeget:

5 1 1  + 1117  +  17 -23 +  +  (ón -  lj(6 /i + 5) ’

--------  + --------- 4“ --------- 4” 4"
1 2 3  2 - 3 - 4  3 - 4 - 5  " (n + 1X« + 2) !

1146. Az egyenló oldalú háromszóg kerülete 3o-val egyenló 
(147. a ábra). Az oldalait három egyenló szakaszra osztjuk, és 
minden kozépsó szakaszt két ugyanolyan, egymással 6 0 -os 
szóget bezáró, torott szakasszal cseréljük ki, ahogy a 147. b ábrán 
látható. A csillag alakú sokszóg minden oldalát három egyenló 
szakaszra osztjuk és minden kozépsó szakaszt ugyanolyan torott 
szakaszokkal cseréljük le, mint elózóleg, és így tovább. Az így 
kapott alakzatot Koch-féle hópehelynek nevezzük. Az egyenló 
oldalú háromszóget a Koch-hópelyhekból álló sorozat elsó 
tagjának tekintve, írjátok fel: a) a hópehelyoldalak számainak 
sorozatát; b) a hópelyhek oldalhosszainak sorozatát; c) a hópelyhek 
kerületeinek sorozatát! A sorozatok melyike számtani vagy 
mértani sorozat?

1147. Határozzátok meg a harmadik Koch-féle hópehely oldalhosszát, 
kerületét és területét (147. c ábra), ha a Koch-alakzat kialakítása 
egy 3 cm oldalhosszúságú, egyenló oldalú háromszógból kezdódótt! 
Létezik-e olyan Koch-hópehely, amelynek a kerülete kétszer 
(háromszor) nagyobb a létrehozására szolgáló szabályos háromszóg 
kerületénél?

Grafikai modellek felhasználásával oldjátok meg a feladatokat
(1148-1149)!
1148. Egy gyalogos A városból B faluba induit, mikózben vele egy 

idóben Æ-bôl egy motorkerékpáros induit el A-ba. Amikor 
találkoztak, a motorkerékpáros felvette a gyalogost és £-be

a b c d
147. ábra
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148. ábra

szállította, majd miután letette, azonnal elindult a városba. Ennek 
folytán a motorkerékpáros az eredetileg tervezettnél 2,5-szer tóbb 
idót fordított az útra. Mennyivel kevesebb .idót tóltott az úton a 
gyalogos a motorkerékpárosnak kószónhetóen (148. ábra)?

1149. Egy üzletemberért a hivatalából minden reggel auto ment a lakásához 
és 8 órakor a munkahelyére szállította. Egyszer az üzletember úgy 
dóntótt, hogy 1 órával korábban gyalog indul el a munkahelyére. 
Az auto a szokásos idóben indult el az üzletemberért, és mikor 
találkoztak, felvette és a megszokott idópontnál 10 perccel korábban 
szállította a hivatalba. Hányszor nagyobb a gépkocsi sebessége, mint 
a gyalogosé (149. ábra)?



272

A 7-8. OSZTALYOK 
TANANYAGA RÖVIDEN

VALÓS SZÁMOK

Algebra 9

Az egész számok, a törtek, a pozitív és a negativ számok, valamint a 
nulla együttesen képezi a racionális számok halmazát. Minden racionális 
szám felírható tört alakjában, ahol m egész szám, n természetes szám. 
E számok kapcsolatát a következö vázlat szemlélteti.

Minden racionális szám megadható végtelen szakaszos (periodikus) 
tizedes tört alakjában. Minden végtelen szakaszos tizedes tört bizonyos 
racionális számot ábrázol.

Példák. |  = 0 , 6 6 6 6 . . . , = 181818... .
A végtelen nem szakaszos (periodikus) tizedes törtek által ábrázolt 

számokat irracionális számoknak nevezzük.
Példák irracionális számokra: >Í2 = 1,4142136... , 7t = 3,1415926... .
Az irracionális és a racionális számok együttesen alkotják a valós 

számok halmazát. A természetes, az egész, a racionális és a valós számok 
halmazát N, Z, Q, R betükkel jelölik.

A valós számok osszeadhatók, kivonhatók, szorozhatók, hatványra 
emelhetök és oszthatók (0-tól eltéro számokkal). A tetszöleges valós 
számok osszeadására és szorzására érvényesek a felcserélhetoség, 
csoportosíthatóság és széttagolhatóság torvényei: a + b = b + a,ab = ba,

a + (b + c) = (a + b) + c, a • (be) = (ab) • c, (a + b) c = ac + be.
A példák megoldása során az irracionális számokat kikerekítik, elhagyva 

a tizedesjegyek végtelen sorának végét. Eközben be kell tartani a kerekítés 
szabályait. Ha az elhagyott számjegyek közül az elsö 0, 1, 2, 3 vagy 4, 
akkor az utolsó megmaradó számjegyet változatlanul hagyják. Ha az elsö 
elhagyott számjegy 5 ,6, 7,8 vagy 9, akkor a megmaradó utolsó számjegyet 
1-gyel növelik.



A 7-8. OSZTÁLYOK TANANYAGA RÖVIDEN 27

KIFEJEZÉSEK

Több egyenlö tényezô szorzatát hatványnak nevezzük. Például 
2 - 2 - 2 - 2 - 2  = 25a2 ötödik hatványa. Ez 32-vel egyenlö, vagyis 25 = 32. 
Itt a 2 a hatvány alapja, 5 hatványkitevo, 32 hatvány. A második és 
harmadik hatványt négyzetnek és köbnek nevezzük.

a1 = a. Ha az n természetes szám nagyobb mint 1, akkor

a" = a - a- a -... • a.
/?-szer

A hatvány alaptulajdonsága: am • an = am + ".
Az egyenlö alapú hatványok szorzásánál a hatványkitevoket 

összeadjâk, az alapot pedig változatlanul hagyják.
A hatványok egyéb tulajdonságai:

(an)m -  anm; (ab)n -  an • bn.
A számokat, a változókat és a számokból vagy változókból és müveleti 

jelekböl álló különbözö lejegyzéseket kifejezéseknek nevezzük. 
A kifejezések lehetnek számkifejezések (például 3 -  0,5 : 6) és változós 
kifejezések (például 3jc, lab , c2 -  3). Azt a kifejezést, amely osszeadáson, 
kivonáson, szorzáson, pozitív kitevöjü hatványozáson és osztáson 
kívül más müveletet nem tartalmaz, racionális kifejezésnek nevezzük. 
A változóval való osztási müveletet nem tartalmazó racionális 
kifejezést egész kifejezésnek nevezzük. Egész kifejezések példái:

32,5; a\ 0,3(jc- z2).
Az olyan két kifejezést, amelyeknek megfelelö értékei a változók 

bármilyen értékei mellett egyenlök, azonosan egyenlö vagy azonos 
kifejezéseknek nevezzük. Egyenloségjellel összekapcsolt két azonosan 
egyenlö kifejezés azonosságot képez. Egy kifejezés vele azonos más 
kifejezéssel való kicserélését az adott kifejezés azonos átalakításának 
nevezzük.

A legegyszerübb kifejezéseket-számokat, változókat, ezek hatványait 
vagy szorzatait -  egytagú kifejezéseknek vagy egytagoknak nevezzük.

Egytagú kifejezések példái: 4y, 2,5, -3x2, -3 \a m \ 2ax 3ax2.
Ha az egytagú kifejezésben az elsö helyen csak egy számtényezo 

szerepel és minden változó csak egy tényezôvel fordul elö, akkor az ilyen 
egytagú kifejezést normal alakúnak nevezzük. A normál alakban felírt
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egytagú kifejezés számtényezojét az adott kifejezés együtthatójának 
nevezzük. Az 1 együtthatót nem tüntetjük fel, a-1 együttható helyett pedig 
csak jelet írunk. Például a lax, acx2, - xz3 egytagú kifejezések 
együtthatói rendre 7, 1,-1.

Két egytagú kifejezés szorzásánál szorzásjelet tesznek kôzéjük és a 
kapott szorzatot normál alakú egytagú kifejezéssé alakítják. Az egytagú 
kifejezést úgy emelik hatványra, hogy minden tényezôjét ugyanarra a 
hatványra emelik és a kapott hatványokat osszeszorozzák. Például'

la x  • (-3x2) = 2 • (-3) • a • x  ■ x 2 -  - 6¿zx3;
(0,3«c3)2 = 0,32 • n2 • (c3)2 = 0,09«2c6.

Több egytagú kifejezés összege vagy külônbsége csak egyes esetekben 
írható fel egytagú kifejezésként.

Több egytagú kifejezés ôsszegét tobbtagú kifejezésnek nevezzük. 
Célszerüségi megfontolásból minden egytagú kifejezést tobbtagúnak 
tekintenek.

Az említett kifejezések közötti kapcsolatokat a következö vázlat

szemlélteti.
Egynemü két vagy több algebrai kifejezés, ha csak az együtthatójuk 

különbözik.
A tobbtagú kifejezés normál alakban van felírva, ha valamennyi tagja 

normál alakú egytagú kifejezés és nincs közöttük hasonló tobbtagú 
kifejezés.

A tobbtagú kifejezések osszeadásakor a zárójelek felbontásának 
szabályát alkalmazzák: ha a zárójel elött „+” jel áll, akkor a zárójeleket 
elhagyják. Például

(2a + 3) + (a2 -  2a -  4) = la  + 3 + a2 -  la  -  4 = a2 -  1.
A tobbtagú kifejezések kivonásakor a zárójelek felbontásának következö 

szabályát alkalmazzák: ha a zárójel elött jel van, akkor a zárójelek 
elhagyhatók, ha ellenkezôjére változtatjuk a köztük lévô valamennyi 
osszeadandó elôjelét. Például
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4x2 + 5 -  (x2 -  2x + 5) = 4x2 + 5 - x 2 + 2 x -5  = 3x2 + 2x.
A tobbtagú kifejezés szorzása egytagú kifejezéssel: a tobbtagú 

kifejezés minden tagját külön-külön megszorozzuk az egytagú 
kifejezéssel és az eredményeket összeadjuk. Például

(3a2 + a -  8) • 2ax = 3a2 ■ 2ax + a ■ 2ax -  8 • 2ax =
= 6a3x + 2a2x -  16ax.

Tobbtagú kifejezések szorzása: az egyik kifejezés minden tagját 
megszorozzuk a másik kifejezés minden tagjával, majd a kapott 
tobbtagú kifejezésben az egynemüeket összevonjuk. Például

(x + 2z -  3) • (4x -  7) =
= x • 4x + 2z • 4x -  3 • 4x -  x • 7 -  2z • 7 + 3 • 7 =

= 4x2 + 8xz — 19x — 14z + 21.
A röviditett szorzás képletei 

(a ± b)2 = a2 ± 2ab + b2 -  kéttag négyzete,
(a ± b)3 = a3 ± 3a2b + 3ab2 ± b} -  kéttag köbe,
a2 -  b2 = (a -  b)(a + b) -  négyzetek külônbsége,
a3 -  b2 = ( a -  b)(a2 + ab + b2) -  köbök külônbsége,
a3 + b3 = (a +b)(a2 -  ab + b2) -  köbök összege.
A tobbtagú kifejezés tényezôkre bontàsa azt jelenti, hogy felcseréljük 

az adott többtagot egy vele azonosan egyenlö néhány tobbtagú kifejezés 
szorzatával. A tobbtagú kifejezés tényezôkre bontásának legegyszerübb 
môdszerei: közös tényezo kiemelése a zárójel elé, csoportosítás, a röviditett 
szorzás képleteinek alkalmazása.

Példák.
ba3x -  9abx = 3ax(2a2 -  3b); 

ax + b x -a y  -  by = x(a + b ) -  y(a + b) = (a + b)(x -  y);
9m2 -  4 = (3m -  2)(3m + 2).

Az A kifejezés B kifejezéssel tôrténô osztásával kapott hányados felir- 

hato ^  tô'r/alakjàban. A törtnek csak akkor van értelme, amikor a nevezoje 
nem egyenlö nullával. Aigebrai tôrtkifejezésnek nevezzük azt a törtet, amely- 
nek a számlálója és nevezoje tobbtagú kifejezés. Bármilyen érték esetén

a, b ésc^O  2 = ^  (a tortalaptulajdonsága). Ennek a tulajdonsâgnak az 
alapjàn a törtek egyszerüsithetök vagy közös nevezöre hozhatók. Például

3 a - 6 x  _  3 ( a -  2x)  _  3
a2 -  4.V2 “  7 r_T7 ^  "(a -  2x \ a  + 2x) a + 2x
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Bármely törttel végzett müvelet a kozonséges törtekkel végzett 
müvelethez hasonlóan hajtható végre. Ha a nevezök nem egyenlök 0-val, 
akkor

a  _)_ b  _  a  + b  a  _  b  _  a  -  b  a  b _  a b  a  . b  _  a d

c c c ’ c c  c ’ c d  c d  ’ c  ' d  cb

Példák.

1)
a2 _  4 _  q2 -  4

2 a - 4  " 2a -  4 2(a - 2 )
(q -  2Xa + 2)

2(a -  2) 2 <a  +  2);

° + b = 0 _ b = ° 2 ~ b ~ = a + • 
1 '  a b - b 2 + a b  -  a 2 ¿(a -  ¿>) ~  a ( a -  b )  a b (a  -  b ) a b  ’

-V2 - 4  3x -  6 = Çy -2X-X + 2) jc = x + 2 
x 2 • X x 2 ‘ 3(x - 2 )  3x •

Az ~  tortkifejezés a~" alakban is felírható.

Egész kitevöjü hatvány

a, ha n = 1
a -a -a - ...a, ha « e  N ,n  > 2,

n-szer

1, ha 72 = 0, a = 0,
1 ha 72 < 0.

a "

Az egész kitevöjü hatványok tulajdonságai megegyeznek a természetes 
kitevöjü hatványok tulajdonságaival. Ha m és n egész számok, aésb  eltér 
0-tól, akkor:

am • a" = cT + (ab)n = an ■ bn\

/ \/i
am : an = am- n\ (am)n = amn\ |  = — .

A a szám négyzetgyokének nevezzük azt a számot, amelynek a négyzete 
¿7-val egyenlö. Például a 16-nak két négyzetgyoke van: 4 és -4. Az ¿7 szám 
négyzetgyokének nem negatív értékét a gyök számtani értékének nevezik

és Jc7 jellel jelölik.
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A negyzetgyökök tulajdonságai. Ha a > 0 és b > 0, akkor 
yfñb = Ja ■ yíb ; (Vö) = a; 

fa _ Ja_ , = a

Bármely valós a esetén a Ja* = \a\.
A négyzetgyokos kifejezések átalakításának példái:

(V8 - l )2 + 4 V 2 = 8 - 2 > / 8 + l + 4 V 2 = 9 - 4 V 2 + 4 V 2 = 9 ;  
_ x _________ jc(4 + y i5 )  _  x(4 + yÍ5)

4 - VÍ5 (4 -  VÍ5)(4 + VÍ5) 4 -1 5 = (4 + VÍ5 )x.

EG Y EN LETEK
Az egyenlet betükkeljeiölt ismeretlen számokat tartalmazó egyenloség.
Az ismeretlen számokat változóknak vagy ismeretlennek nevezzük, 

amelyeket általában x,y, z betükkel jelölnek, de más betük is használhatók. 
Azt a számot, amely kielégíti az egyenletet, az egyenlet gyokének vagy 
megoldásának nevezzük.

Megoldani az egyenletet azt jelenti, hogy meghatározzák mindegyik 
gyokét vagy bebizonyítják, hogy nines megoldása.

Két egyenletet ekvivalensnek nevezzük, ha mindkettönek ugyanaz a 
megoldása. Azokat az egyenleteket, amelyeknek nines megoldásuk, 
ugyancsak ekvivalenseknek tekintik.

Az egyenletek alaptulajdonságai
1. Az egyenlet bármely oldalán össze lehet vonni az egynemü 

osszeadandókat vagy fel lehet bontani a zárójeleket.
2. Az egyenlet bármely tagját át lehet vinni a másik oldalra. de az 

elojelét eközben az ellenkezojére kell változtatni.
3. Az egyenlet mindkét oldalát meg lehet szorozni, vagy el lehet 

osztani egy és ugyanazon, nullától különbözö számmal.
Az ax = b egyenletet, ahol a és b tetszöleges számok, x változós lineáris 

egyenletnek nevezzük. Ha a ^  0, akkor az ax = b egyenletet elsofokú 
egyismeretlenes egyenletnek nevezzük. Minden ax = b elsofokú

egyenletnek egy x = ^ gyöke van. A lineáris egyenletnek lehet egy vagy 
számtalan gyöke, vagy egyetlen megoldással sem rendelkezhet.

Például a következö egyenletek esetében:
1 2jc = 6 egy gyöke van,
Ox = 0 számtalan gyöke van,
O.y = 5 nines egyetlen gyöke sem.
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Az egyenletek fö tulajdonságainak felhasználásával sok egyenlet 
alakítható könnyen megoldható lineáris egyenletté.

Példa. Oldjátok meg a 6 • (0,5x -  2) + x = 3 -  2x egyenletet!

M e g o l d á s .  3jc — 12-(-jc = 3 — 2jc,

6x=15, x = 1 5 : 6 ,  x = 2,5.

F e 1 e 1 e t. jc  = 2,5.

Az ax2 + bx + c = 0 másodfokú egyenlet, ahol x változó, a, b, c adott 
számok, mikozbeñ a * 0 .  A D = b2 -  4ac kifejezés a másodfokú egyenlet 
diszkriminánsa. Ha D > 0, akkor az adott egyenletnek két gyöke van:

___ -  b  + J~D _  - h - J p
i 2a ,X 2 2a '

Ha D = 0, akkor a gyökök egyenlök. D < 0 esetén a másodfokú 
egyenletnek nincsenek valós gyökei.

Ha például a 2x2 + 9x -  5 = 0 másodfokú egyenletet kell megoldani, 
akkor meghatározzuk a diszkriminánsát: D = 92 -  4 • 2 • (-5) = 121. 
Ezért az egyenlet gyökei:

A másodfokú egyenlet nem teljes, ha együtthatói közül, az elsöt 
leszámítva, akár egy is 0-val egyenlö. Az ax2 = 0 egyenletnek egy gyöke 
van: x = 0,

az ax2 + bx = 0 egyenletnek két gyöke van: = 0, xi ’ 2 a

az ax2 + c = 0 egyenletnek x, két gyöke van:

ha -  < 0 és egyetlen gyöke sincs a >0 esetén.

A másodfokú egyenletet redukáltnak nevezzük, ha elsö együtthatója 
1-gyel egyenlö. Ha az x2 + px + q = 0 egyenletnek két gyöke van, 
akkor

_ -  p  + h 2 ___ -  p - J p 2
2 2
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Viete tétele. Ha az x2 + px + q = 0 redukált másodfokú egyenletnek két 
gyöke van, akkor az összegük -p-ve 1, a szorzatuk pedig g-val egyenlö.

A Viete-tétel megfordítása. Ha az m és n számok összege és szorzata 
rendre -p-ve 1 és g-val egyenlök, akkor m és n az x2 + px + q = 0 egyenlet 
gyökei.

A törteket tartalmazó egyenletek abból kiindulva oldhatók meg, hogy 
a tört értéke akkor nulla, amikor számlálója nullával egyenlö, a nevezöje 
pedig különbözik nullától. De eljárhatunk úgy is, hogy elöször 
megszorozzuk az egyenlet mindkét oldalát a törtek közös nevezojével, 
majd megoldjuk a kapott egyenletet. Az egyenlet megoldásaiból ki kell 
zámi azokat, amelyek nullára változtatják a közös nevezöt.

FÜGGVÉNYEK

Ha az x változó minden értékének az y változó egyetlen értéke felel 
meg, akkor azy változót x függyényének nevezzük. Ebben az esetben azx 
változót a függvény független változójának vagy argumentumának 
nevezzük. Például az S négyzet területe a oldalhosszának fiiggvénye.

A függvény képlettel, táblázattal, gorbével (grafíkonnal) adható meg. 
A függvények gorbéi a D escartes-féle koordináta-rendszerben  
ábrázolhatók. Az ilyen koordináta-rendszer egymásra meröleges két 
koordinátatengelybol, a vízszintes x vagy 
abszcisszatengelyböl és a függöleges y  vagy 
ordinátatengelybol áll (150. ábra). A koordináta- 
rendszer síkját koordinátasíknak nevezzük. A 
koordinátasík minden egyes pontjának egyetlen 
számpár felel meg. Például a 150. ábrán az A 
pontnak a (3; 2) számpár felel meg. Ezt így írhatjuk 
fel: A(3; 2). Itt 3 az A pont abszcisszája, 2 az A 
pont ordinátája.

EGYENLETRENDSZEREK

Az ax + by = c alakú egyenletet, ahol a, b, c adott számok, x és y  
kétváltozós lineáris egyenletnek nevezzük. Ha a * 0 és b & 0, akkor 
az egyenletet kétváltozós elsofokú egyenletnek nevezzük.

A kétváltozós egyenletet kielégíto minden számpárt az adott egyenlet 
megoldásának nevezzük. Például a (3; -2) számpár az 5x + 3y = 9 egyenlet
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megoldása. Minden kétváltozós elsofokú egyenlet- 
nek számtalan megoldása van. A Descartes-féle 
koordináta-rendszerben minden kétváltozós 
elsofokú egyenletnek egy egyenes -  az adott 
egyenlet grafikonja -  felel meg. A 151. ábrán a 
2x - y  = 3 gorbéje látható. A görbe minden pontjának 
koordinátái kielégítik az adott egyenletet. Bármely 
más pont koordinátái nem elégítik ki az egyenletet.

Ha két vagy több egyenlet közös megoldásait kell 
meghatározni, akkor azt mondják, hogy ezek az 
egyenletek egyenletrendszert képeznek. Az egyenletrendszer megoldásá- 
nak valamennyi egyenletének közös megoldását nevezik.

Minden két kétváltozós elsofokú egyenletböl álló egyenletrendszemek 
egy-egy egyenes felel meg a Descartes-féle koordináta-rendszerben. Mivel 
két egyenes vagy metszi egymást, vagy egybeesik vagy párhuzamos 
egymással, ezért a megfelelö egyenletrendszemek lehet egy megoldása, 
számtalan megoldása vagy egyetlen megoldása sem lehet.

A kétváltozós egyenletrendszer behelyettesítési, egyenlö együtthatók 
vagy grafikus módszerrel oldható meg.

Lineáris egyenletrendszerek

í alx  + b[y  = cl, 
\a 2x  + b2y  = c2.
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10. a) y  < x. 19. c) y(-8) > j>(0). 34. x = 1,5. 37. 2. 39. a) b > a. 
40. a ) x >  y. 44. b) a = b. 45. a) 186,5. 46. e) 10. 47. d) 12. 49. b) 0. 
50. e) 2. 51. f) -0,25. 55. 20 %. 71. c) 5 + x < 6 + 2. 75. b) x2 > xy.

76. c) 78. j ,  8 8 .b )(3 x + l) (2 x - l) .

103. a ) 6 < x - y < 8 .  108. c) 3,58 ■ 10‘ < F < 3.66-I06. 113. d) 1. 
122. a) —1 < x < 2. 123. 12 ôrakor. 136. c) x > 5. 137. b) x > 1. 
141. b) x > -2,6. 143. a) x > 8. 146. a) x < 4. 147. c) x > -2. 149. a) 4. 
153. c) x > 2. 154. a) x > -2. 155. c ) z> 0,65. 157. a) x > 5. 158. a) c > 2. 
160. d) Nincs megoldâsa. 161. b) x < 0. 162. [0; 4). 165. Nem

tôbb mint 25^ km. 166. a) x < -0,5; b) x > —1. 167. c) 1 < x < 4.

170. c) -0,2 < x < 0,6. 171. c) Ha a < 0,5, akkor x > 2a -  1; ha 
a = 0,5, akkor nincsenek megoldâsai; ha a > 0,5, akkor x < 2a -  1. 
173. e) 1,5 • 103. 175. 50%-kal. 188. a) [2; 5]; {3}. 190. a) a > c. 
191. a) (3;°o). 192. a) (-oo; 0,2]. 198. a) x < a < y.

201. a) -1 < x < 1. 203. a) (-°o; «»). 204. b) x>4 .  206. b) R; [-13; 1). 
209. f) (-oo; 1) u  (4; «>). 210. a) R. 219. b) 2 és 3. 221. a) (-3; 1). 
222. a) Nincs megoldâsa. 224. a) (6; 8). 226. b) (10; °o). 227. c) -0,25. 
228. a) (2; 16]. 229. a) {3, 4, 5, 6}. 230. b) (-3; -1). 232. a) (1,5; 2,5). 
234. b) (-o«; -0 ,4 ). 235. a) [3;5]. 236. a) 0,625 < x < 0,875. 
238. a) (—2;7). 239. c) (-5 ; oo). 240. a) (-oo; - 3) u  (7; oo). 
241.d) (-oo; -9 )  u  (-2 ; oo). 242. (-1 ; 1). 244. a) (4; 10). 
247. a) Igen; b) igen. 248. a) (-1; 3). 249. a) (-4; 1); b) [-2,5; 4,5]. 
250. a) (-oo; 4,5) u  (5,5; oo). 251. a) (2; 3). 267. a) a2 + b2 + c2 -  
-  ab -  ac -  bc = 0 ,5(2a2 + 2b2 + 2c2 -  2ab -  2ac -  2bc) = 
= 0,5((a -  b f  + (a -  c)2 + {b -  c)2) > 0. 284. 1633,4 t. 298. a) 8.

316. (2; 2). 321. a) ( - 6 ; 0); (0; 3). 325. m = 7; igen. 
329. a) (-o®;-V5 ) u  ( ^5 ; °o). 332. p  = 5 hrivnya. egys.; Qs = QD = 4 millio 
darab évente; 8%-kal csökken. 346. a) R. 347. d) [0; oo); (-oo; 1]. 
359. c) Ketto. 363. a) [-5; 4]. 370. c) x > -4 . 374. a) (-oo; 0). 
375. a) (-«o; oo). 394. Igen. 399. a) (-«>; -c).
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414. a) y  = (x -  2)2 + 3. 429. a) 0,5. 430. a) 200 kg. 442. a) (0; 4); 
c) (2; -4). 447. m = - 6 ,  n = 14. 450. Nem. 452. a) jc  = 3. 464. a) y  = 3. 
469. b = - 6. 471. Ú t m u t a t á s .  Szerkesszetek jc  oldalú négyzetet 
és két egymással érintkezó oldalához szerkesszetek jc  és 3 oldalú 
téglalapokat! 475. a) Kettó. 481. a) (0; 4). 482. a) (-o®; 3) u  (3; ®°). 
483. a) [1; 2]. 484. a) (-o®; 0,5] u  [1; «,). 485. b) (-®®; 6) u  (6; o®). 
486. a) (1; 2). 487. a) (-o®; -7) u  [1; ®®). 490. a) (-°®;-2] u  [2; ®®). 
491. c) -1 ; 0; 1; 2. 492. a) [1; 4]. 493. a) (1,5; 2). 494. a) (-2; 3). 
495. a) (-3 ; ®®). 496. a) (-®®; -7 ] u  [-5; ®®). 497. a) (0,5; 3). 
498. a) [-7; 1] u  [2; «,). 499. a) [-2; 3].

500. a) {-1} u  [1; 2,5], 501. b) (-o®; 0,25) u  [6; ®®).
502. a) (-0 ,2 ; 0,2). 504. a) [-1 ; 8]. 505. a) b e [-1 ; 1].
506. a) m e (-A; 4). 507. a) [3; 4). 508. a) (-®®; -1) u  (3; 4] u  [7; ®®). 
509. a) (-1; 0) u  (5; 6). 511. Három. 512. 10. 525. a) (3; 0), (0; -3). 
526. c) (2; -1), (1; -2). 527. b) (12; 16), (4; 0). 528. a) (13; 3). 
529. a) (-5; -4 ), (-4; -5 ), (5; 4), (4; 5). 530. a) (2; 8), (8; 2). 
531. a) (8; 6), (-5; -7). 532. a) (-15; 25), (8; 2). 534. a) (2; 1), 
(3; 2). 535. a) (5; 1), (8; 2). 536. a) (4; 4), (~A\ 4). 537. a) (-0,7; 4,1), 
(1,2; -1 ,6 ). 538. a) (4 + VÍO ; 4 -T ÍO ), (4 - VlO ; 4 + 7 Í0). 
539. a) (3; 5). 540. a) (1; -1 ) , (1; 1). 541. a) (0; 10), (8; 2).
542. a) (9; 3), ( - 6; 18). 543. a) (-5; -1), (5; 1). 544. a) (-2; -2),
(1; O- 545. a) (0; 3 TÍO ), (0; -3  vTÓ ), (9; 3), (-9; -3); c) (2; 4), 
(4; 2), (3 + 3 72 ; 3 -  3 72 ) és (3 -  3 72 ; 3 + 3 72 ). 546. a) (-3; 4), 
(4; -3). 547. a) (6; 2), (-6; -2); c) (1; 2), (2; 1). 548. a) (2; 4), (4; 2);

b) (7; 5), (-5; -7). 549. a) a = |  és b = |  vagy a = 2 és b = ^ . 
550. 17 72 egység. 551. 72 egység. 559. -10 és -0,9 vagy.0,9 és 10. 
561. a) 23 és 21. 562. a) 12 dm és 5 dm. 563. 6 m és 8 m. 564. 35 cm és 
12 cm. 565. 8 cm és 472 cm. 566. 15 cm és 10 cm. 567. 3, 5 és 8 cm. 
568. 84 h és 60 h. 571. 180 alkatrész. 572. 15 nap. 573. 49 munkapadot.
574. 32 m3. 575. 36 perc és 72 perc. 576. 39 m, 52 m és 65 m. 
577. 300 km vagy 360 km. 578. 48 km/h. 579. 12 km/h, 18 km/h, 
24 km. 580. 18 km/h, 2 km/h. 583. 10 km/h. 584. 72 km/h. 
585. 60 km/h vagy 93 km/h. 586. 12 perc és 19,8 perc.
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604. A felét. 606. 10 év. 607. 6 nap. 608. 130 t és 65 t. 
609. 20 kg és 60 kg. 610. 160 tojâs. 611. 14 fânk. 612. 200 tankônyv.

613. 24 nap alatt. 614. Megoldani az ^ |   ̂ egyenletet! Ez a

hârom adott feladat kôzôs modellje. jc = 1 g h. 615. 12.

617. 24. 619. 7 személy. 621. 11 csapat. 623. 12 cm és 25 cm. 
624. 18 lâb és 32 lâb. 626. 15 ôra és 10 ôra. 627. 10 ôra alatt. 
628. 60 g és 40 g. 629.60 g-mal. 630. 20%-kal. 632. 5 hrivnya; 635 milliô 
darab évente; a kereslet csôkken, a kinâlat nô rendre 23 és 97 milliô 
darabbal évente. 633. 163 940 hrivnya, 109 850 hrivnya.
635. 2 tanulô. 636. 1 tanulô. 637. 24 km/h és 16 km/h.
638. 45 km/h és 50 km/h. 639. 40 km/h és 50 km/h.
640. 60 km/h és 120 km/h. 641. 60 km/h és 50 km/h.
642. 18 km/h és 24 km/h. 643. 8 km-rel. 645. Bâlint — K, 
Gabi — T, Paula — P. 658. a) 0,02; c) 2,16. 
659. a) 40%; b) 53%. 660. 1. a) 147 hrivnya. 661. b) 100. 663. b) 16%. 
664. 1,9 kg. 665. 2700 t. 667. 200 kg, 300 kg és 500 kg. 6 6 8 . 182 cm. 
671. ~ 95%. 674. 108%-kal, 8%-kal. 681. 375 hrivnya. 684. 11. 
6 8 8 . 1,25-szorosâra nô. 689. 9%-os. 696. 300 g és 500 g.

729. a) 37,25; b) 0,026. 730. d) 72 < 73 < 74. 731. 1,078, 
0,0003; 1,08, 0,0017; 1,1, 0,0217; 1, 0,0783. 732. 315 g; 5 g. 
734. a) Igen; b) nem. 748. 124 km/h, 0,2 km/h. 752. x + y  = 31,20; 
jc - y  = 12, 54; jcy = 210,1; jc : y = 2,173. 753. a) 8,72. 763. b) 0,25.
764. 0,25. 766. a) 0,064; b) 0,288; c) 0,432. 767. a) 0,3; b) 0,2;
c) 0,1. 769. 0,8. 771. 0,5. 772. 0,5. 773. 0,0061. 774. 0,9. 775. 0,3. 
776. 0,9. 777. b) 0,2. 778. a) 0,95; b) 0,05.781. a) 0,488; b) 0,096. 
782. 0,2. 784. b) 0,68; c) 0,72. 785. 35. 794. a) 50; b) 15. 795. 5,8. 
796. 7,5%, 12,5%, 10%, 5%, 15%, 25%, 15%, 25%, 15%, 
7,5%, 2,5%. 798. (2 • 10 + 3 • 20 + 5 • 20): 50 = 3,6. 799. 50.

800. a) A môdusz 6, a médian 6, az âtlag 5,3; b) a môdusz 13, 
a médian 13,5; az âtlag 13,9. 830. a) 67; c) 4. 831. 5-te l. 
832. 10-szer. 833. b=  64; b=  256; bx = 1024. 835. an = In  -  4. 
836. 7, 9, 11, 13, 15,.... 839. c) 15, 10, 5, 0, -5. 841. a2 = -2; a5 = 7;
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al0 = 22. 842. a) n = 17; b) n = 16. 843. a) 16 < n < 51. 844. a) 124. 
845. 14. 847. k = 4, p  = 3. 848. an = (4 -  n)\ 849. a) an = 3n -  1. 
859. a) a3 = 4. 860. a) a5 = -10. 863. 1000 és 1500 hrivnya. 865. a) (5; 0), 
(1; 4). 870. a) 7, 9, 11, 13, 15. 872. a )a 7 = -19, a20 = -71. 873. d  = 11, 
a 10 = 102, a20 = 212. 874. d=  5, £/10 = 47. 875. a) ¿  = 15; b) d  = -0,2. 
876. a) ax = 5; b) a] = 40. 877. ax = 5, a5 = 17, au = 35, = 65.
878. d  = -9 , a, = 86, a«. = 50, £72| = -94. 879. a7 = 14, a20 ='7,5. 
880. a40 = 20, a4l = 20,5. 883. a) -125. 884. a) ax = -85, d  = 20; 
b) d = 6, a =  -37.- 885. a) 50. 886. a) 2420. 887. a) 1088. 
888. a20 = 79; S20 = 820. 889. 1830. 891. 5050. 892. 10 000. 
893. 645 cm. 894. 1680 ezüstót. 895. aq = 16,1, an — 2n -  1,9, 
£7̂ 7 = 6p -  1,9. 896. c) 95. 897. a) £7, = 1, d = 3, £7,, = 61, £7|00 = 298; 
d) £7, = 2,8, d=  1,2, £721 = 26,8, am = 121,6.

901. a) 7. 902. a) 13. 903. b) 16 . 904. 39. 905. a) c, = 2, d  = 5. 
907. 4 5  = 7,5 cm, A B = 2,5« cm. 912. 18 ló. 913. a) 430; 
d) 300. 914. 9900. 916. a) 166 833. 917. a) 2020. 918. £7? = 8. 919. 75. 
920. S27 = 54. 921. a) S20 = 1090. 922. a) £75 = 3. 923. S9 = 63. 
924.90-szer. 925. a) =314 m. 926. Vizsgáljátok meg a za -2 d ,a -d ,a ,a +  d, 
a + 2d sorozatot, amelyben a tagok ósszege 180(5 -2). 927. 3,5(£7 + b).

928. a) 2x +7 í c) • 929. a) (0; 8). 937. b) q = 0,1,

b5 = 0,00001. 938. bA = -24, b7 = -192, bn = - 3*2" - ' .  939. a) bx = 3. 
940. d) bn = 64. 941. a) b7 = 48; b) b7 = -24. 942. a) bn = 2 • 3"- 
943. a) n = 5. 944. Igen. 945. a) S6 = -1092. 946. a) 511. 947. a) S6 =

= 52081 . 948. d) S15 = 32 767. 950. 4 294 967 295 vagy (232 -  1)

garas . 951. a) 6, = 1736 ^ , q = ± | . 954. a) 20. 955. a) bx = 1, q = 3. 
960. 1. 961. -2048. 962. 3, 6, 12. 964. =455 Hgmm. 965. Igen. 
968. 27, 18, 12, 8. 969. a) n = 6; b) n = 10. 970. 3, 6, 12, 18 vagy 
18,75, 11,25, 6,75, 4,05. 971. -0,5, -1 , -4, -16 vagy -0,5, 1, 4, 16. 
972. a) 6 ,.. 973. P = b.nq°'5n(n~ 974. Tóbb mint 10 000 ezüst.
975. = 272 baktérium. 976. 265, ez sokkal tóbb, mint a Fóld

lakossága. 977. a) (0; 9). 979. 8,8 és 7,8 g/cm3. 984. a) 3; d) - y .
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985. a) 1,5. 986. | .  987. a) j .  988. b) | .  989. a) | .  990. 6 cm.

993. a) 2 + y fl; c) ~  . 994. 6V3r, 47er. 995. c) ^  . 996. c) \ \  

997. b) 1+- x . 998. 16 + 8 ^ .  999.3, | ,  , ... .

1000. 64 = 1001. 1 es | . 1002. a) -50; b) -5050. 1003. a) 40.

1006. a) x, = | ,  x2 =  ̂.

1101. Emeljetek negyzetre a kifejezeseket! 1102. Bizonyitsätok be, hogy

yl9 ± 4yß = yfs ± 2 . 1103. a) 2a2 + b2 + c2 -2 ab -  2ac = (a -  b)2 + 
+ (a -  c)2. 1104. a) x4 + y4 -  x2y  -  xy3 = (x -y )(x2 - y 3), azx - y  es x2 - y 3 
szämok egyforma elöjelüek; b) (x -  \)2 + (x -  2y)2 + (y -2  )2 + 1 > 0.

1107. x2 + (1 - x ) 2 -  |  = \  (2x -  l)2. 1111. x legkisebb erteke, amely

mellett a -Jx-6 kifejezesnek van erteke, 6-tal egyenlö. Mindegyik egyenlöt- 
lenseg megoldäsainak a halmaza (6; °°). 1115. y = \x + >¡2 \ + \x -J 2 \.  
1119. 0, 2, 4, 3, 2; szerkesszetek meg az y = |x2 -  6x + 5| ftiggveny 
görbejet. 1120. a) (-«>; 0] u  [6; °o); b) nines megoldäsa. 1123. * 16 nap.

1124. Balra. 1125.3 : 4. 1126.x = 3 1 ;y  = 5 \ ; z = l \ .  1127. a) 71 071;

b) 428 429. 1128. a?(q"2 -  \ ) : (qn -  \). 1129. q : (1 -  q)2.

1130. 6, -3 , | ,  — | ,  ... . 1131. 1 vagy -2. 1132. Bizonyitsätok be,

hogy a + c = 2b mellett a harmadik es a mäsodik häromtag 
különbsege a mäsodik es az elsö häromtag különbsegevel egyenlö!

1133. a) an = 1,5 + (-1)" * 0,5; b) a" = (-1 )nn. 1134. a)  ̂n{n + 1)(« + 2);

b) n \n  + 1). 1136. 3, 7, 11, ... . 1137. 1480 font. 1138. 7, 11, 15, 
19, 23,27,31,35. 1139. e t  = n2 + 2. 1140.x = 7. 1141. Igen, ez a 16,31, 
46, ..., 15« + 1, ... szämtani sorozat. 1146. a) 3, 12, 48 ... . 
1148.2 -szer. 1149. 11 -szer.
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TÁRGYMUTATÓ

v
Abszcisszatengely 279 
Abszolút hiba 175
Algebrai tórtkifejezés 278 
Alkalmazott matematikai 
feladatok 149 
Azonos kifejezések 273
Azonosság 273

Befektetési ósszeg 165

Diszkrimináns 278

Egész kitevójü hatvány 276
Egyenes arányosság 70
Egyenlet 277
-  ekvivalens 277
-  lineáris 277
-  másodfokú 278 
Egyenletek megoldása 277 
Egyenletrendszerek 
megoldása 122 
Egyenlótlenség-rendszerek 
megoldása 48 
Egyenlótlenségjel 8 
Egyenlótlenség 7
-  ekvivalens 29
-  ismeretlent tartalmazó 28
-  kettós 22
-  másodfokú 113
-  változót tartalmazó 9
Egyenlótlenségek 
bizonyítása 56 
Egyenlótlenségek 
megoldása 29

Egytagú kifejezés 273
Értékbecslés 23
Ertékes számjegyek 176 ,
Értékkészlet 69
Ertelmezési tartomány 69
Ezrelék 166

Fogyó számsorozatok 213
Fordított arányosság 71
Függvény argumentuma 69
Függvény 69
-  csókkenó 83
-  lineáris 70
-  másodfokú 103
-  nóvekvó 83
-  páratlan 81
-  páros 81

Górbe
-egyenleté 280
-  függvényé 69
Gyakorisági táblázat 194

Hatvány tulajdonsága 275
Hatvány 273,276
Hipérbola 71
Hisztogram 193

Intervallumok 30,38
Irracionális számok 272

Kamat 163
-  egyszerü 165
-  kamatos 165
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Kamatos kamat összege 166 
Kamatos kamat 166 
Kerekítés 272 
Kéttag köbe 275 
Kéttag négyzete 275 
Kifejezések átalakítása 277 
Kifejezések 273
-  egész 274
-  racionális 273
-  változót tartalmazó 273 
Koefficiens (együttható) 274 
Koordinátasík 279 
Közelitö érték 175
-  számítása 175

Másodfokú
egyenlet gyökei 278 
Másodfokú
egyenlet képlete 278 
Matematikai modellezés 149 
Matematikai statisztika 193 
Medián 194 
Mértani kozéparányos 57 
Mértani
sorozat hányadosa 231 
Mértani sorozat 231 
Minta átlaga 194 
Minta 193 
Modell 150 
Módusz 194 
Multiplikátor 166 
Müveletek 183

Négyzetek külonbsége 275 
Négyzetgyok 276 
Növekedö számsorozat 213

Osszegszámítás 242

Parabola 103, 106 
Pont abszcisszája 279 
Pont ordinátája 279 
Proba 149

Racionális számok272 
Relativ hiba 176 
Rovidített szorzás 
képlete 275

Szám normálalakja 178
Számegyenlotlenség 8, 16
Számsoirozatok 211 
Számtani kozéparányos 57 
Számtani sorozat 221 
Számtani sorozat 
külonbsége 221

Tizedesjegyek 176 
Tobbtagú kifejezés 274
T ömegj elenségek 193 
Tört alaptulajdonsága 275
Tulajdonságok
-  egyenleteké 277
-  fuggvényeké 80
-  hatványoké 276
-  számegyenlotlenségeké 16

Valósszámok 272 
Valószínüség 186 
Végtelen mértani sorozat 
összege 243
Végtelen számtani sorozat 
összege 222
Viete tétele 279

Ordinátatengely 279
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P e a a K T o p  E. E. Koean 

K o p e K T o p  I. O. Tiempo 
XyaoxcHe otjíopMJieHHH A. M. BiKcenKo 
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(Poto: TO. Eyc.ienKa, A. BiKcenKcı, B. Conoeùoea
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