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A szerzoktol

KEDVES NYOLCADIKOSOK!

Ebben a tanevben tovabb folytatjdtok az algebra tanuldsat. Re-
meljik, hogy a milt tanevben megszerettetek ezt a fontos es szep
tantargyat, es ezert fokozott erdeklddessel fogtok hozza az (j ismeretek
elsajatitdsdhoz. Bizunk benne, hogy a kezetekben tartott tankdnyv
segitsegetekre lesz ebben.

Ismerkedjetek meg a tankdnyv felepitesevel!

A tankonyv harom paragrafusbdl all, amelyek pontokra tagozddnak.
Itt ismerkedhettek meg a tananyag elmeleti reszevel. Forditsatok
kalénos figyelmet a felkdver betiikke! szedett szovegreszekre. Jol
jegyezzetek meg a dolt betiikkel kiemelt szavakat is.

A hagyomanyoknak megfeleléen az elmeleti anyagot gyakor-
lIopeldék es feladatok kovetik. Ezeket a feladatmegoldas egyik lehet-
seges valtozatdnak tekinthetitek. Minden pontban 0néll6 munkéra
kijel6lt feladatok vannak, amelyek megoldédsédhoz csak az elmeleti resz
elsajatitdsa utan fogjatok hozza. A gyakorlatok kozoétt vannak konnytiek,
kdzepesek es nehezek (kulondsen a *-gal jeldltek). Tudasotokat az
»Ellendrizzetek magatokat!” ciml rubrikéban taldlhat¢ tesztfeladatok
megoldéséval ellendrizhetitek. Minden pont egy kildnleges rubrikéval
fejezddik be, amelynek a ,,Nein hagyoményos mddszerek hasznélata”
cimet adtuk. Ezekben olyan feladatok szerepelnek, amelyek megol-
dasdhoz legtébbszor nem matematikai tuddsra van szikseg, hanem
csak a jozan eszeteket, taldlekonysdgotokat, felfogokepessegeteket
keil hasznélni. E feladatokkal problemamegoldé gondolkodas fej-
leszteset tlztlk ki celul, hogy ne csak a matematikai feladatok
elvegzesekor keriiljetek a szokvanyos megoldasokat, hanem az eiet
minden terileten.

Ha a hazi feladat megolddsa utdn meg marad szabad idoétok, es
szeretnetek tébbet tudni, akkor ismerkedjetek meg ,, Tobbletfeladatok”
ciml rubrikaban leirt feladatokkal. Az ebben kdzolt tananyag nem
tartozik az egyszeriiek kozze, de itt aztdn igazén Kiprobalhatjatok
kepessegeiteket.

Sok sikert es Kitartast kivanunk!



TISZTELT KOLLEGAK!

Oszintén remeljik, hogy e tankdnyv megbizhatd segitségil szolgal
egy nemes cél érdekében végzett dldozatos munkéjukhoz. Szeretnénk,
lia a kényv elnyerné tetszésiiket.

A tankonyv széles korl és valtozatos didaktikai anyagot tartalmaz.
Egy tanév alatt a tankdnyvbcn talalhaté valamennyi feladatot lehetetlen
megoldanu de erre nines is szilkség. Sokkal kényelmesebb gy dolgozni,
hogy boségesen valogathatunk a feladatokb6l. Ez az individualis
modszerek alkalmazésat teszi lehetové az oktatasban.

A pirosszamozasu példékat hazi feladatra, a kékszamozéasltakat
pedig szobeli feladatként ajanljuk.

A ,Tobbletfeladatok™ban olyan példak talalhatdk, amelyeket
matematikai korokre, illetye fakultativ foglalkozasokra javaslunk.

Az alkoté munkahoz erot, kcdvet és sok sikert kivanunk!

| EGYEZMENYES JELEK:

n° alaesony és kdzepes felkésziiltségii tanulok részére ajanlott
feladatok;

ir megfeleld felkészultségii tanulok részére ajanlott feladatok;
kivalo felkésziltségii tanulok részére ajanlott feladatok;

n* matematikai korok részére és fakultativ foglalkozasokra
ajanlott feladatok;

© tételek bizonyitasa megfeleld felkésziltségii tanulok részére;

© tételek bizonyitasa kivalod felkészultségii tanulok részeére;

A vége a tétel bizonyitasanak.



1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

> Ebben a paragrafusban olyan tortekkel ismerkediink
meg, amelyek nevezdiben es szamlaldiban véaltozokat
tartalmazo6 kifejezesek vannak; megtanuljuk 6sszeadni,
kivonni, megszorozni es elosztani az ilyen torteket;
megismerkedink az ilyen tortekbdl allo egyenletekkel.

> Megismerkediink azokkal a szabalyokkal, amelyek
segitsegevel az adott egyenlet egyszeribb alakra hoz-
hato;

> Bovitjuk a ,hatvany” fogalmat. Megtanuljuk a szamokat
negativ egesz kitevoju hatvanyra emelni.

> Megtanuljuk a folyamatok matematikai modellezeset,
amelyekben az egyik mennyiseg nehanyszoros no-
velese (csokkenese) egy masik mennyiseg nehany-
szoros cstkkeneset (ndvekedeset) vonja maga utan.

Racionalis tortek

Miel6tt hozzafognatok e pont tanuldséhoz, ismoételjatek at a
224. oldalon taldalhato 1-es, 6s a 227. oldalon levo 6-0s
pontokat.

A 7. osztdlyos tananyagban egesz kifejezesek &talakitésdval fog-
lalkoztunk. Ezalatt olyan kifejezeseket ertettlink, amelyekben szamok
es valtozok Osszead&sa, Kivondsa, szorzdsa es nulldtol Kiilonbozo
szammal valo osztisa szerepel.

a+b

Egesz kifejezesek peldaul: x - v, m2+ 27?7 + [2, --V-4,

-ld—, jr £ y, 7.

A 8. osztélyban a tortkifejezesekkel fogunk megisnierkedni. A
tortkifejezesek abban kilonbdznek az egesz kifejezesektdl, hogy
benniik vdltozot tartalmazd kifejezessel vald osztcis is eldfordul.

Tortkifejezesek peldaul:

a

2xH- (x-y)  (x+v); f; f-



1 8 racionAlis kifejezesek

Az egesz es tortkifejezeseket egyutt racionalis kifejezeseknek
nevezziik.

Ha a racionalis kifejezesekben a valtozokat szamokra csereljiik,
akkor szamkifejezest kapunk. A cseret csak akkor szabad elvegezni,

ha az nem vezet nullaval valo osztashoz. Peldaul a 2+0+% kifeje-
a_

zesnek nines ertelme, ha a= 1, azaz a kifejezesnek nines szamerteke.
Az a osszes tobbi ertekenel a kifejezes ertelmezve van.

Meghatarozas: A valtozok azon ertekeit, amelyekkel
a racionalis kifejezes ertelmezve van, a valtozok
megengedett ertekeinek nevezziik.

A fenti kifejezesben peldaul az a valtozo megengedett erteke az
1 kivetelevel valamennyi szam.
Az egesz kifejezesekben szereplo valtozok megengedett erteke az
0SSzes Szam.
A racionalis kifejezesek reszesete a racionalis tort, amelyekben
a szamlalo es nevezo is tobbtagl Peldaul:
X x2-2xy 12 a+b
7 x+y T T* 5
Megjegyezziik, hogy a racionalis tort lehet mind egesz, mind
tortkifejezes.
A racionalis tort nevezoje nem lehet olyan tobbtag, amely azonosan
egyenlo nullaval.

Racionalis kifejezesek

1Emlekeztetunk ra, hogy a szamok 6s az egytagok a tobbtagok korehez tartoznak
(lasd 227. oldal 6. pont).



1. Racionalis tortek

A raciondlis tortekben a valtozok megengedett értékei azok, ame-
lyekkel a nevezd nein egyenld nullaval.

Az 1 &bran lathaté vazlatrajz ebben a pontban megtalalhat6
fogalmak kozotti kapcsolatot szemlélteti.

PELDA:

Hatarozzatok meg a valtoz6 megengedett értékeit az Lin3r kife-

jezésben!
Mego Idas

Az < tort nines értelmezve, ha x = 0. Az 0sszes tobbi szam

esetén értelmezve van. A —— tort az x = 5 értékén kivil az 6sszes

szamra értelmezve van.

Tehat az a megengedett értékei a 0 és 5 kivételével valamennyi
szam. Vagy masképpen fogalmazva: a kifejezés nines értelmezve, ha
X=0vagy X =5.

?

=

Miben kiilénboznek a tortkifejezések az egész kifejezésektol?
Hogyan nevezzik az egész és tortkifejezéseket alkoté hal-
mazokat?

A valtozok mely értékeit nevezzik megengedett értéknek?
Milyen torteket neveziink raciondlisaknak?

Milyen kifejezések részesete a raciondlis tort?

Milyen tébbtag nem lehet egy raciondlis tort nevezoje?

N

o0k w

1) egész kifejezések; 2) tortkifejezések; 3) racionalis tortek?

2.° Mivel egyenlé a -— — tort értéke, ha:
2c+11

1) c=-3; 2) c=0?
3.° Hatdrozzatok meg a T kifejezés értekét, ha:
Hm=-1,n=1; 2y m=4,n=-5

4.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

..5 haa=-4 2) —L hax=-5y =6!



1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

5® Hatdrozzatok meg a kifejezesben szercpld valtozé megengedett

ertekeit:

1) 2x - 5; 5? I2_|4_r*'- 9) x-22.-x:?-(\’

2) 6) '8 ; 1) \x-6)°

3) &g\ T 11)

4)7 xéS m3) Q'A'; 12) _(X_gx%__'__s)l
6.° A véltozd mcly ertekenel nincs ertelmezve a

3) trr]nz__;  x—8 x—t’
2 e D w3 6) (e 2X V)
kifejezes?

7.* Irjatok fei olyan valtoz6t tartalmazd raciondlis tortet, amely
) x=T1, 2) X = -1; ) x =0esx =4
ertekeinel nincs ertelmezve!

8. * irjatok fei olyan valtozo6t tartalmazé tortet, amelynek megengedett
ertekei:

1) 5 kivetelevel valamennyi szdm;

2) -2 es O kivetelevel valamennyi szam;
3) 3, -3 es 6 kivetelevel valamennyi szédm;
4) valamennyi szam!

9. * Egy gepkocsi 75 km/h sebesseggel a km-t tett meg muadton, es
40 km/h sebesseggel b kilometert foldiiton. Mennyi ido alatt tette
meg a teljes utat a gepkocsi? Allitsatok fei kifejezest, majd
hatdrozzatok meg az erteket, ha a = 150, b = 20!

10. * Egy tanul6é m hrivnydert 60 kopijkés, n hrivnydert pedig 90
kopijkéds flzeteket vésarolt. Hany filizetet vasarolt a tanulé?
Allitsatok fei kifejezest, majd hatirozzatok meg erteket, ha
m=24; =45

tt,,* Bizonyitsdtok be, hogy az x valamennyi megengedett ertekenel
a tort erteke:

X-+\

1) — pozitiv, 2) &-9-x

negativ!



1. Racionalis tortek

12* Bizonyitsatok be, liogy az x valamennyi megengedett értékénél
a tort értéke:
-X2 . c e A2+ 4v+4 jo i
—== . i I
1) 555 nein pozitiv; 2) = nem negativ! o
13.* Ismert, hogy 5x - 15y = 1 Hatarozzatok meg az alabbi Kki-
fejezések értékét:

18y - 6x .
1) X - 3y; 3) yg X
N 2x-6y 7 4) xs-6xy+9y- !
14> Ismert, hogy 4a + 8b = 10. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
. 5 N ogr+4ab+4b~ t
1)2b+a’, . 2) a+2b’ ) y | 2a+46
15. ** Hatarozzatok meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat:
d 4- 2) ':;_2_% !
16. ** A valtoz6 mely értékeinél van értelmezve a kifejezés:
*
) )
x> 2>

FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ
17. Egyszerusitsétek a torteket:

. 30
) 5 2 18 3 % K"
18. Legyen:
1) a j tort nevezdje 14,
2) a 9 tért nevezdje 60!
19. Adjatok meg hatvanykifejezés alakjaban:
1) a&x3 3) ab: a3
2) (ah3; 4) (a94 : (a28!
20. Bontsatok tényezokre:
1) 6a - 156; 5) ab + az
2) 2a + ab; 6) 12/;72? - 4nm;
3) lam + lbn; 7) 2x2- 4x3 + 10x4;
4) 4x2- 12X7; 8) 107%2- 1l5adh + 25ab2\
21. Adjatok meg szorzat alakjaban a kifejezést:
\) ab —ac + bd —cd; 2) 3m + 3n —mx —nx;



1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

3) ab+ a3+ 2a2+ 2 4) 8ad - 2a2-4 b2+ b\
22. Adjatok meg a haromtagokat kéttagok négyzeteinek alakjaban:
1) a2- Sa + 16; 3) 40xy + \6x2+ 25y2
2) 9x2 + 6x + 1 4) a% 4dak + 42
23. Bontséatok tényezokre:
HxX- 9 4) ad2- 81; 7) ¢3-d3
2) 25 - 4y2 5) 100/76- 1, 8) a2 +8§;
3) 36m2- 49z 6) a'°- b6 9) 21ni6  -n9
24. Bontsatok tényezokre:
1 2a2- 7, 4) -8G5 + &/3- 2a;
2) 3b3- 3b; 5) X —4y + X2- \6y2
3) 2x3- 2;cy2 6) ab6- ab4 - b6 + bA

25. Melyik azonossag az alabbi egyenloségek kozil:
1) 3x2- 36xy + 108y2= 3(x - 6y)2
2) 4m3- 500/?6 = 4(m - 57)(?7 - 5mn + 25/?2)?
Frissitsétek fel a 2. pontban tanultakat (224. oHdaJ)!

Ir NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA
26. a=44.A, b=33..3. Megvélaszthatok-e Ugy az ni és az n

m n
értékei, hogy:
1) az a szdm oszthat6 legyen b-vel;
2) a b szam oszthatd legyen Z-val?

A3a- 1+ 2a+5=>5a+4 egyenldség azonossdg, mivel az a
valamennyi értékénél teljesil.

" da-l+2a+5_5at4 aqyen|oség elsd ranézésre ugyancsak azo-
aa gl o
nossagnak tunik, de az egyenldség az a = -1 értéknél nein teljesdl.

a = -1 esetén kapott racionalis tort nines értelmezve. Vagyis a
7. osztalyban bevezetett azonosan egyenld kifejezések és azonossag
meghatarozasait pontositani kell.

10



2. A racionalis tortek alaptulajdonsaga

Meghataroz as: Ket kifejezest azonosan egyenlének
neveziink, ha a valtozék minden megengedett ertekenel meg-
feleld helyettesitesi ertekeik egyenlok.

Meghatar ozas: Azonossagnak ncvezzik az olyan

egyenldseget, amely a valtozé minden megengedett ertekenel
igaz.

Peldaul az —==1! egyenldseg azonossag, mivel az a = 2 kivete-

level a valtozo valamennyi ertekenel igaz.
A 7. osztalyban tanultuk az egesz kifejezesek azonos atalakitasait.
Most pedig a tortkifejezesek azonos atalakitasaval fogunk foglalkozni.

Az ar@ny alaptulajdonsaga szerint az j =" egyenldseg teljesiil a,

b es m barmely ertekeivel, ahol b * 0es m * 0.

A racionélis tortek az arény alaptulajdonisagéhoz hasonlé tulaj-
donséaggal rendelkeznek:

ha a racionalis tort szam/algjat es nevezbjet megszorozzik
egy es ligyanazzal a nailatol elter6 tébbtaggal, akkor az adottal
azonosan egyenl6 tortet kapunk.

A fenti tulajdonsdgot a racionélis tort alaptulajdonsaganak
nevezzik.

Ez"B-.’(‘:r, ahol A, B es Ctobbtagok, s emellett B es C nem egyenld
nullaval.

A fenti tulajdonsag felhasznalasaval a B oC kifejezest helyette-

sithetjiik a vcle azonosan egyenld B—tb‘rttel. Az ilyen azonos atalaki-

tasokat a tortnek C tenyezovel valo egyszerusitesenek nevezzik.

1. PELDA.

torteket!

Megoldas
) A 6ad2es 24abAegytagoknak van kozos 6ad?2 tenyezojiik.
Ezert:



1. 8§ RACIONALIS KIFEJEZESEK

6a"b2 _ amcib2 _ a
24aD8 ~ 4b2 6ab2 ~4T2"
2) A tort szamlalojat tényezodkre bontjuk:
3x+ 15y _ 3(x+5y)
3x 3% '
A kapott tortet a kozos 3 tényezbvel egyszerusitjuk:
3x+ 15y _ Ix+5y) _ x+by
3a 3a X
3) A tort szamlaldjat és nevezdjét tényezdkre bontjuk, majd a kapott
tortet a kdzos y+ 2 tényezOvel egyszerusitjik:
y2+4y+4 (y+2)2 _y+2
y2+2y  Y(y+2 vy
A tort alaptulajdonsagabdl kovetkezik, bogy

és =A=jL
B -B B -Bf
A l;‘ és j% tortek mindegyfkét felirhatjuk 'g‘ alakban, vagyis
AA A
B -B~ B’

2. PELDA

Egyszerisitsik a = tortet!
Megoldés
4r/-20 _ 4(fl-5) _ 4(<r-5) _ 4

ba-a2 a{5-a) -a(a-5) a'
3. PELDA
Alakitsuk at:
1) az 5 Eg3 tortet Ugy, bogy nevezdje \5abXs legyen;
2) az ™  tortet Ugy, bogy nevezOje a2- Ab2 legyen;

3) az tortet (gy, bogy nevezdje 3b - 2a legyen!

12



2. A racionalis tortek alaptulajdonsaga

Mego Idas
1) Mivel \5ab3X5 = 5be3 « 3abx2 ezért az Uj nevezd a 3abzx2
tényezovel kildnbozik az adott tort nevezojétbl. Tehat az adott tort
szdmlaldjat és nevezoOjét a 3abZ potszorzoval keil megszoroznunk:

5be3 5bc3mBabx?2 15ab35°
a a(fl-2b) _ g2- 2ab

3) Az adott tort szamlal6jat és nevezbjét -1-gyel szorozzuk:

o-b _ (a-/?)*(-!) _ b-a
2a-3b  (2a-3b)(r\) 3b-2a

4. PELDA
Hozzuk koz0s nevezore a torteket:

Megoldas
1) Az adott tért nevezdinek szorzata 9a2( « 6a4fr' = 54alfr’ egydttal
kdzos nevezojuk is. Azonban célszeriibb kdzds nevezdnek a 18adob
egytagot valasztani, amelynek egylitthatdja (18) az adott nevezok
egydutthatdinak (9 és 6) legkisebb kdzds tobbszorose; mindegyik
valtoz6t (a és b) a tortek nevezdiben szerepl6 legnagyobb kitevokkel
vesszik.

Mivel 18adbb= 9aZEe 2a2, ezért a tort potszorzoja a 2.a2

egytag lesz. Figyelcmbe véve, hogy 18asb= 6ath3 e« 3b' , ezért
5n2

az tért pétszorzoja a 3Ir egytag.

At 2mp, - 22, 4“2n-e
Tohat 9a2/?€ a2 -2a§ l'Ba%?G’

5n2  5n2+3)3 152)V
6a4)3 6aV-3/)3 18a4)6'
2) Az adott tortek kozOs nevezoje egyenld nevezdik szorzataval.
igy:
13



1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

1 _ a-b _ a-b
a+b (a+b){a-b) a2-b2’
1 _ a+b _ a+b

a-b (a-b)(a+b) a2-b2’
3) A racionélis tortek k6z6s nevezojének meghatarozasanal hasznos
lehet nevezbinek tényezdkre bontésa:
a2- 36 = (a + 6)(a - 6), a2+ 6a = a(a + 6).
Tehat az adott tortek kozos nevezojévé az a(a + 6)(a- 6) kifejezést
valaszthatjuk.

Ekkor
a2-36 (a+6\a-6) a(a+6\a-6) a2-36a’

6 o 6a-36 _ 6a-36
at+6a a(a+6) a(a+6Xa-6) a2-36a

5. PELDA
Abréazoljuk az y =——- fiiggvény grafikonjat!
Megoldas
Az adott fuggvény értelmezési tartomanya
az x = 1 kivételével valamennyi szam. igy:
=x+1, x .
X
Tehat az adott fuggvény grafikonja az 1
» 4bra abszcisszaju pont kivételével az y =x+ 1 egye-
' nes (2. abra).
6. PELDA
Oldjuk meg a (a2- 9)x = a + 3 egyenletet!

Megoldés

Felirjuk az adott egyenletet (a + 3)(a - 3)x = a + 3 alakban, és
megvizsgalunk harom esetet.

Ha=3

Ebben az esetben a Ox = 6 egyenletet kapjuk, amelynek nincs
megoldasa.

2) a =-3.

Az igy kapott Ox = 0 egyenletnek szamtalan megoldasa van.

a 3Jia*-=3

14



2. A racionélis tortek alaptulajdonsaga

Ekkor x=_ a*3
(@+3Xa-3) a-3

Felelet haa=3 akkor az egyenletnek nincs gyoke; ha
a = -3, akkor az egyenletnek szdmtalan gytke van; ha a * 3 es

g * -3, akkor x=—1—.
a-3

*

1. Milyen kifejezeseket neveziink azonosan egyenldknek?
2. Mit neveziink azonossagnak?

3. Fogalmazzatok meg a racionalis tértek alaptulajdonsagat!

27.° Az alabbi kifejezesek kozul melyikkel azonosan egyenld a tort:
. 1203 . %4 ,,
»T > 2 45 3) 48a ’ 4) 12a~
Azonossagok-e az alabbi egyenltsegek:
am. % _ &
Dm0 3) 53" 20c5°
48 R 4 a2 8msn
2) 47 ) o0 o
29.° Egyszerisitsetek a torteket:
14a3 . 5x 4aoc -10nw .
Dog1a 8 Zox - %) 16a64 - " 5/
8b \2 . 24.xV 56/775/77 3pV
2) 126¢3 ° 4 32.xy ®) 42/7757710 * &) -OA 7 nm
30.° Adjatok meg a hanyadost tort alakban, majd egyszerusitsetek
azokat:
1) 6a : (18tf5); 3) 35A 6 : (-49c/&68)!

2) 1667 : (48/>4);
31. Egyszerlsitsetek a torteket:

3x 16a64 . 12a8
D a1y N B % 40a62 ) 42
5x2 . Aiq 63x9 -13A 5,
2) 6x v i 8) pxa 81 A |
32.° Egyszerlsitsetek a torteket:
2 - 3 - b 4) -E fl
33.° Potoljatok a hianyzo kifejezeseket az egyenldsegben:
I\ a_ _ dac
' 3~6M_9?_THb ’



1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

m_d4m_____ 3mW_(
Z) n 2n2 mnp
34.° Alakitsatok at:

1) az pr kifejezest b5 nevezju tortte;

2) az -p- kifejezest 21nAnevezoji tortte;
6
3) a 7xey Kkifejezest 35x y nevezdju tortte;

4) az 6 s kifejezest 24px nevezoju tortte!
35. ° Alakitsatok é&t:

1) az ~ alaki tortet y nevezdjuve;
2) az -p alaku tortet £Z3 nevezojlve;

3) a ppp alaki tortet \2nfir nevezojlve;

4) a p]f)c- alakil tortet 30beil nevezojlve!
36. ° Egyszerisitsetek a torteket:

a(r+2) 7.x-2ly y2- 25
D b(x+2) ’ 5) 5.x-15y ’ 9 10+2y ’
4(a- 6)' 4a-20b . a2+4a+4
) (*-6)3 6)  pab 10 ga+18
c3c-4)5 6X+ 12 c2-6c +9
3) s(c-4)3° N ex 1) .9
2a+2b a-5b nr+1 (
4) 7a+b)5 8) a1-5ab ° 12) o men
> Egyszerusitsetek a torteket:
a-b 12- 5717 *2-25
1 2(b-a) 8) 1sam 5 sx-x3°
3jc- 6y 4 laA-ad * y2-12y +36
4y-2x ° ) bA-lab2 6)  36-y2
'° Egyszerisitsetek a torteket:
IT—37 4x-16y 12a2-6i/ .
Y 3) v - 5 56a
5a +25b XR- 49 . 9b2- 1
2) 2T ) , 6) ,
2a2+ 1Qab 6a+42 962+66 + |



2. A racionalis tortek alaptulajdonsaga

7y Im2+7in+7 9 64-x2
) 65- 66’ ms- 1 ) 3a2-24 &
39.° Alakitsatok at:
1) az —  tortet 4a + 8 nevezoju tortte;
m . _ e v )
2) az m-3/7 tortet m2- 9n2 nevezoju tortte;
3) az ZXX-y tortet ly - \4x nevezdji tortte;
4) az tortet 4a2+ 12ab + 9b2 nevezojl tortte;
2a+3b
X+ . NPT
- I
5) az X x4 tortet x3- 1 nevezgju tortte!

40. ° Alakitsatok at az x - 5y kifejezest:

1)2; 2) x 3) 4y3,
/

41. Alakitsatok &t a +—; tortet:

4) x2- 25y2

nevezojl tortte!

1)56-20; 2)12-36; 3) b2- 46; 4) 62- 16 nevezoji tortte!
42.° Alakitsatok at az aldbbi tortparokat azonos nevezdju tortekke:

,é 32(|"|— es .

) 7T 3mén* >
a+h 2

3 T & s

3d 8p
es (m _n)O ,

5

€s

43. Hozzatok kozOs nevezore a torteket:

4 1

) B2 ® v
c d

2) 6afb5 €s 9ab2 ’

A

y-5 & yo.25°

+n , 2m-3n |,
4) win € W
44.* Egyszerusitsetek a torteket:

(3a+36)2 .
l) a+b

2X+1 3a-2 ’
a-b a .
. 3a 2a

7) lgz=al €S 5.54
/\a c

8) 54 % 9.p2
X+1 -

y-1

5) a2- xy S Xy-y2
6a 3a

6) 2-2%6 © Lip°
1+c2 C

7 c2-16 4-c’

2m+9

8 nersmizs 05
(6a-18y)2

2) 2

X2- 9y’



1. §. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Xy+X-5y-5 g) Foabr2d: Za.,
dy+4 a~--4a+4
45> Egyszerisitsétek a torteket:
2m2-12n2 a-8 N a3+2a%+a/?2 ]
N (4In+248)2° cib-a-2b+2" a2-ab?2
46.* Egyszerlsitsétek, majd hatarozzatok meg a tort helyettesitési
értékét:
B+ 108 haa=-2; b= 04
lab +2b
9y P2ty d=b =6
12;rc- 86¢2” 37
36y2-12.vy +/ _ L .
y2-6\2 hax =12,y =-3;

4) 4-4, haa =-0,1!
47." Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
16a2-4yz
6a—3y '
49c2-9

) 49c2+42c+9 "’ ) )
48.* Hozzatok kozos nevezore a torteket:

ha X=25;y =-2;

ha ¢ = -4!

d 56'-'15 €S p3127»
3a+1 q-2

) 9a' - 6a+l €s 9a2-1 "’
a gq+3

3) a2-la €s a2-14a+49

2X 3a

x2-\ 7 je2- 2a+l e a2+2a+1’
5) 6 as a6
,_,a2-ab_-ac irbc_’ 2_a-’26 4a- 4c L y
49.* irjatok fei a tortkifejezéseket azonos nevezdju tortek alakjaban:
3a
D 3a-2° 9a+6 & gam-ap
1 1
2) a-5b ’ a-+lac & a2+lac - Bab- 356C

4)

50.** Hatarozzatok meqg a ~3 kifejezés helyettesitési értékét, ha
92 a1 Y

y



2. A racionélis toértek alaptulajdonsaga

51 /'Hatarozzatok meg a aABa+\4b kifejezés helyettesitési értekét, ha
—=51
b

52.**Hatarozzatok meg a kifejezés helyettesitési értékét, ha tudjuk,
hogy 2a - 6b = 1:

8 a2-9b2
D azp 2) 05a+156
53."Hatarozzatok meg a ~n\_*~ 2 kifejezés helyettesitési értekeét,
ha 4m + 3% = 8!
54, ** | étezik-e az a-nak olyan értéke, amelynél az ——tort
. a +a~+a+l
negativ lesz?
55. ** Abrazoljatok az alabbi fliggvényeket grafikusan:
_x2-4 . _X2- 10x+25 2x2- 4x
ny= X+2° 3) R T X
_JC— -
2) y= 3—jc * 4) Y=3 X+4 x+4
56.%* Abrazoljatok az alabbi filiggvényeket graflkusan
1) 7 = X2- 8x+16 3) y="-3.v_2/r-2 |
jc4 y X X2-\
2) y=X-%;
57 Abrazoljatok az alabbi fliggvényeket grafikusan:
' _x =1
1 y- 2 y=
58** Oldjatok meg az egyenleteket:
X+ 2) 2Lz]5 =10; 3 =q!
1) X+\ ’ ) XZJS ) W-6
59.e« Oldjatok meg az egyenleteket:
D e B 2) 4| =0!
60. *Az a valamennyi értékére oldjatok meg az egyenletet:
Dax = 1 3) (a- 6)x =a2-12a + 36;
2) ax = a\ 4) (a2- 4)x —a —2!
61. *Az a valamennyi értékére oldjatok meg az egyenletet:
) {a+3dx =3 2) (a2- 9a)x = a2-18a + 81!

r ISMETLO FELADATOK

62. Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezést:
D(x+ 2){x- 9 - 33 - 2),
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1. §. RACIONALIS KIFEJEZESEK

2) @+5a- 2) + (a + 4« - )
3) (y-8)(2y+ 1) - By+ I)(y - 6);
4) (2% - 3y)(2;t + 3y) + (3* + 2y)(3x - 2y);
5) (f +1)2- x - 3)(x + 3);
6) (y - 4)(y +3)- (y- 6f\
63. Abrazoljatok grafikusan a fliggvényt:
) y=2 2) y = 2x\ )y =2x - 1l
64. Milyen a és b értékeknél lesz az (a - 2){a + 2) + 4b(b - a)
kifejezés értéke a legkisebb? Mennyi ez a legkisebb érték?
65. Meggyes faluhoz a vasutallomas 14 kilométerrel kozelebb van,
mint Alméashoz. Autébusszal Meggyestdl az allomasig 45 percig
tart az Gt. Személygépkocsival az Gt Almésrdl az allomésra 5
perece! tovabb tartott. A személygépkocsi sebessége 12 km/h-
val nagyobb az autébusz sebességénél. Hatarozzatok meg mind-
egyik gépjarmi sebességét!

i FELKESZULES Az UJ TEWIAHOZ

66. Végezzétek el a miiveleteket:
"B 2B Iz 2 T
WEM HAGTOWANYOS MOOSZEREK HASZNALATA

67. A négyzet oldalaihoz 4 természetes szamot irtak. A négyzet
mindegyik estesaban pedig olyan szam szerepel, amely egyenld
a csucsot alkot6 oldalakra irt szdmok szorzataval. A csucsokban
szerepl6 szamok 0sszege 55. Hatarozzatok meg az oldalakhoz irt
szamok 0Osszegét!
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Egyenlé nevezoju raciondlis tortek
osszeadasa és kivonasa

Mér tudtok egyenld nevezdju kdzdnséges torteket 6sszeadni és
kivonni. Az ide Vvonatkozo szabalyok révid matematikai felirasa:
alb_a+b a b_a-b
c C c ¢ ¢ c
E szabaly szerint adjuk 6ssze, illetve vonjuk ki egyméashdl az
egyenld nevezdju racionalis torteket is.
Egyenld nevezdju torteket ngy atlunk ossze, hogy szamlaloikat
Osszeadjuk, a nevezot pedig valtozatianul hagyjik.
Egyenl6 nevezodju torteket ngy vonunk ki, liogy az elsd tort
szamlaléjabdl kivonjik a masodik tort szamlalojat, a nevezot pedig
valtozatlannl hagyjiik.

1. PELDA
Végezzétek el a kivon'ast:

n Ix-5 3x-5. y*+2y \2y-25 . 4 2a-3 ,
82 8x2 ’ 7 y2-25 y2-257 * 2a-\ \-2a '
Megoldas
j\ 7x5 3x5 _7x-5-(3.x-.5) 7.x-5-3.x+5 4x _ |
8x2 8x2 S? 8x2 ~87r_ 2x'

2) v2+2y 12y-25_ y2+2y~(\'2y-25) y2+2y- 12y +25
. y2-25  y2-25 y2-225 ~ y2-25

_y2-10y+25_ (y-5f y-5
y2-25 (y+5Xy-5) ,v+5'

3) 4 2a-3 _ 4 2a-3 4 [2a-3
; 2a-1 1-2a 2a-\ ~{2a-\) 2a-\ 2a-\

_4+2a-3_ 2a+1,
2a-1 2a-1
2. PELDA

Hatarozzuk meg a - . +. kifej ezés értékét, ha tudjuk, hogy —=-3!
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Megoldas
Felirjuk a tortet egész része és tortrésze 6sszegeként:
2m+n_2m | n _2+iL

m m m m
Ha —=-3, akkor Tehat
n m 3
2m+n 2+—-2- —1—
m m 3 3

3. PELDA
Hatarozzuk meg az n 0Osszes olyan természetes értékét, amely

mellett a 21 +F]>/,t15 kifejezés értéke egész szam lesz!

Megoldas
Felirjuk a tortet egész és tort részének kuldnbségeként:
2n2+3/7-15 _ 2/r | 3n 15 3 15
n n n n n

A 2? + 3 kifejezés barmilyen termeészetes /? szam esetén termé-

szetes értéket vesz fel. A 2”+3'F kifejezés akkor vesz fel egész

értéket, ha a — kifejezés értéke egész szam lesz. Ez csak a kdvetkezd

s értékek esetén lehet: 1, 3, 5, 15.
Felelet n=1vagy n=3vagy n=5vagy n = 15

1. Hogyan adunk 0ssze egyenlé nevezoji racionalis torteket?
2. Hogyan vonunk ki egymasbél egyenld nevezdjiu racionalis tor-
teket?

68.° Végezzétek el a miveleteket:
cn m+n m-2n

I) A G 6 ’
. N 2a-3b !9b-2a

2) f-1; * Bab Gab
-Vm 4m 5c+4d (4d +9c

n n’ ’ cd cd
.. 6 2 vV %m+3 2m+3.
4) d d’ 10nr IOm2 '
Irjatok fel tort alakban a kifejezést:

7k 4k o A

" 18 18p » -
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3. Egyenlé nevezdji raciondlis tortek osszeadasa és kivonasa

39 a~'26 !'a+\5b

2la + 2la
A x-4
4y L Y
Xy Xy

5)

6)

10a+66 6b-a
lia3 lia3

X2-Xy 2Xxy-3x2

m———t T et
X~y

70.° Hozzatok egyszeribb alakra a kifejezést:

1) -21-- 9
a+3 a+3’
t 4
2) t2-16 r-16 °
m2 25

3) (- 5)2 (m- 5)2
71.° Egyszerusitsétek a kifejezést:

-2 81
D c-9 c¢c—9°
a2 36

2) (a-6)2 (a-6)2’
72.° Végezzétek el a miveleteket:
Yo 1l
2) J2L+Ji-
la-w n-m
2x - 4y  4x-1l4y
X-3y Y-X’
73.° Egyszerusitsétek a kifejezést:

1L v- y

2) 2w
c—d d-c’

4)
el

6)

3)

4)

4)
5

6)

3)

4)

S5y+9 4x+8
gi,':l"')('il'

b2 20b +100
6+10 6+10
i 14c- 49 ,
c-1 c-1
3X+5 2V+7
x2-4\ x2-47h>
y 4y-4
y-2

9b-a a-ogb ’
r

- 4
3/-6 6-3/°
12y

y-i -y

3172 + 212 202- 812

2072-312 3/7-2/72°
49

26-14 14-26

74.* Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

a2-48 16
a-8 a-8
c2+ 3c+ 7_+_c+ 3

c3-8 8-c

o , liaa = 32

2)

§, ha ¢ = -3!

m* Hatdrozzatok meg a kifejezés ertékét:

5Y+3

D je—16
a2+a

2) a2-9

6x-1
16-X2

la-9 .
=7
4.9 lia a= 7!
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1. & RACIONALIS KIFEJEZESEK

76.* Egyszerisitsetek a kifejezest:
n 57— 7/7-8 87+7
201 207 207 °
am+2 M71—9 I—im
' m2-4  4-m2 Jll2-4
77. * Egyszerlsitsetek a kifejezest:
n 6a-1 4q9-7 -2a-2
) 16a-8 + 160-8 + 8-16a ’
2a2+12a| 8a-9 a2-fl4a-16 (
a2-25 +25-a2 az2-25 *
78. * Adjatok meg tort alakban a kifejezest:

15-8a 14-7a II:2- &7 211 - 97
* (a—d- (I-a)2’ (T—2X7—5)  (2-mX5-
362+12 (126

2) (b-2? +(2-bf "’
79. * Egyszerisitsetek a kifejezest:

x2-\6x 2x+49 2 o4+ 4+ 4435 |
(* 74+ (7-A)4 ; " (y-6fy+ 2) (6-yX2 +y)

80.* Bizonyitsatok be az azonossagot:

81.’ Bizonyitsatok be, hogy az x valtoz¢ ininden megengedett ertekenel

12%-25 | 8Y+10 |itai o ..
ifejezes hel itesi erteke nem fii Z X
a 20ic 20je15 ejezes helyettesitesi erteke ne gg a

erteketol!
82.* Bizonyitsatok be, hogy az y valtozo ininden megengedett ertekenel
\ly+5 9-11y .. . "
a 2\y-3 20v-3 kifejezes helyettesitesi erteke nem fiigg az y
erteketol!

83.* Bizonyitsatok be, hogy a valtozd ininden megengedett ertekenel

o~-6 7a-4 | 3a+6

(a-2)4 (a-2)4 (a-2)*

84.* Bizonyitsatok be, hogy a valtoz6 ininden megengedett ertekenel
2-b2 7-3b | 1b-20

a (b-56 (b-5)6 (b-5)6

kifejezes helyettesitesi erteke pozitiv!

kifejezes helyettesitesi erteke negativ!
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3. Egyenld nevezdju racionalis tortek osszeadasa és kivonasa

85.** Adjatok meg az adott tOrtet egész és tortrészik Osszegeként
vagy kulénbségeként:
0y 2) "2
86.* Adjatok meg az adott tortet egész és tOrtrésziik dsszegeként
vagy kilénbségekeént:
4a-b b~+1b+3 i
1) } b+l
87.%* Hatarozzatok meg a kifejezés értékét, ha —=4;

2x- 3y X-+y i
Dz; 2) y 3 y
88.* Hatarozzatok meg a kifejezés értékét, ha —=-2
a-b 4a +5b al-2ab +bl
D a 2 o I T

89.** Hatarozzatok meg az n 6sszes olyan értékét, amelynél az alabbi
kifejezés helyettesitési értéke pozitiv szam:

n+6 3n2- 4n-14 ;
0 2 ", s

«
90.** Hatarozzatok meg az n dsszes olyan értékét, amelynél az alabbi
kifejezés helyettesitési értéke pozitiv szam:

8»-9 n2+2/7-8 |

| ISMETLO FELADATOK

91. Az egymastol 9 km tavolséagra lévo két falubdl egyszerre, egy-
massal szemben két kerékparos induit el. 20 pere mulva ta-
lalkoztak. Ha a kerékpéarosok azonos iranyba haladnanak, akkor
az egyik a masikat 3 6ra malva érné utdl. Hatarozzatok meg a
kerékparosok sebességét!

92. Oldjatok meg az egyenleteket:

D1-4x+1=18- I,6x
2) 3(0,5x - 4) + 85* = 10* - 11

93. Bizonyitsatok be, hogy az a valtoz6 minden megengedett értékénél
az (a + 4)(<7- 8) + 4(2a + 9) kifejezés helyettesitési ertéke nem
negativ!



1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

94. A csillagot helyettesitsétek olyan egytagu kifejezéssel, hogy az
egyenloseég igaz legyen:
\) adb - * =adAd 2) 5xy e * = 10x46, 3) 6x5°¢ * = 12x10
95. A csillagot helyettesitsétek olyan tobbtagu kifejezéssel, hogy az
egyenloség igaz legyen:
\) *+(a—b)=(a+b)a- b)2
2) (a + \Ob) m* ='a3- [00aé2!
96. Hozzatok kozos nevezore a torteket:

1 2 6a y
1) , 4) Yooy A iy
3a eS 3b X-2Y X+y
4ni 3« . y , 1
2) p%? S p%dr 5) 6y-36 es y2-by ’
5 6
3) mon & man? 6) 24" & 733

A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

97. Elo6fordulhat-e, hogy egy paros szdmnak tobb paratlan osztéja
legyen, mint péros?

Kulonb6z6 nevezdju racionalis tortek
osszeadasa és kivonasa

A Kkilonb6zd nevezdju tortek osszeadasa és kivonadsa a tortek
alaptulajdonsaganak felhasznalasaval egyenld nevezoju tortek ssze-
adasara és kivonasara vezethetd vissza.

Adjuk 0ssze é‘ éf) c racionalis torteket!

ﬁel.rhaﬂuk, hogy: A AD C CB

AKKOr B T =d.g e p=a . ¢HL b
Kozos nevezoll a tortek nevezdinek szorzatat valasztottuk.
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4. Kulonb6z6 nevezoji raciondlis tortek osszeadasa és kivonasa

Megjegyezziik, hogy a nevezOk szorzata nem mindig a legal-
kalmasabb kdz0s nevezd.

A kdzonséges tortek kozos nevezbjének meghatarozasakor elészor
a nevezoket tényezdkre bontottuk, majd megkerestiik legkisebb kdzos
tobbszordsuket. Hasonldképpen jarunk el a raciondlis tortek kdzds
nevezdjének meghatarozasakor is.

Nyilvanval6, hogy két raciondlis tort dsszege, illetve kiildonbsége
szintén raciondlis tort lesz.

1. PELDA
Hozzuk egyszeriibb alakra a kifejezéseket:
1’)\1 ag +|—-?-; a1 N
10/7 + 14 6

n2-49 7-17
Megoldas
1) A tortek kdzos nevezbje az ac egytagl kifejezeés.
Vagyis
~“6+1|~1-a_ab+qg+b-ab _a+b

ahc ax adc ~ ade ) .
2) A tortek nevezoit eldszor tényezdkre bontjuk, majd azt kapjuk,

hogy:

m n
i+ Im-1In I(m+n) I(m-n) H{m+n\m-n)
ue- mn- mn-lr o m2- 2mn- 1?
7("2-«2] 0112-112)
3
n-49  T7-/1 (n-lXn #1) /-1 (JT_7X, + 1)
_ 10/7 + 14 —6/1 —42 4/1-28 4/?- 1) 4
(/1-TX1T +7) (JI-TX/+7)  (T—1XA+7) n+l"
2a 1 A9 a

25-10a+il2 3418 (5-a)2 3(a-5) (.52 3(a-5)
_6a-gq +5 5a+5h
- 52 3(a-5)2°
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1. 5. RACIONALIS KIFEJEZESEK

5) Ebben az esetben a kdz4s nevezd a tortek nevezdinek szorzata
lesz. Ekkor

X+ yx-2)-(x+2X-V-4) _
X —4 X- 2 (t- 4Xd- 2)
X2-2x-X2+4x-2x +S 8
(*-4Xx-2) (X-4Xx-2)-

2. PELDA

Adjuk meg tort alakban a 2% 3¢ kifejezést!

Megoldés
A 3c kifejezést 1 nevezoju tort alakban megadva, azt kapjik, hogy:

21c2 2 _ 21c2 -AN3c _ 21c2-21c2+6¢c _ 6C
7c- 2~ C~lc-2~ T 7c- 2 ~7c¢c-2

1. Hogyan adunk 6ssze, illetve vonunk ki egymasbdl kiilonb6zo
nevezoju térteket?

2. Milyen kifejezés lesz két racionalis tort 6sszege, illetve kilénb-
sége?

98.° Adjatok meg tort alakban a kifejezést:
i\ x 2x

. 4) ; () ety
» t+t Xy b2 ab4
5 b _ on N 2
14 7 47+ 6cC” : 5¢c  15c6 ’
m n c d 9)7 m+ C 1
A N6 367 abe abin
Adjatok meg tort alakban a kifejezést:
) 8 12. 3) n. m 5) 'C|5j+"7p\
2y 6c 9
2) -3+ 5 N3 tEx’ 6) 35¢5 14c2
100.° Hozzéatok egyszeribb alakra a kifejezést:
ct7,c-4 6p+l 2p+8
D™ 9 - 4 p 3p
2b-1c  36+2c. 5m—? m- &7
2) s 15 S wr  hn
3x-2 3v4 atd y-3
3) A . ) 1 ny -
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4. Kulénbtzo nevezoji racionalis tortek osszeadasa és kivonasa

a+h a-c y-x2
N " Hoac ? 10) 3 y
-1 . 2m-3n Im —2n
8) 2, 1) 2 w2
k+4 3k-4 . c+d c2-8d ,
N k2 12) cdA  cX/3 o
Végezzétek el a tortek osszeadasat és kivonasat:
9-5b 7-5c 6fl +2 2a+4
1) b c 5) ab azb
4d+7 ¢¢-6 . c2-16 c¢—9
2 g ed ) ¢ 5
5-k p+10 1 1+X
3) &p 5k N x x5
m-n Pp-n 1—ab _l_:fi_(_il,
) mn np 8) abe acd
102.° Végezzétek el a miveleteket:
i) 2+ii-1 a % %
) X x+\ 3 a-3 a+3> 5 2y+1 3y-2
m c c a-b a-b ,
2 mT m+n"’ ) _4) 3c—1 3c+l’ 6) b a+b
103.° Alakitsatok &t a kifejezéseket tortekké:
a a 4 5x+4 . 2 1
) a-p X x+2 3) b2 pr2
104.° Egyszerusﬂsetek a kifejezéseket:
1 y
1) ba-b) fif-6)° 4) 20+3) 5y+3)
30 5m+3  7m+4
2) a fI(fl-6) ©oom+l) 3m+lj’
3 22 ACt i CHb ol
3 k2 *x-2° Ca@eb) it
105.° Vé&gezzétek el a miveleteket:
1) fifi+6) b(a+b) " 3 5x+7) 6(x+7)°
8 4n+2 5n+3
2) b p6+2) A3(eel) ()
106.° Végezzétek el a tortek osszeadasat vagy kivonasat:
0 3a+ 1 2 c-1
3c/-6 3) c+1 c2+c
18 6 d-1 d
2) b2+3b b* 4)zd-8 'c/-4
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

M+l m-1 _ a2+2 o+4 .
5) 3»-15 2m-10° a2+2a 2«+4
6 m—2n  m—3n 8 3x- 4y  3y-x
) 6m+ &2 4», + 4%’ ) x- —2Xy Xy —2y
107.° EgyszerUsitsétek a kifejezeseket:
) 6 46-1 a2+b2 1 6
) 6.5 46-20° 4) ir+206 a+6”
16 6+4 a+4
2) - m2+Sm’ 5 ab-b2 a2-ab ’
a-2 a-1 c-4 | 4c+9 (
3 2a-6 3a-9° 0) 4oros c2ee
108.° Végezzétek el a miveleteket:
3 X+4 Ja+b t 1
D x+3 N-9° 4) a2-62 a+n’
2 2 2
2) a2-64 a—8° 5) »+5 m2+10/»+25
6b 1 b b2
3) 962-4 36-2° 6) a+b a2+b2+2ab

109.° Egyszerusitsétek a Kifejezéseket

4v-y 1 10a 1
D T-y_ +x-y ’ 3) 23a2-9 5a+3’
.2 y A n «2 1
y2-81 y+9°’ ) n—1 »2-14/;+49
110.° Adjatok meg tort alakban a kifejezést:
. 36+2
Df+i; 5)2- ="
X H+4 t.
Xe
2) y 5 6) 6_2
b, » = 12»2+1 .
3) n +F+2’ 7) 8[77 2m
9 _4,4. 2062+5 _ 10;, ;
D g B 21
Végezzétek el a miveleteket:
4 3
O a’ 4) 1 59}
5. 0 Mm2-2.
2) v X 2 ’ 5) 31! _ 3" ’
)); o . 4> (1] I 2 H
3) ))3 «+m 6) 5 y_2 !
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4. Kulénbdzd nevezodju raciondlis tortek osszeadasa és kivonasa

112.* Egyszerusitsétek a kifejezéseket:

a2+l a+l at+4
D a2-20i+\+a- 1 5) a2- 4a+4 a2-4’
a2+6. a-b 6 2p 5 , 2Ir
2) 202 a4p- ) p-5 pP+5 25-p2°
c+1 28¢c J__y+8 2
-+e y
3) ¢.7 " 49-c - 7) y 16-/ y—4
A 5a+3 +6-3a 8 26-1_, g% 14 4
) 2a1+6a a2-9 ) ¥7 d62-1 3766
113* Egyszerusitsétek a kifejezéseket:
m+n m +n 6-2 6
D men fP-n>? 4) G2+66+9 62-9°
X~y . y2 X-6 | X x-3
2) X+y 2xy+x2+y2’ 5 xo+3x x+3 X
2a a+4 >2 y-2 1
3) 4a2-1 2a2+a’ 6) y-2 y+2 y2-4-

114.* Bizonyitsatok be, hogy a valtoz6 minden megengedett értékénél
az adott Kifejezés helyettesitési értéke nem fligg a valtozo

értékétol:
\) 2x+1+2x-1 X+7 2) 24-2a
_2x-4  6-38x &x-12° 7 al-16 2a-8 a+4
115> Adjatok meg tort alakban a kifejezést:
a2-2 cz+9 :
1) l-a+ o 3) . 5 c3
2) id " |+3a_6; 82 o1
) 3a+6 - o 4) 4w-3
116.* Egyszerusitsétek a kifejezeseket:
1) 6+7 - 146 2) 5c- ——29cjf 10c_+21
6+7° 7 2c-5
117.* Egyszerusitsétek a kifejezéseket, majd hatirozzatok meg az
értékét:
7 12 3 L
D s ah-aa =y
2c+3 2c-3 16¢c "

]

2} 2e2-3¢ T 2c2+3F ~4chTy> hac = -° 3B,

m2+16n2 m+47
T TR: = = |
3) - 1670 2/7/-817° ha m 3, n 0,5

11S* Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

1) 5x-20 ~X2- 8&+16" ha X = 5;
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a+l <71

J+1 <71 a2-1 a2-1°’
Bizonyitsatok be az azonossagot:
1 1 30 1
1) 60-46 60+46 462-902 30-26"
2 c+2 1 _g1
c2+3c 3c+9 3¢
121.* Hatarozzatok meg a tortek kiilénbségét:

<7+l 1 _ 1 b2-6b
D a3-! a2+a+1’ N6 +3 b3+21
122.* Hbzzéatok egyszeriibb alakra a kifejezést:

9m 2- 3777+ 172 9772 + 37717+ /22
1) 3/77-77 377+ n
_26-1 2
2) ¥ ap2-26+1 26+1°

123.* Bizonyitsatok be az azonossagot:

302+ 24 6 1 2
®3B+8 (R2—20+4 J+2 J+2°
124.*%* EgyszerUsitsétek a kifejezéseket:

46 <7-6 J+6

O a2-b2 a2+ah b2-ab ’
X A+4
2) — _+ ., ,
-v-2 A+2 A2-4 8x 2a3
1 2 |_1

3) (<756)2 02-25b2 (I+56)2°
a2+ 9x+18 a+5 .

4) Xy+3y—2a—-6 +-2

125.*%" Bizonyitsatok be az azonossagot:

a+3 0-3 , 12 0-3

D) 02-3a 30+9 9—0" 3

2) 6-4 62-26-24 _ 2 (
20-1 206-4-6 +80 20-1
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4. Kulénbdzo nevezoju .racionalis tortek osszeadasa és kivonasa
126.**Bizonyitsatok be az azonossagot:

(a-b\a-c) (a-b\b-c) {c-alc-b)
127.** Bizonyitsatok be az azonossagot:
be | ac | ab ji
(a-bla-c) (b-a)b-c) (c-aXe~6)
128* Egyszerusitsétek a kifejezést:
| | 1 | 1 i
(a- \)(@-2) +(a- 2\a-3) (a-3Xo0-4)
129.* Egyszerusitsétek a kifejezést:

(a-1X«-3)+ (fl-3X«-5)+ (a-5X0-7) '
130.* Bizonyitsatok be az azonossagot:

Ll 2y 4, 8 a0 323,2
-a  l+a 1+a4 1+a8 l+al la
131.* Bizonyitsatok be az azonossagot:
3 g3 4.6, 2, 48 i

l-a2 1+a2 1+fl4 1+a8 1+ab \-a?2
132.* Bizonyitsatok be, ha £JIE. +Azli +i_IA =1, akkor

b+c a+c a+b

| isMETLO FELADATOK :
133. Hatarozzatok meg az egyenlet gyo6két:

.. L x-\ . —ai
O t+-3 =4 % 2 57
134. Oldjatok meg az egyenletrendszert:
X+y= 2x + 5y = 13,
D [3r2y=9 2 [3x-5y =-13!

135. A héromnapos kerékparverseny elsd napjan a versenyzok a

teljes ut 4 részét, a masodikon - 2—részét, a harmadikon
pedig a hatralévo 90 km-t tették meg. Mekkora tavolsagot
tettek meg a kerékparosok 3 nap alatt?

136. (Bolgar népifeladat.) Ot testvér gy akart elesztani egymas
kozott 20 baranyt, hogy mindegyikiknek péaratlan szamu allat
jusson. Lehetséges-e igy osztozkodni?
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

137.1gaz-e az alébbi aliitds: az /? barmely termeszetes ertckcnel az
(%7 + 7)2- (/7- 1)2kifejezes maradck nelkil oszthaté 48-cal?

ti FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ
138.Adjatok meg a szadm rcciprok erteket:

D f, 2)7; 3) -31; 4 )N 5)0,12!
139.Hatérozzatok meg a szorzatot:

140.Vegezzetek el az osztast:

141.Hatarozzatok meg a hatvany erteket:

A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

142 .Egy folyo szemkozti partjaitdl a vizfolyasra merdlcgesen ket komp
indult el egymassal szemben kulonb6zo, de allandd sebesseggel.
A kompok 720 meterrc az egyik parttol talalkoztak, majd partot
eres utan megfordultak, es ellenkezd irdnyba folytattdk utjukat.
Eziittal 400 meterrc talalkoztak a niasik parttdl. Mckkora a folyo
szelessege?

ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 1. SZ. TESZTFELADAT1

1. Melyik egesz kifejezes az alabbiak koziil?
D) ni+/"~,

2. Avaltozo nely ertekci eseten nines ertelmezve a Za‘z’_%) bifejezes?

A) 0; B) 10; C) 5 D) 0; 5.

3. A viltozd mely ertekci eseten nines ertclmezve az y =X)~<£l%
fuggveny?
A -1; L B) 1 C)-2;-1; 1 D)-2; 1
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acionalis tortek szorzasa és osztasa.
acionalis tortek hatvanyozéasa

Marglsmerjik a kb&zbnséges tortek szorzdsadnak és osztasanak
szabalyat, ami matematikai alakban igy irhat6 fel.

a c ac a'c_ad
b d bd b d be

Hasonlé szabaly szerint végezziik el a racionalis tértek szorzasat
és osztasat.

Két racionalis tort szorzata olyan tort, amelynek szamlaléja
egyenlo e tortek szdmlaldinak szorzataval, nevezoje pedig e tortek
nevezd'inek szorzataval.

Két raciondlis tort hanyadosa olyan tort, amelynek szamlaléja
egyenld az elsd tort szamlaléjanak és a masodik tért nevezojének
szorzataval, nevezoje pedig az elsd tort nevezdjének és a masodik
tort szamlaléjanak szorzataval.

1 PELDA
Veégezziik el a muveleteket:

2) (2x-12> &
M- 12a+ 36

Megoldas

21c6 b2 _ 21c6-b2 3c2
b8 14c4 68el4cd  2b6

2) Felirjuk a2x- 12 tdbbtagot, olyan tort alakban, amelynek nevezoje

1 Akkor:
2a- 12 2(a- 6)®a_ 8a
1 (x- 612 X-6
+lab ntr - 4b2 _a(a +2b) 3@+9) 3a

a+9 ha+21 a+9 (a-2b)(a+2b) a-2b

c+2 c+2 1 c+2 c¢c— c+2
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5. Racionalis tortek szorzasa es osztasa. Racionalis tortek hatvanyozasa

Ket racionalis tort szorzasanak szabalya kiterjesztheto harom vagy
tobb racionalis tortbol alio szorzatra is. Harom tort eseten peldaul:

ACP_ACP_ACW
BDQ BD Q BDQ *

2. PELDA
. L Lifai |
Egyszerusitsiik a 5 1 960 kifejezest!
Megoldas
2a5  10b2 . 4a2 _ is 10b2  9bc2  _ 2i5-\0b2-9bc3

15b2 7c49bci  15b} Ic4 4a2  \5b2 lc4 4a2
210-9 aVc3_ 3a3
15-7-4-abx4 Tc
A tortek szorzasi szabalyanak alkalmazasaval meghatarozhato a
racionalis tortek hatvanyozasanak szabalya. Ha n termeszetes szam,
es n > 1 akkor:

n tenyezo
AA. A d-A-...-A_A"
B B B BB-..B B"'
n tenyezo n tenyezo

Megallapodas szerint n = 1 eseten

Tehat

-) :?’ ahol n termeszetes szam.

Racionalis tortet hatvdnyra ligy eme/unk, ltogy az adott hat-
vdnyra enieljilkk mind a szdmld/dt, mind a nevezot, majd az elso
eredntenyt szdmlalokent, a mdsikat pedig nevezokent irjuk fel.

3. PELDA

Adjuk meg tort alakban a kifejezest!

Mego ldas

32V M 1 3@y 27d
Med) ~(2bcdy = 2>bX[cd)
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

» 1 Mit neveziunk két raciondlis tort szorzatanak?
2. Mit neveziink két raciondlis tort hanyadosanak?
3. Hogyan emeliink racionalis tortet hatvanyra?

a3

i43.° Az alabbi kifejezések kozil melyikkel egyenl6 az C—-Z—A' szorzat?

a

D 'Ct, 2) é ; 3) Et; 4) C4 °
144.° Végezzétek el a. szorzast:
1) 2.8 ; . 846 » 48a6 516¢5 .
) oL 4) . 0TS ") 17c4 40a4
2a b i 21c3 39/7
b'Sa’ 71773 8) 1Bp2 28c2”’
15a4 66
3) 3 ko 6 b2 10a2°
45, Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezést:
b6’ a2’ 8) tp A D
4/TT:1 TTTA5 A8 273
A5 127 Do gy 6) 9 seneir2
146.° Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezést:
a-b 3 > m-2 T+
D 3% a-p- 6) 49 T777-2°
AT+ UT 277
+4).
2 en 7 ) (+4). g
la+lb b3 X-9 x~+2X
66 a+6’ 4x+8 x—9
32a a-3 4a2- 4a+1 a+1
4 a2-9 8 - 9) 3a+3  2a-1
g ¢ L ocrb {n\ 82-25 442
g c+6 c2-2c+l 4a  3"-3a
147.° V§gezzétek el a szorzast:
3a+b ¢ 186 6+4
1) 4c 3a+6’ 4) 62-16 36 »
ab-b2 4a 6
2 , 5
) 8 & ) -9
3 5x- 50 X3 3c-9 3c+1
) %6 x-y 6) 9046041 c-3
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5. Racionalis tortek szorzasa és osztasa. Raciondlis tortek hatvanyozasa

b e o . 3 1
148.° Az alébbi kifejezések melyikével cgyenlo a c c
o T T 3) 4c3 4) Acé.
149.° Vcgezzétek el az osztast:
8n 41 9a 18a4
Do 5)~v'635
3.
2) g 6 22 %>
1c2 ¢ .12a2.
3) 4 v 7) 24a3 P
6a » 3¢2 36a . 4ak
Y sb 2002 , 8) o3 P
150.° Hatarozzatok meg a hanyadost:
7,28 . :
—l «C:(30x5 ) ;
.2 ,87 4)
8 48° %) n-
27 36 163 i 10x2
— % 335 5526
151.° Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezést:
a-b a-b_ a—25 a—5
D la " 1b ~’ 5) a-vi a+l’
X-y2 6x+6V 4da+4 ., .
2y X 6) £ a4p (-2
C-5 _€-5 V) A 16*7):E+0.
3) c2-4¢ '5c-20 " - P
X-y x2-y 0" a2- ab a2-2ab +b2,
4) Xy > a2 ab
152.° Végczzétek el az osztast:
5m—2n 5m—2n a2- 16.a+4 .
D 100 ' 102 4) a-3 a-3°
2 p+3 p+3 V-9 y2-8l
) p2-2p 4p-8 5) y-8V-16y +64°
a2- b2 a+b .
3) 26  ab 6) ("-49y):Mil

153.° Végezzctek el a hatvanyozast:
)T 2) 14 3)  2d)
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

5a

4 65 5)h |j 6) I-f!
154.°Adjatok meg tort alakban a kifejezést:
2/»V
1? Im 9n3) | 3d5 kp8
155.* Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezést:
n 60462 14b2 S5ale* SV m'V
) 1864 4) 137, 54
5 . B 20%6 . 2054 4ab
) “3ai/8 51id * 1672 ) VY6 j
36jcb . 24x9 Tx2 27.x3V f%
49y5°' 25/ 30> Ol- 1]

i56.Tlozzéatok egyszerubb alakra a kifejezést:

n 2y 46V . 567 '5a3v S
10c5 2707 ' 9033’ 3 1 50016 °
3a  7c8. 9ab

2) 663" 2022 o2 4 1

157.* Helyettesitsétek az x véltozét olyan Kifejezéssel, hogy azo
nossagot kapjunk:

D N e*-E] 2> ¥ ) x4 |
158.* Végezzétek el a tortek osztasat és szorzasat:
4-a 12a5 X2- 9 5x+5J)
D &3 a2-16" 6) X+y X2-3x’
4c-d 2c2-2d2 m+2n m2+4nw+4n2
2) c2+cd 4c2-cd ’ 7 2-3m 3m~-2m
b2-6b +9 63+27 8 a'+8 .a2-2a+4 _
3) b2-3b+9 56-15 ) 16-a4 a2+4
4 a3- lea l2ab2 9 X2- 12.x+36 x2- 49
) 3ad 4a+16° ) 3x+21 4x- 24
a3+63 la-lb 3fl + 156 40 + 206
5) 10)

a2-b2 a2- ab+Db2’ 02-8162 02- 18a6 + 8162
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5. Raciondlis tortek szorzasa és osztdsa. Racionalis tortek hatvanyozasa

159."Hozzétok egyszeriibb alakra a kifejezést:

la2 5-a 5m2- 52 15/2-152
O 4225 o - 5  mpi«2 4R+ 42
03+63 b-a 22- [{2 . 27+ 12 .
2) 03-p3 b+a’ 6) . 6212
04-1 0 04-1 0-I
3) a-a l+o0" at-a+r1'0%+1°
4) _ 8ab 8h2- ab 8) 4a2-100 {|X2 20X+50) |
12b 240 6X

160.* Hozzétok egyszerubb alakra a kifejezést, majd hatarozzatok
meg helyettesitési értékét:

02-81 0-9
) 02-80 '02-64

2) hell 4f BYIGT. ha X=4.2,y =-2.8;
3) (3a2-18(;7+27):39109 , ha a =05
0+0 a +a

- = 1
4) (30-3)2'902-90 ' ha 08!
161.”Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

) az-lab b‘%t> ha O:éé 6:-?;

a2+4ab +4b2 30+ 6b _ — £
2 “ao-9b2  2a-60 ' M <7’_ 4 b=-5l
162** Hatarozzatok meg az y2+-Kc kifejezés értékét, ha tudjuk,

, ha a = -4;

hogy y- —=9'!

163.**Hatarozzatok meg a 9x2+4r Kkifejezés értékét, ha tudjuk,
hogy 3x+—=-4!

164.** Hatarozzatok meg az x +— kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy
++4 =411

165."*Haté%ozzétok meg az x—1 kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy
++ 4 =06!

166.** Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezést:

j. a2-36 .a2+ab+60+6b
a2+ab-6a-6b a-+lab+b2

2" a2+a-ab-b'a2-a-ab+b "
a2+a+ab+b a2-a +ab-b
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167.

168.

169.

1. §. RACIONALIS KIFEJEZESEK

** \Végezzétek el a mivelctcket:
ix 25- 5a+5b-0b ab-5a-5b+25.
25+5a-5b-ab ab+5a+5b+25"
a2- 2ab+b2 a2-ab +4a- Ab;
a2- ab- 4ci+4b a2- 16
** Bizonyitsatok be az azonossagot:
8a2 ' 6a2 3a _j(
a-3b a2-9b2 4a.+126
** Bizonyitsdtok be az azonossagot:

a~+a 6a+6 _9a2+18a~+9a _ 1]
2«—12 20412 a2- 36 6"

| ISMETLO FELADATOK

170.

171.

172.

173.

174.

Oldjatok meg az egyenleteket:
1) (2x +3)2- 2x (5 + 2x) = 10;
2) x- 2)(x-3)- 0-6)0+ 1 =12

Bizonyitsatok be, hogy a 2y ®-2—1 =2-12. egyenletnek nin-

csenek gyokei!

Az A és a B helységek kozotti tavolsdg 192 km. Az /1-bdl a
/E-be egy motorkerékparos induit el 60 km/h sebességgel. 30
perccel késdbb a /?-bdl az A-ba egy masik motorkerékparos
induit el 75 km/h sebességgel. Mennyi ideig motorozott a
masodik motoros a talalkozasig?

Két kannaban 0sszesen 80 1tej van. Ha az els6 kannabdl
attoltjik a tej 20%-at a masikba, akkor a két edényben azonos
mennyiségu tej lesz. Hany liter tej volt a kanndkban kulon-
kalon?

(Magnyickij' Aritmetika cimi konyvéb6l.) 12 embernél 12
kenyér van. Minden férfinél 2 kenyér, nénél fél kenyér, gye-
reknél pedig negyed kenyér van. Hatarozzatok meg a férfiak,
ndk és gyerekek szamat!

1 L. F Magnyickij (1669-1739) orosz pedagogus, matematikus - szerzdje a
hires Aritmetika cimi tankonyvnek, ainibol szamos nemzedék sajatitotta el a
matematikat.
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6. Racionalis kifejezesek azonos atalakitasai

nem hagyomAnyos modszerek hasznalata

175. Peter es Laszlo felvaltva az x4 + *x3+ *x2+ *x + * = 0
egyenletben a csillagokat szamokra cserelik, mindig esak egyet.
Az elso lepest Laszlo teszi meg. Peter arra torekszik, hogy a
kapott egyenletnek legyen gyoke. Mcgakadalyozhatja-e ebben

Laszlo?

Racionalis kifejezesek
azonos atalakitasai

A racionalis tortekkel vegzett miiveletek segitsegevel barmely
racionalis kifejezes atalakithato racionalis tortte.
Figycljiik meg peldakon.

1. PELDA
Egyszeriisitsetek a
3a 6a \_a-4 2a2+8a
a-2 a2-4a+4Ja2-A  a-2
kifejezest!

Mego'das
A tobbmuveletes szamkifejezesekhez hasonloan a racionalis kife-
jezeseket is lehet miivelctenkent egyszerusiteni. A miiveletek sorrendje
is megegyezik: eloszor a zarojelben levo kivonast vegezzLik el, majd
az osztast es a vegen a masodik kivonast:

. -V
3a ba 6a 3a2--6a- 6a 3a2- 12a

Ci-2 a2- 4a+4 a-2 (a-2)2 @-2)2 - (*-2)2°

3cr-12a am4 _3a2- 12a <7 3a(a-4) (a--2)@+2)

(a-2f a2-4 (a-2)2 a-4 (a- 2f a-4
3a(a+2) 3a2+6a
a-2 a-2

3a2+6a 2a-+8a 3a'+6a-2a2--8a a2-2a a(a-2) _,
a-2 a-2 a-2 a-2

Felelet a
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

A racionalis kifejezest nem csak kilon muveletekre bontva vegez-
hetjik el, hanem tgynevezet ,lane” modszerrel. A kovetkezd pelda
ezt a modszert szemlelteti.

2i PELDA

. 3a a+5h 543 . ..
lgazoljatok, hogy a 18—&0'"Ta+02 k'fejezes erteke nem fiigg

a valtozé megengedett erteketol!
Megoldas

Bag s At5 S4a_3a_ , a+d . pda _ 3a 9
a-3 18-6aba+a: a-3 6(3-a) a(b+a) a-3 3-a
3a__ 9 3a-9_3(a-3)
a-3 a-3 a-3 a-3
Tehat a valtozé barmely megengedett ertekenel a kifejezes er-

teke 3.

3. PELDA

Igazoljatok az
fa-1 |a-I\ 3a-1 _ 4
V3a-1 a+ly al-la a+l
azonossagot!
Megoldas
Ebbenl az esetben a bal oldal egyszerUsiteset celszeriibb a zardjel
felbontasaval kezdeni, alkalmazzuk a szorzas szettagolasi torvenyet:

fa—1 |a-7 3a-1 _a-7 3a-1 |a-7 3a-1

vda—l a+lJ a2—da 3a—1 a"—+a a+1l a2—a
- + 3a-1_ a+l+3a-1_ 4a _ 4

a a@+l) a@+l) a@+l) a+l

Az azonossagot igazoltik.

4. PELDA , X
i+ o+
Egyszerusitsetek az Nkifejezest!
ab bc ac
Megoldas

Irjuk fel az adott kifejezest a szamlalo es a nevezd hanyadosakent:
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6. Raciondlis kifejezések azonos atalakitasai

g Ld ¥ +i Lg p bc+ac+ab c+a+b
-U-U- Y\a abe
ab be c
bc +ac +ab abe be +ac +ab
abe c+a+b c+a+b

Az adott kifejezést masképpen is egyszerisithetjuk. Alkalmazzuk
a tort alaptulajdonsagat, szorozzuk meg a szamlalot és a nevezét is az
abc egytaggal:

|+ L+ | fl+t+HW —eabc + —eabc H---abc

a c _ \a b cJ a b C
—t+t—+— — +t—+t— — eabc +— eabc +— eabc
ab bc ac \ab bc aej ab bc ac

bc+ac+ab

c+a+b
Felelet hchac+ab
c+a+b

176.° Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

2 at 6 m+9n
o [ri)-7- 6) on oniend men
20 Ny
» ('-'I' H ._t)_ 8) i|f£:-l_;1L+£>z<|;
4) ib%—ZEBL+, b U

°2~ b+1 a X~+XY_,
> 2, a ¢l 10) X4y X-yJ x~+y2.
M |.° Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

¢V a a2-b2'a+b

1)1-7>K AT IM~=b~
ia,a+b\ ab2 Ix je—8 8
2) \-b+~ b iV 7 ii 6) x+2 3a+6 xo-8a*
_ m 9a-9\ a2-3a
R ' mn-n’ [ a+3J a+3
a\ (E.-L\JsL. 8 i_a 8\ a~t+&a
J\b a) a-b’ ) VA2 a+sj a-4
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178.* V
i\

4)

179.% V

n

1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

égezzétek el a kijeldlt muveleteket:

fl+2 .a2-4 3
a--2a+\'39q-3 -2’
62+36 66-3 (>+3V
63+96 U +3+6-31"
63c+l 3c- 1V 2
v3c-1 3c+1J 6c+2°

\}cﬁfi'éé'ﬁéz_ 462!q_ ) 4246
( a-8 a \.q-2
Yq2- 10q+25 a2-25)' (a-5)2°
f 2V#1l _ x-2 Y y2+6 (
VX2+6y+9  jr2+ 3xdJ a3—9jv
égezzétek el a kijeldlt miveleteket:

6+4 .ir-16__ 2

N 62-66+9' 26-6 6-4 °

f 1 fl+Q 4%
Iw+1 //I-0"'nr-\"

3) X~-y2 i,*“+2xy+>'2

4)

2a-3 q-1 V a2-2 t
a2- 4g+4 g2-2qJ g3-4q

180.* Egyszerusitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) i-2—x-7I1"
X-7

X2- 16x+ 64 ’
a0 U ja-JS.

a
2) («-—— 3371 “a-33°

3) 1§ +E+hor B-t2tpa

q 02+l qg2+a

4) g-1 g+1 1-a2) (q-)

ex [x+2y x-2 12 ). *y

6

' ANy- 2y x+2y  Xx2-47M2]) x+2y

( 3g-8 | 1 49-28"q2-4 f
1g2-2g+4 q+2 q3+8J 4
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181.*

182.*

183.*

184.*

185.*

186.*

6. Raciondlis kifejezések azonos &talakitidsai

Egyszerusitsétek az aldbbi kifcjezéseket:
R+ Uatd9 13
i) X+6 X+ 6
A 2¢-9M ~+3c , 24
2) le-— J'73IiT+T
AL 3 3+X
» (A'| +3 3-X) 3—X
4) 2y-1 H—“_*—¥-‘-”—§-r- _ -4
KW2+2y+4 3-8 y~2j 18
Igazoljatok az alédbbi azonossagokat:
ab | b _2b  a-b
D a2-b2+2b-2a) a2-b2 4
8 a-2} a+2 2 _ j
2) 4-a2 a+2 a-2
3) (c-6)2, =9I
,36-c2 ¢2-12c + 36/ 2 c+6
|gpzoljatok az alabbi azonossagokat:
a2-b-
a2—ab a—b b~—ab 4ab a+b’
2) (a-b)2 ( a a +§a+b.:3!
(@a—b)2 b~—a~) a+b
Fugg-e az aldbbi kifcjezés értékc a valtozO megengedett érté-
kétol:
0+3 .30+3 #
02-1 a2+a) a2-a’
f— —1: —?
Vo2-49 a+7y 02+140+49 o0-7
Igazoljatok, liogy a kifejezés értcke nem fligg a valtozd ér-
tékétol:
3y2- 27 f6wl  O.Y-n
+
4x2+2 — Y+3 J

) Q—8s( 20 3
) 20-3 402+9 \402- 12049 402-

- X+6

1)

Egyszerusitsctek az alabbi kifejezéseket:
— 60-9
R 0==5™
Do 0 2)
o+l
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1. §. RACIONALIS KIFEJEZESEK

+1 3-—.
3) 4 2a+b 3a_J L
[+- b
a
187> Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:
a-b | b
a+b a 1
l) a a-b 2)
at+b

a+1
188.** Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
f °2 ,a~b.'Via+b b-a 62
])l/\/-abZ b2 b)]lyb-a a+b
a+2 2-a  4a2+2a+\ . 8a-1
f—L-Y-
3 to& 42+ 1 8-8 2a2ta \\-2a) 2a2+a
180.%* Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezest:
f 18y2+3y 3y+i Y 3y~ 1 5~6¥] 1
{27/-1 9y2+3y+\)'Y y 3y-iJ
190.** Igazoljatok az aldbbi azonossagokat:
0 o =
(a-2)4 v(a-2) a'-4 (@a+2)2 (a~2

2 £HL [ £+ + a+r--VIE+V =il
a+9 WZ-8 a--\8a +8\J Ka-9J

191." lgazoljatok, hogya $ £ + (£ 7/ f C kife
jezés a valtozo barmely értékénél pozitiv!

192. ** Az X helyébe irva az adott kifejezést, végezzétek el az egy-
szerusitést:

-b

+b

ab . a- bx

X-a
a+b 2) b+ ax

(O T , ha x=

. ha x=2""1
a

I ISMETLO FELADATOK

193. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
) Bx- 1) (4x+5)- 2x +3) (6x + 1) = 4
2) 8x(2x + 7) - (4x + 3)2= 15!

194. Bizonyitsatok be, hogy a 24 - 22 - 2D kifejezés maradék
nélkil oszthaté 11-gyel!
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195.

196.

197.

198.

199.

200

6. Raciondlis kifejezések azonos atalakitasai

Bizonyitsatok be, liogy n barmely természetes értékénél a
y+« 242+ 3»_ 2" kifejezés oszthatd 10-zel!

Az egyik raktarban 3-szor annyi burgonyat taroltak, mint a
maésikban. Miutan az elsd raktarbol elszallitottak 400 kg-ot,
2-szer kevesebb burgonya maradt, mint a masik raktarban.
Mennyi burgonyét taroltak az elsd raktarban?

A dzseki 200 hrivnyaval olcsébb volt az 6ltdnynél. Az oszi
arleszéllitaskor a dzseki 10%-kal, az 6ltony 20%-kal Ker(lt
kevesebbe. igy a dzsekit és az Oltonyt egyitt 1010 hrivnyaért
lehetett megvasarolni. Mennyibe kerilt a dzseki és az 6ltony
eredetileg?

Egy személygépkocsi az A helység és a B helység kozdtti utat
60 km/h sebességgel tette meg. Visszafelé masik utvonalat
valasztott, mely 15 km-rel rovidebb volt, és mivel 70 km/érés
sebességgel haladt, igy 30 perccel rovidebb id6 alatt ért vissza
az A helysegbe. Mennyi id0 alatt ért el az A helységbdl a B
helységbe?

Egy munkasnak napi 10 alkatrészt kellett elodllitania. Mivel
ininden nap 12 alkatrészt keszitett el, igy két nappai a hatarido
letelte el6tt mar csak 6 alkatrész legyartasa maradt a szamara.
Mennyi alkatrészt kellett elkészitenie?

. * (Ukrcm népi feladat.) 30 pénzérmeért 30 madarat vasaroltak.

Hany madarat vettek a kiloénbdzd fajtakbol, ha 3 veréb ara
1 érme volt, 2 galambért is 1 érmét kellett fizetni és egy
pacsirtdért 2 érme jart? Minden madarfajbdl legalabb egyet
vettek.

r FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

201.

202.

Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

j) 27 fr=£+5. 3) 021*- 0,7 = 0; 5) 25x2- 36 = O;
2) X+6x=0; 4)j2- 16=0; 6) X2+ 4 = 0!

A valtozd mely értékeinél nines értelmezve az alabbi kifejezés:

2\
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203

y+7 y-2° " y2-10/+25° "o (y+10)(y-12) o

. Az aldbbi kifejezések értéke a valtozé mely értékénél lesz

9 [, +2°
Frissitsétek fel a 14., 15. pontokban tanultakat (229. és 230. oda)!

204.

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

A téblara az x + 2 és 2x + 1tobbtagn kifejezéseket irtak fel.
Felirhatd ezen tobbtagok 0Osszege, kiilénbsége és szorzata.
Lehetséges-e, hogy a tablan inegjelenjen a 2x3+x + 5 tébbtagii
kifejezés?

MAGATOKAT* % $2. TESZTFEIADAT

1274 s
Adjatok meg a —7— — 7 szorzatot tort alakban!
n'c  36m*

A) 3m-~ B> 17 ©) D)
Végezzétek el az (@+5bp— 8  szorzast!
a2-25b2
8
A) 8(a - 5b)- B) 8(tf + 5b)- C) a4 * D) L.sp
Egyszerisitsétek a b 6 +3ey—\ kifejezést!
A) b+ 3 B) b- 3 C) y.3- D) .3
Végezzétek el a kijeldlt osztast: 2b£07_—I0a2)2!
0
_9 m -he-- -»ZJO-

A) 15, B) 2a9° O 2r- D) o
Egyszerisitsétek a oy 4§/+_1é kifejezést!
A> B) m£; C) 12 D) x.

-z n1—3/7 nA-21n - 7 P
Adjatok meg az cara 1 eanaeisi e kifejezést egyszeriisithetet-

len toért alakban!
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10.

11.

12.

Ellendrizzétek magatokat! 2. sz. tesztfeladat

8/7 + 1 874

A)  (8IT- D)(/T2+3/7 +9) * @7+ D)(72+3/7+9) °
87+ 1 87-1

A (8IT- 1)(J72-317 +9) * '@+ N)(72-3/7+9) ¢

Végezzétek el a [“"Tri kifejezés hatvanyra emelését!

*\ 88 88 ~_ 16a8
A) Nit; b) --jit; c) =, D?j '16\

e L L Lifeiardctl
Egyszerisitsétek az g/a-'G oy a+6klfejezest.

AN B~ C) 6(0 - 6); D) 6(o + 6).

Mivel egyenls a 302 4o ° 335

9a2-25 5-3ay V3a+5
a barmely megengedett értékérc?

kifejezés értéke az

A 1° B) 2; G) -t; D) -2.

Mivel egyenl6 az kifejezés erteke, ha 3a - 5b = 0,2 *
X (2a + b)l

A) 4; B) -4; C) 3 D) -3.
Ismeretes, hogy x+—=6. Hatarozzatok meg az x2+A- kifejezés
értékét!

A) 36; B) 38; C) 34; D) 35.

Egyszerusitsétek az 1’:“1’%1 kifejezést!
b2 a

a2+b2 a2+h2
a2-b2”’ ) ab2{a2- b2)’
a2- b2 ag>(a2+ 62)
a +b- D) a2-p2
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Ekvivalens (egyenerteku) egyenletek.
Racionalis egyenletek

eljuk meg az x2= 4 es W = 2 egyenletekct!
onnyen belathatjuk, hogy mind a ket egyenletnek ugyanazok a
gyokei, a 2 es a -2.
Ezekben az esetekben azt mondjuk, hogy az x2= 4 es W = 2
egyenletek ckvivalensek (cgyencrtekuek).
Nezziink meg nehany peldat ekvivalens egyenletekre:

?<=o es 2x = 0;

2X =4 e 4x - 8=0;
x2=1es (x- 1) (x + 1) =0
Vegyiik eszre, hogy az x2 =-5 es W = -3 egyenleteknek nines
megoldasuk. Ezeket az egyenleteket is egyenertekiieknek tekintjuk.

Meghatarozas. Ketegyenlet ekvivalens, ha gyokeik
azonosak, vagy ha nines megoldasuk.

Az x =2 ertek az (x - 2) (&+ 1) = 0 es x - 2 = 0 egyenletnek
is gyoke. Ezek az egyenletek megse ekvivalensek, inert az elso
egyenletnek meg gyoke a -1 is, mig ez az ertek nem mcgoldasa a
masodik egyenletnek.

A VII. osztalyban tanultatok mar az egyismeretlenes (egyvaltozos)
egyenletek tulajdonsagait. Ezeket a tulajdonsagokat az ekvivalens
egyenletek fogalmaval igy is meghatarozhatjuk:

» Ha az egyenlet mindket oldalahoz hozzaadjuk vagy mindket olda-
labol kivonjuk ugyanazt a szamot, akkor az eredeti egyenlettel
ekvivalens egyenletet kapunk.

* Ha az egyik tenyezot ellenkezo elojellel atvissziik az egyenlet egyik
oldalarol a masikra, akkor az eredeti egyenlettel ekvivalens egyen-
letet kapunk.

* Ha az egyenlet mindket oldalat megszorozzuk vagy elosztjuk
ugyanazzal a nullaval nem egyenlo szammal, akkor az eredeti
egyenlettel ekvivalens egyenletet kapunk.

Figyeljtik meg a kovetkezo feladatot: ,,Egy szemelygepkocsi miutan
niegtett 180 km-t, a sebesseget 10 km/h-val novelte. igy a maradek
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7. Ekvivalens (egyenértékil) egyenletek. Raciondlis egyenletek

210 km-es utat ugyanannyi ido alatt tettc meg, mint az Ut elsd részét.
Hatarozzatok meg a személygépkocsi kezdeti sebességét!”
Jeldljuk x km/h-val a személygépkocsi kezdeti sebességét, akkor

az ut masodik részén a sebessége (x + 10) km/h. Az els6 részt ——

. . Lo . 210
oOra alatt tette meg, a masodik részt pedig °ra a’tt*

A 7= —?ici() egyenlet az adott feladat matematikai modellje. Az

egyenlet mindkét oldala racionélis kifejezés.

Meghatéarozas. Azokat az egyenleteket, melyek
mindkct oldala raciondlis kifejezés, racionalis egyen-
leteknek nevezzik.

Az el6zd meghatarozas alapjan a feladat megoldasa egy raciondlis
egyenlet megoldasédhoz vezet.

Megjegyezzilk, hogy az egyismeretlenes linearis egyenlet, vagyis
az ax = b alaku egyenlet is racionalis egyenlet.

Vizsgaljuk meg az ?zo alaki egyenletet, ahol A és B tébbtag.

Mar tudjatok, hogy a tort értéke csak akkor milla, ha szam-
laloja nullaval egyenld, a nevezbje viszont nem. Tehéat alihoz,

hogy megoldjuk az ~ =0 alak( egyenletet egyszerre két feltételnek
keli teljestlnie: A =0 és B " 0 Ezt az jelenti, ahhoz hogy megoldjunk
egy ?:O alaki egyenletet, az alabbi algoritmus szerint jarunk el:

* megoldjuk az A = 0 egyenletet;
* leellendrizziik, hogy a kapott gyokok megfelelnek-e a B * 0
kitételnek;

» a megoldasban csak azokat az értékeket tlintetjik fel, melyek
kielégitették a B * O feltételt is.

1. PELDA
Oldjuk meg az i2 IA2 Lil=0 egyenletet!
Xx2- 4X +3
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Megoldas

A bal oldalon 1évo tort szamlalojat a nullahoz egyenlitjlik: (x- 1)x
X (X + 1) = 0. Ennek az egyenletnek két gyokevan: az | ésa-I.

Ellendrizzik le, hogy a kapott értékek megfelelnek-e az x2- 4x +
+ 370 feltételnek.

Ha x = -1 , akkor x2- 4x + 3 =8 " 0.

Ha x = 1, akkor x2- 4x + 3 = 0.

Tehat az x = -1 megoldasa az egyenletnek, mig az x = 1 nem.

Felelet -1.

Tehat az =0 alaku egyenletek megoldasat visszavezetjik az
A =0 egyenlet megoldésara és a B * 0 feltétel leellenorzésére. Ebben
az esetben ugy is szoktak fogalmazni, hogy az 'S Oegyenlet ekvivalens
az

\A=0,
1”0
rendszerrel.
Példaul az (A~O(A+]\ - o egyenlet ekvivalens az
X2- 4x+3 .
J(x-IX*+)=0,
|x 2-4x+3"0
rendszerrel.

Mint ahogy mar lattatok, ennek a rendszernek az x = -1 a megol-
désa.

Térjlnk vissza az eredeti, a személygépkocsirdl szélo feladatunk
megoldasahoz.

Rendezziik a
180 210
x x+10
egyenletet.
Végezziink ekvivalens atalakitasokat:
180 210 _Q
X  x+10

Hozzuk k6z6s nevezdre a torteket:
180(x +10) - 21x _ Q.
x(x + 10)
1800-30X _ Q
x(x+10)
Az utols6 egyenlet egyenértékli az aldbbi rendszerrel:

11800-30x=0,
[X (x+10)"0.
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7. Ekvivalens (egyenerteku) egyenletek. Racionalis egyenletek

Az egyenlet megoldasa 60. Konnyen belathato, hogy ez az ertek
kielegiti az x (x + 10) ~ 0 feltetelt.

Felelet 60 km/h.

Ismeretes, hogy barmely racionalis kifejezes felirhato tort alakban,
ezert barmilyen racionalis egyenlet is megadhato ‘=0 alakban. Ezt

180 _ 210

alkalmaztuk a ~ “%H10 egyenlet megoldasanal.
2, pE£lda
Oldjuk meg a —iA +—J}— =—A— egyenletet!
J 9 Bx+3 4v2-1 2x-1 gy

Megoldas
Rendezziik az egyenletet:
3x+5 | 1 X__qg.
3@2x+ 1)+ (2x-I1X2x+1) 2a-1_

3(F+IX2*-I)
A kapott egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel:
4x-2=0,
*x*0,5,
x"-0,5.
Vagyis
x=0,5,
*Xx"0,5,
x"-0,5.

Tehat az adott egyenletnek nines megoldasa.
Fe le | et nines megoldas.

3, p6loa

Oldjuk meg a *- 0 egyenletet!

Megoldas
Hozzuk kozos nevezore a bal oldalt:

2%-2- 4x-16 - X2+4x _n .
X - 5

A- 4
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

A kapott egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel:
[a2- 16=0,
\x - 4*0.
Tehat
fx =4 vagy a=-4,
{a*4.
X =-4.
Felelet -4.
4. PELDA

Egy turista csénakkal a folyon lefele 3 km-t tett meg, felfele pedig
2 km-t, 6sszesen 30 pere alatt. Hatarozzilk mega csoiiak sebesseget
allovizben, ha a folyo sebessege 2 km/h!
Megoldas
Jeloljuk a csOnak sebesseget allovizben x km/h-val. Akkor a csdnak
sebessege a vizfolyés irdnyaban (a+ 2) km/h, a \izfolyassal szemben

pedig (x - 2) km/h. A turista 3 km-t tett meg afolyon lefele
ora alatt, felfele pedig 2 km-t 2. ora alatt. Mifel az egesz utat 30

pere = N ora alatt tette meg, ezert — +—
2 X+2 x-2
Megoldjuk a kapott egyenletet:

2

X+2 x-2 2’
3x-6 +2x+4 1 ¢
X2-4 ~2~
10x- 4- x2+4 A
2p'-4) =

i10a- a2=0,
[2(a2-4)%0:
a(l10-a)=0,
<A&2,

anr-2;
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X =0vagy X= 10.

Az &= 0 nem felel meg a feladat feltétcleinek, ezért a csénak
sebessége allovizben 10 km/h.
Fele let: 10 km/h.

1
2.

3.
4.

Mely egyenleteket nevezzik ekvivalenseknek?

Az adott egyenlet mely atalakitasaival kaphatunk az adottal
ekvivalens egyenletet?

Milyen egyenleteket nevezink racionalisaknak?
Fogalmazzatok meg két tort egyenldéségének feltételét!

5. Mondjatok el az E=0 alaku egyenlet, ahoi A és B tbbbtag,

205.°

206.

207.

megoldasanak algoritmusat!

Ekvivalensek-e az aldbbi egyenletek:

) a+ 2= 10 és 3a = 24;

2) -2a -6 és jaZ 1;

3) a- 5=0¢6s ala- 5) =0

4) 3a- 12) (a+ 2) = 0 és (0,4 - 0,1a) (Ta+ 14) = 0;

5 A=o0 és a2 = -4;
¢

6)a+ 1= 1+ aés =17

° Adjatok meg az aldbbi egyenictekkel egyenértéki egyenletet:

1) 2a- 3 = 4 2) la = 1 ya+b=a- 2
° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

0 4 70 N 2g27 2570

) 53 RN

3) 12_—; -0 %) A2-I +K%_1:d1"

4) %-Azzl 19 A-32 Ais’

5) “ro - 1) 224 =2;

b .55 gt 2 7
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208.°

209.°

210.

211.

212.

1 8 racionAlis kifejezesek

13) a8 =o0; 15) 3-?()‘22_‘35:‘:0!
X x+15x
=0:

W a5 xe»

Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:

1) .>Q)522-xl+|=0; 6) IENI_IEx1+E21 =0;
X2- 2atl _ . b _,.

2 =0; D at6 xt6a 0

M a+7 2a—3 q 8) 2a+3atl x=
A-7 A-7 2a+l
10-3a45a%6 _ . 4 4

Y “aig taeg 0 N a1 At

5) £ £/28=0;
) 8-EARTO
Milyen szamot kell kivonni a 1—15 tort szamlalojabol es neve-

. 2
zojebol, bogy a kapott tort erteke legyen?
° Milyen szamot kell hozzaadni a25— tort szamlalojahoz es

nevezojehez, bogy a kapott tort erteke — legyen?

* Adjatok meg olyan ekvivalens egyenlet-parokat, melyeknek:
1) egy gyokiik van; 3) vegtelen sok megoldasuk van;
2) ket gydkiik van; 4) nines megoldasuk!

*Qldjatok meg az alabbi egyenleteket:
N_5_ . 2.9

r -4 at?
0a+9
2 Gatl 6a-1 36a2- 1’
jx 6atld 7 6

3) a-9*a+% a3
4 2R AFL 4

RV y-1  y+l’
21 2atl| 4
I 2a+1 2a-1 1-4a2°
7 4 3
6} (a+t2@ 3 (a-32 (a+t2)?
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7. Ekvivalens (egyenerteku) egyenletek. Raciondlis egyenletek

2x-1  3x-1 6x+64+4.

7 X+4 4-x x2-16
8) 2x-6 x-3 X- _o,
M2- 36 M2-6X X2+6V
213.* Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

D X-2 5 X2+ 27 . 2x2-2x (6 X+2.
x+1 |-x" x2-1 ° ) X2—4  x+2 X-2°
3x+1 3x-1 6 7 ( x+l X+4

2) 3.x-1 3x+1 1-9x2° 5) X2+2X X2-2X X2-4°
4 41 x2- 9x+50 Xx+\ | X~5 (

3) X-3 X X-2 6) X2- 5X X—b5

214. *Egy motorcsonak 8 km-es utat tett meg a folyon lefele, niajd
megallas nelkil visszafordilt. Az egesz utat 54 pere alatt tette
meg. Hatarozzatok meg a folyo sebesseget, ha a csdnak
sebessege allévizben 18 km/h!

215. * Egy g0z06s 28 km-t tett meg a folyon a vizfolyassal szemben,
majd megallas nelkil visszafordiilt. Visszafele az it 4 perccel
rovidebb ideig tartott. Hatarozzatok meg a g0z0s sebesseget
allévizben, ha a folyo sebessege 1 km/h!

216. *Egy csonak 2 ora alatt 6 km-t tett meg a vizfolyassal szemben
es 12 km-t a vizfolyas irdnyaba. Hatarozzatok meg a csonak
sebesseget allovizben, ha a folyo sebessege 3 km/h!

217.* Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

X+5 X-5 X+25
X--5x 2x2+10jc 2x2-50°
2 1 3

x2-9  2x2- 2x+18 2x2+6.X’
ox+12 1 1 (

A x3-64  joo 4 M2+4x+16
218> Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
) 4Vt+24+" v+3 :_1-3
5y“-45 5N —15v y'+3y’
y+2 1 y+3
2) 8y3+1 4y+2 8y2-4y+2 -
219.* Oldjatok meg az alabbi egyenleteket! Vegyetek figyelembe az
a parameter lehetseges ertekeit!

2)

0 < a =0; Q) d.)!_-3a|_0;
2 53e-0, D
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

5) (*_X4-)§k+.?):o; 6) (*_4)(* +2) =0.

220.* Az a mely ertekeire nincs az XX +Z =0 egyenletnek gyoke?

221.* Az a mely ertekeire van az —/;+9—/\- =0 egyenletnek egy

gyoke?

I ISMETLO FELADATOK

222. Ev vegere egy véros lakossdga 72 000 lett. Mennyi volt a
lakossag ev elejen, ha 3%-0s volt a nepszaporulat?

223. Ket allomas kozott az utat egy vonat 45 perc alatt teszi meg.
Ha a vonat novelne sebesseget 10 km/h-val, akkor 40 perc is
eleg leime. Milyen tavol van a ket allomés egymaéstol?

224. lgazoljatok, hogy a véltozd barmely ertevel az alabbi kifejezesek
csak nemnegativ erteket vesznek fei:

H(a- 52- 2@-5 + 1
2) (@a-b)(@-b- 8 + 16
225. Hatérozzatok meg az f{x) = 3x - 7 fiiggveny helyettesitesi

erteket, ha 1) x = -3-mal; 2) x=2"--dal! Az argumentum

mely ertekenel lesz a fiiggveny erteke 0,2?

| FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

226. Szamitsatok ki a kovetkezd kifejezesek erteket:

1) 43+ 34 3)
2) (-8))- (-1 4) (2,8-3,1)"-(-1]) 2!
227. Szamitasok nelkdl hasonlitsd ¢ssze az aldbbi kifejezeseket:
1) (-5,7)2es O; 3) (-23)5 es (-2)4
2) 0 es (—6,9)3 4)-88es (-8)8

228. Adjatok meg:
1) a 4; 8; 16, 32; 64 2-es alapu hatvany alakjat;
2) a 100, 1000, 10 000, 1000 000 10-es alapii hatvany alakjat!
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8. Negativ egesz kitevés hatvany

229. Szamitsatok ki:
1) a 18<72 kifejezes erteket, ha a=—

2) a (18z/)2 kifejezes erteket, ha a=~—;

3) a 16 + bAkifejezes erteket, ha b = -2;

4) a (16 + b)Akifejezes erteket, ha b = -2!
Frissitsetek fel a 3. pontban tanultakat (225. oldal)!

A NEM HAGYONIANYOS MODSZEREK HASZNALATA

230. Letezik-e olyan termeszetes szam, amelyet ha 2-vel szorzunk
a termeszetes szam negyzetet, ha harommal, akkor a ter-
meszetes szam kobet kapjuk?

Negativ egesz Kkitevos hatvany

Gyakran a nagy szaniok felirdsa helyett egy rovidebb alakot
hasznélnak, a termeszetes kitevgs hatvanyt. Peldaul
129 140 163 = 3717
282 475 249 = 710
A tudoményban es a gyakorlatban a nagy szamok felirasara a 10
kilénbdzo hatvanyait alkalmazzak.
Peldaul a Fold es a Sarkcsillag koézott a tavolsdg megkdzelitdleg
4 470 000 000 000 000 km vagy 4,47 « 105 km.
A Nap tbmege
1990 000 000 000 000 000 000 000 000 000 kg vagy
1,99 « 103 kg.
Ezeket az adatokat a makrovilagbdl vettik, vagyis a hagyon nagy
fizikai mennyisegek vilagabol.
Lassunk nehany peldat a mikrovilagbol, vagyis a nagyon kis fizikai
mennyisegek vilagabol.
A hidrogenatom témege
0,000000000000000000000000001661 kg.
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK
Az oxigenatom dtmerdje 0,0000000066 cm.
Ezeket a mennyisegeket is fei lebet irnilO hatvényai segitsegevel.
0,000000000000000000000000001661 kg = ~ kg,

0,0000000066 cm = M _ cm.
109

Ha elfogadjuk az 57 es az -"r tortek jelOolesere a 102 es
10")jeldlest, akkor az adott mennyisegeket Uigynevezett ,,egyszintes”
alakban is felirhatjuk:

=1661-1027, M =66.10"
024 109

Hasonlokeppen elfogadhatjuk, hogy Lrr5-2, —L =(-3)-55
5: (~3)5

Meghatéarozas. Barmely nullaval, ncm egyenlé a
szdmra es termeszetes //-re

I . :_ _:_ - lILl: :
A meghatarozas ertelmeben 2 3 513 5 (4)7 —(_4!—)2 5’
16, (0,3)"! 1 Alo‘
03~ 3

Tehat barmely szdm barmilyen nullatdl kilénbdz6 egesz hatvanyra
emelhetd. Jegyezzik meg ezt a kovetkeztetest!
Meghatarozas. Barmely, nullaval ncm egyenlé a

szam nulla kitevos hatvanya 1-gyel egyenlo: a° = 1.
Peldaul 5°=1 (-17)° =1 =l uw=1

Megj egyzes. Anulla alapra nem terjeszthetd ki a nulla,
illetve a negativ kitevos hatvany fogalma, tehdat 0” hatvany nem
ertelmezhetd, ha n nulla vagy negativ egesz szam.

A felsorolt meghatarozasok alapjan, barmely a * 0 es egesz /#re
a' es a" reciprok ertekii szdmok. Ezert az

egyenloseg barmely egesz /7-re teljestil.
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8. Negativ egész kitevds hatvany

Példaul, ha n = -2, akkor a2= .
a

A tudomanyos irodalomban az alabbi adatokkal taladlkozhatsz.

A Vénusz bolygo tdmege 4,9 « 1024 kg. A Mars tdmege 6,423 X
X 102 kg. A Hold felszine 3,8 « 107 km2

A szdvegben szerepld adatok ugynevezett normalalakban varmak
feltlintetve.

Meghatdroz4as. Egyszam normalalak-
j @ na k nevezzik az a ¢ 10" szorzatot, ahol 1 < a < 10 és //
természetes szam.

A szam normalalakjaban az n szamot, a 10 hatvanykitevojét
karakterisztikdnak nevezzik. Példaul a Nap kg-ban Kkifejezett
tomegének karakterisztikaja 30, a hidrogénatom kg-ban kifejezett
tomegének pedig -27.

Barmely pozitiv szdmot megadhatunk normaélalakban. Példaul:
171,25 = 1,7125 « 102 0,00958 = 9,58 « 10“3*A gyakorlatban a szam
normaélalakjat jgen kis és igen nagy szdmok esetén hasznéaljak. Ebben
az esetben a karakterisztika utal a sz&m nagysagara.

1, RIIDA

Hatarozzuk meg az aldbbi kifejezések értékét:

2) 122, 3) 3315+ 62°+8- 43
Megoldas

7

Altalanosan, ha a * 0 és b * 0, akkor E;’l 2

-J) - -1-8- °=_1 - - =
3) 3-J-15+6-1-8-4,3 I515+('b8|

2
9
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1. §. RACIONALIS KIFEJEZESEK

2. PELDA

Adjatok meg az (a - b)y~2 (ci2- b2 kifejezést tort alakban!
Mego Idcis

1 (1 W 1 b-o
(a-b)2 va2 bZxH (a-b)2 crb2
1 (b-a)b+a) _ b+a _ Db+a
(b-a)2 crb2 ab2(b-a) crb'-c"b2

3. PELDA
irjuk fel az alabbi szdmok normalalakjat:
1) 564 000 000; 2) 0,0036!

Megoldas
1) 564 000 000 = 5,64 « 100 000 000 = 5,64 « 108

2) 0,0036=3,6+0,001 = 3’6% = 3,6-|- ; =3,6+10-3.

1. Mivel egyenl6é barmely nullaval nem egyenl6 a-ra és természetes
n-re az a" kifejezés?

. Mivel egyenld egy nullatol kilénbdzd szam nulla hatvanya?

. Mi a szam normalalakja?

4. Milyen hatarok kbézé kell esnie az a szamnak ahhoz, hogy az
a m10' szorzat egy szam normalalakja legyen? n természetes
szam.

5. Hogyan nevezzilk az n szamot egy szadm normalalakjadban?

W N

231.° Az alébbi kifejezések kozil melyikkel egyenld az cfbhatvany:

232.° Adjatok meg az alabbi hatvanyokat tort alakban:

1) 3-8 3) fl-9; 5) J2"1 7) (0 - b2

2) 5, 4) ct 6) 8) (2x - 3y)'4l
233.° Helyettesitsd a kovetkezé hatvanyokat torttel:

1) M“4; 2) p-, 3) (? + 4) (4c - 5)"10

234.° irjatok fei a tortet egész Kitevos hatvany alakjaban vagy hat-
vanyok szorzataként:
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235.°

236.°

237.

238.

239.

240.

241.°

242.

243.

8. Negativ egész kitevds hatvany

_ . @+bf .
D77, 3>¢’ 5 1 D (o-dr -
4)ff: 6) 8) (‘X'";"y)z’

irjatok fei a tortet egész kitevos hatvany alakjaban vagy hat-
vanyok szorzataként:

2 3) —o ) e (2x- jyy
Yo : y' 7 m' 5F7 7|
irjatok fei az 1, 2; 4, 8; 16; 32; 64; 7; 37:¢j" et

olyan hatvanyalakban melynek, az alapja: 1) 2; 2) ~ !

° Adjatok meg az aldbbi torteket olyan hatvanyként, melynek az
alapja egyjegyli szam:

) 49 2) Bh%> 3) 625° 4 8!
° irjatok fel az alabbi szdmokat 10 hatvanyaként:
1)0,1; 2)0,01; 3) 0,0001; 4) 0,000001!

° frjatok fel az 1; 3; 9; 27; 81, v, A--et °lyan hatvanyként,

melynek az alapja: 1) 3; 2) y!
° Szamitsatok ki:

1) 52 3) (92 Hra 7)(-1)-1I7 9

2) 2-4 4 02"3  6) (-1)-8 8)[]j 10) |- L
Hatarozzatok meg a kovetkez6 kifejezések értekét:
1) 207 3) (-6)-3 5)
[ \2
2) 0,3-4 4 [fj 6) 13
° Szamitsatok ki az alabbi kifejezések értékét:
1) 31- 4™ 4) 9 «0,1-
2) 2"3+ 62 5) 0,52« 4"
3) (3'+(-2,3r-5-2; 6) (2'1- 8'1 m16)-"

° Mivel egyenld a kovetkezd kifejezések értéke:
1 2-2+ 2-4 2) 32- 6"



244,

245,

246.

247,

248.

249.

250.
251.

1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

3) 0,03° + 0,7° 4) (9 «33- 12')-P
° Az aldbbi szorzatok kézul melyik egy szdm normalalakja:
1) 12 « 104 2) 12 « 104 3)0,12 « 1047

° Irjatok le a kovetkez6 szdmok normaélalakjat, nevezzétek meg
a karakterisztikéajat:

1) 3400; 4) 0,000008; 7)0,86 <103
2) 15 5)0,73; 8) 0,23 104
3) 0,0046; 6) 250 « 102 9) 9300 « 105!

° Az alabbi adatokat irjatok le normalalakban:

1) vakuumban a fény sebessége 300 000 km/s;

2) Ukrajna legmagasabb csicsa, a Hoverla 2061 m;

3) Ukrajna teriilete 603 700 km2

4) a Fold és a Nap atlagos tavolsaga 149,6 millio km;

5) 100 km magassagban a légnyoméas 0,032 Pa;

6) egy vizmolekula atméroje 0,00000028 mm!

° Irjatok le a kovetkezd szdmok normalalakjat, nevezzétek meg
a karakterisztikajat:

1) 45 000; 4)0,032;
2) 260; 5) 0,059 108
3) 0,00024; 6) 526 « 104!

° Adjatok meg az alabbi normélalaki szamok természetes szam-
alakjat vagy tizedes tort alakjat:

1) 16 ¢ 103 3)21 « 10"2

2) 5,7 « 106 4)11 « 109

° Adjatok meg az aldbbi norméalalaki szdmok természetes szam-
alakjat vagy tizedes tort alakjat:

)24 102 2)48 105 3) 1,4+ 10"3 4) 86 « 104!

* |gazoljatok, hogy ={~) '

“ Hatérozzatok meg az alébbi kifejezések értékét:

1) (--j 110~ +9%-(-2)"+ 1 1] 2¢(-1.5)"1;

2) (25)-2-(85"+ (I])"+0,|-"
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252.*

253.*

254 .*

255.*

8. Negativ egész kitevds hatvany

Rendezzétek a kovetkezd szamokat csokkend sorrendbe:

Rendezzétek a kOvetkez0 szamokat novekvo sorrendbe:

Hasonlitsatok Ossze a kovetkezd kifejezések értékeét:
1) 12° és (-6)% 4) 3-' «T' és 21"
2) 0,23 és 0,2-3; 5) 5" - T' és 2-

Melyik kifejezés értéke nagyobb:
1) 32 és (-3)°;
2) 31+ 2~ és 5"

256.* Adjatok meg tort alakban a kovetkezo kifejezéseket:

257.*

258.

259.

260.

1) ab~1+ a~'b;

2) 3a-' + ab~2

3) mh2{nf3- n-3);

4) (a +by' m(@' + b\
5) (cf2- d~2 : (c +d);

irjatok fel az aldbbi kifejezések tort alakjat:

1) a-2 + a3 3) (c - ct') «(c - d2

2) nurd + nfdn; 4) (X2+ y'2 m(R + y2-1!

* Egy kétjegyu természetes szam hatvanykitevoje 4. Mennyi e
szam normalalakban felirt karakterisztikaja?

* Egy természetes szd&m hét szdmjegybol all. Mennyi e szam
normélalakban felirt karakterisztikaja?

* Melyik sz&m nagyobb:

1) 9,7 « 10" vagy 1,2 « 1012 3) 2,34 » 106vagy 0,23 m107*
2) 3,6 « I05vagy 4,8 * 10'6; 4) 42,7 « 109vagy 0,072 « 10'7?
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

261. *Melyik sz&m kisebb:
1) 6,1  10©vagy 6,15 « 1018 2) 15 « 109vagy 0,9 « 10'®
262. * Atablazat a Nap és a Naprendszer bolygoi kozotti tavolsagokat
tartalmazza.

Abolygb neve Tavolség, km

Veénusz 1,082 108

Fold 1,495 108

Mars 2,280 108

Merkur 5,790 107

Neptunusz 4,497 109

Szaturnusz 1,427 109

Uranusz 2,871 109

Jupiter 7,781 108

1) Melyik bolygd van a legkdzelebb, illetve a leginesszebb a

Naptol?

2) A Szaturnusz vagy a Mars van messzebb a Naptdl?

3) Készitsetek olyan tablazatot, ahoi a bal oszlopban a bolygok
nevét tintetitek fel a Naptdl mért tavolsaguk novekvo
sorrendjében, ajobb oszlopban pedig a tavolsagot miliio km-

ben!
263.* Az alabbi tablazat néhany kémia elem atomtdmegét tartal-
mazza.
L Atomtémeg, Kémiai Atomtdmeg,
Kémiai elem
kg elem kg
Nitrogén 2,32 « 10-5 Arany 32710 5
Aluminium 4,48 « 10-6 Réz 1,05 « 105
Hidrogén 1,66-10-Z7 Natrium 381 106
Hélium 6,64 « 10'7 On 1,97 < 105
Vas 9,28 « 105 Uran 3,95 « 105

1) A téblazatban felttintetett kémiai elemek kozil melyik atom-
tdmege a legkisebb; legnagyobb?
2) A natrium vagy a réz atomtdmege tobb?
3) Készits tablazatot, melyben a kémiai elemeket atomtdmegiik
csokkenésében tlnteted fel!
264.*A kovetkezo tablazat a Fold asvanykincs-készleteit tartalmazza.

68



8. Negativ egész kitevds hatvany

Anyagnév Készlet, t Anyagnév Készlet, t
Aluminium 1,1 «10° Nikkel 6,8 ¢ 107
Volfram 1,3 + 106 On 4,76 « 106
Vas 8,8 ¢ 10" Higany 1,15+ 105
Arany 1,1 «104 Foszfat 8 a0
Mangan 6,35 « 108 Krém 4,4- 109
Réz 2,8 « 109 Cink 1,12 =108

1) Melyik asvanyi anyagbol legtobb; legkevesebb a Fold tar-
taléka?

2) Nikkelbol vagy cinkbdl van-e tobb a Foldon?

3) Készitsetek tablazatot az asvanykincs-készlet csdkkenése
szerint!

I ISMETLO FELADATOK

265.

266.

267.

268.

269.

Egy vastomb tdmege 16 kg. Legaldbb hany darab ilyen vas-
téinbre van sziikség 41 db 12 kg-os alkatrész legyartasahoz?
Egy varosnak jelenleg 88 200 polgara van. Hany lakosa volt
ennek a varosnak 2 évvel ezel6tt, ha lakossaga évente 5%-kal
gyarapodott?
Dénes otthonr6l a sportpalyara gyalog szokott jarni, 4 km/h-s
sebességgel. Ha kerékparra! megy, akkor 20 perccel hamarabb
ér oda. Milyen messze van Dénes hazatdl a palya, ha sebessége
kerékparral 12 km/h?
Egyszerusitsétek a

2a2+2 a+1| 3a-3

a2-1 o— 2a+2
kifejezést!
Igaz-e, hogy barmely természetes n-re az (%7 + 6,5)2- (27/ +
+ 0,5)2 kifejezés 42 t6bbszorose?

| FELKESZULES AZ UJ TEIVIAHOZ

270. Adjatok meg az alébbi kifejezéseket aalapii hatvany alakjaban:

1) alea5 2)al:a5 3) (ad5 4 M__Ei!

69



1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

271. Egyszerusitsétek a kdvetkezo kifejezéseket:
272. Hatérozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

Frissitsétek fel a 4. poni tartalmat (225. oldal)!

P, NENI HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

273. Egy éplletben csak olyan hazasparok laknak, akiknek kiskoru
gyermekeik vannak. Minden filinak van lednytestvére és a filk
tébben vannak. Lakhat-e ebben a hazhan tobb felnott, mint
gyerek?

7. osztadlyban mar tanultatok a valds szamok természetes kitevoju
hatvanyainak tulajdonségait. Ezek a tulajdonsagok érvényesek az egész
Kitevojl hatvanyokra is.

Barmely tetszé'leges, a * 0 valoés szamra és barmely egész n
és m szamra igazak a kovetkezd azonossagok:

(D
(2)

Barmely tetszbleges, a ~ 0 és b ~ 0 valés szamra és barmely
egész n szamra igaz a kovetkezd azonossaig:

(ab)n= a'"b\ 3)

Az (1) azonossag a hatvanyozas alaptulajdonsagat fejezi Kki.
Bizonyitsatok be!

Természetes hatvanykitevore ezt az azonossagot a 7. osztalyban
mar igazoltuk.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, ha az m én az n szamok negativ
egeszek.

Ha az m és az n szamok negativ egészek, akkor a -m és -n
szamok természetesek. Vagyis a-me &' = a-m¥) = a m

Tehat a'™-a" = 1 =a
a a a -a a a
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9. Az egész kitevdji hatvany tulajdonséagai

A teljes bizonyitdshoz még azokat az eseteket is figyelembe keli
venni, amikor az egyik hatvanykitevd, vagy az m vagy az n pozitiv,
mig a masik kitevd negativ; vagy mind a két kitevd nulla. Ezeknek az
eseteknek a vizsgalatat végezzétek el onéallban.

A (2) és (3) azonossag igazolésa az el6z6hdz hasonlo.

Az alapazonossagbol kovetkezik az alabbi fontos azonossag: bar-
mely tetszdleges, a ~ 0 valos szamrci és barmely egész n és m
szantra kovetkezd egyenl6ség azonossag:

(4)

Valdban, a”:a" :Ta:‘ —a'k  —amr)_amn

A (2) és (3) azonossdgok alapjan folirhatjuk a kovetkezd azo-
nossagot: barmely tetszdleges, a ™~ 0 és b ™ 0 val6s szadmra és
barmely egész n szamra igaz a kdvetkezd azonossag:

()

Konnyen belathatd, liogy ={a-b~")' =a"-(p )" -a" -b "
Az (1) - (5) azonossagokat az egész Kitevoju hatvany alaptulaj-
donsgainak nevezzlik.

1. PELDA
irjuk fel hatvany alakban a kovetkezd kifejezéseket:
2) a5:a9 3) (a9 2+al: a6\
Megoldas

1) A hatvanyozas alaptulajdonsaga alapjan:
a"¥mal = ;ris2 = a2
2) Az am: a"' = a"-" alkalmazva:
ab:a9= a5f9 = a59 = ad
3) Alkalmazva a hatvany hatvanyozéasara (2) és az azonos alapl
hatvanyok szorzéasara és osztasara ((1), (4)) érvényes azonos-
sagokat azt kapjuk, hogy:

1) (S'Y : (573 2) 16981
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Megoldas
1) A hatvanyozas alaptulajdonségait alkalmazva:

(-9"1: (57)'3= 5:0: 51 =5-'=i.
2) Felirva a 16-ot és a 8-at 2 hatvanyaként azt kapjuk, hogy:

169 ¢ 82 = (24'9+ (23R = 2"FB+2F = 2° = 1.
3) A tort hatvanyozasa alapjan (5. azonossag) felirhatjuk, hogy:

3. PELDA
Egyszerusitsiik a kdvetkezd kifejezéseket: 1) 0,6nfn 6 yiw V ;

2) {a'1+9) {a2- 4) - (a=2+ 6) (a2- 6)!
Megoldas

D 0,6mn6°ym*n3="06 my) *{nr - mM4- W)=
= 0.2m~2~\
2) @2+ 9) (a“2- 4) - (a“2+ 6) (/2- 6) =
=ad- da2+ 9«2- 36 - a4+ 36 = 5a'2
4. PELDA
Végezzik el a (3,4 » 101 « (7 « 10-8) szorzast, és irjuk fel az

eredményt normalalakban!
Megoldas
(3,4 104 « (7 108 = (3,4 «7) (104« 10'9) = 23,8 « 106 =
= 2,38 « 10 « 106 = 2,38 « 107.

9
*  Soroljatok fel az egész kitevoju hatvany tulajdonsagait!
274.° Adjatok meg a kovetkezd kifejezéseket hatvanyalakban vagy

hatvanyok szorzataként:
) a a\ 2) 07«0 3) a'5ea° »al2
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275.° Adjatok meg a kovetkezd kifejezéseket hatvanyalakban vagy
hatvanyok szorzataként:

2) a4 : al,

276.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékeét:

1) 95+ 9"7 4) 29 «2"2 : 2-22, 7 3-{}J

2) 108+ 1022 5) (1742 m(17-6-8 8) -lili

3) 3"8: 32, 6 n
) 4 3 (6-72-6"3
Hatarozzatok meg az aldbbi kifejezések értékét:
1) 6"9 * 66; 3) 57: 5053 5) 0,8-(l
: B Ty b
Egyszeriisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
1) 3cf3 m4a'4; 7) (c4 2-7,
8) ja-1-6." b 4;
015
3) (2c-6)4, 9) 0,2c3 5« 1,5¢c-A~5
4) nfn «mn 2 10) 4x8 » (-3X~Yy2
‘e m  13m-°  27n
5) abe 1 ab ‘c; 2 19T8 %62’
kp* 18p-6*2.15r2
6) k4,4 7 p6 e
279.° Egyszeriisitsétek a kdvetkezt kifejezéseket:
" . 3,6a2
1) 2a~H2 « 3D 5 3) ooy 3
2) 4) 0,8a%88 « 5f°zr8;
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

5 V3 4 6) 28cV "2 « (2cd-'Y2
y 4 5x 7’
280/ Hatarozzatok meg az aldbbi kifejezések ertékét:
1) 83 27 5) 25-" : (0,2'3-2
2) 212 : 9-4; 6) L B0
) 27°2: 9-4 ) 2168+-6)1 °
1 . b} Y o 6".0
3) 100'2: 100075 « 0,016 7) sI"M6
g 145-27
4) ) 28778
281.* Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
1) 94272 4) 8'2: 0,54
. . 226+2"8
2) 32 :64 ; 5 44

6) ISLIfLI
306

282.* Végezzétek el a kijel6lt miiveleteket! Az eredményt irjatok fel
olyan kifejezésként, melyben nines negativ hatvanykitevo:

1) -2,4-a43 + (-2a-VH-3 4) {-jcrb-'Y ;

3\ -
2) (-10.V-VO2+ (0-lyiY2 5) . 4977 674

3) 6) (jp-) (l6~VT!

283.* Végezzétek el a kijelolt miiveleteket! Az eredményt irjatok fel
olyan kifejezésként, melyben nines negativ hatvanykitevo:
-3

1) 3,6a~*b4 « (-3a*H N2 3) 5/71 «125/77-'V
2) 1irv (lljry3"; 4) (N f M-J* !

284. * Emeljétek ki a zardjel elé az a-t, az adott kitevok koziil a
legkisebbiken:
1) a3- 2a4 2) a-3- 2a"4; 3) a3 - 2tfA

285. * Emeljétek ki a zarojel elé a b-1 az adott kitevok kozil a
legkisebbiken:
1) b3+ 3Z2 2) Zr3 + 3Zr2 3) 43+ Z2
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9. Az egész kitevdji hatvany tulajdonsagai

286.* Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:

1) #2- 4 4) #'3+ 6"3

2) #'46'6 - 1; 5) ni'4 - 6nfd w2
3) 25x-y2- 72 6) #-8- 49#"2
Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:

1) - 25 3) #-'° + 8#H

2) nf6- 823" 4) a4 - #2

288. * lgazoljatok az alabbi azonossagot:

ag8- 68= #" - b (#" + 6") 2+ b2 (a + b9
289. * EgyszerUsitsétek a kovetkezo kifejezéseket:

D@4+ 3) (ad- 3) - (ad + 2)2

2)

2X%2+32
3X-2-3X~W-X X~X-y~X

4)

290.* EgyszerUsitsétek a kdvetkezd kifejezéseket:
) 0"2- 1)2- (x2- 4) (X2 + 4);
a'2-\0a~~x+ 256"2
o 1- 5b'
57 477 m
3) 4m-3 +4m_In"
b-'+3c-' be
4) C¢ +3b~'c-¢
291. * Hatarozzatok meg az alabbi szamok karakterisztikajat, ha az #
szam karakterisztikaja -4:
1) 100; 3) 1004#, 5) 10 0004#;
2)0,1#; 4)0,001#; 6) 1000 000#!
292. * Hatérozzatok meg az aldbbi szd&mok karakterisztikajat, ha a b
szam karakterisztikaja 3:
1)106; 2)0,01 b; 3) 0,00016;  4)10006!
293. * Végezzétek el a kijel6lt miveleteket, és irjatok fel az eredmény
normalalakijat:

2)

1) (1,8 « 10J) « (6 « 10a); 3) 9-108
2) (3 +106)- (52 * 109, 4 ;jifj
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

294.* Vegezzetek el a kijelélt miveleteket! Az eredmenyt irjatok fei
normélalakban:

7.104
1) (1,6 - 105 + (4 - 107;  3)

2) 510391810, 4 p p

295. * A Nap es a Fold kozotti tavolsag 1,5 « 108km, a feny sebessege
pedig 3 « 108m/s. Hany perc alatt er a napfeny a Féldre? Az
eredmenyt kerekitsetek egyesekre!

296. * A rez sirusege 8,9 ¢ 10’ kg/m3 Hatdrozzitok meg annak a
rezlemeznek a témeget, melynek hossza 2,5 « 10 I m, szelessege
12 cm, vastagsdga pedig 0,02 m!

297. * A Fold tdomege 6 ¢ 102t kg, a Hold témege 7,4 ¢ 102 kg.
Hanyszor konnyebb a Hold a Foldnel? Az eredmenyt kere-
Kitsetek egyesekre!

298. **Egyszerusitsetek a kovetkezd kifejezeseket! Az eredmenyt
irjatok fei olyan racionélis Kkifejezeskent, mely nem tartalmaz
negativ hatvanykitevot:

b-2— ba—H 1

5c~3  t~3#6i %
3-8 2c2—b c*+6c3"
f m-A 3m~A ﬂ 16- m~%| 8§74
m-4-4 //r8-8/»~4+16V m~A-1 m 4-4
299.%* Egyszerusitsetek a kovetkez0 kifejezeseket! Az eredmenyt
irjatok fei olyan racionalis kifejezeskent, mely nem tartalmaz
negativ hatvanykitevot:
a~2+5 . 04-25 2
1) a-4-6a~2+9 4a-2- 12 o0~2-5

300.** Az a szdm karakterisztikdja -4, a b szame pedig 3. Mennyi
lehet az alabbi kifejezesek ertekenek a karakterisztikaja:
1) ab; 2) a+ b 3) a + 10b; 4) 10a + 106?
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303.

304.

305.

ISMETLO FELADATOK
302.

Két természetes sz&m szamtani kozepe 18. Ha a nagyobbik
szdmot elosztjuk a kisebbikkel, akkor a nem teljes hanyados 3,
a maradék pedig 4. Hatarozzatok meg ezeket a szamokat!
A villamos energiaval valo takarékossag jegyeben meghirdetett
akcid eredményeképpen az elsé hénapban 20%-kal csokkent a
fogyasztas, a masodik honapban az el6zd honaphoz képest még
10%-kal és a harmadik honapban, szintén az el6z6 hdnaphoz
képest 5%-kal. Osszesen hany szézalékkal csokkent az ener-
giafogyasztas?

A vizzel eldntott helyiségbdl a viz eltavolitasara 3 szivattyut
hoztak. Ha csak az elso Uzemel, akkor annak 12 drara van
szliksége a munka elvégzésére, a masodiknak 15 oOréra, a
harmadiknak pedig 20 drara. Az els6 3 6rdban csak az elsd és
a masodik szivattyd miikodott, majd bekapcsoltak a harmadikat
is. Hany ora alatt szivattylztak ki a vizet a helyiségbol?
Egy konyv 19 hrivnyaba kerilt. Sajnos a vasarlonak csak 5
hrivnyés cimletei voltak, az eladénak pedig csak 2 hrivnyasai.
El tud-e szdmolni a vasarlé a konyvért anélkiil, hogy valahol
felvaltand a pénzét? Ha igen, akkor legalabb hany darab 5
hrivnyassal kell rendelkeznie a vasarlonak, és hany dararab 2
hrivnyassal a vevonek?

| FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

306.

307.

Hatarozzatok meg az y =— fliggvény helyettesitési értékét
a megadott helyen:

1) X= 2; 2) X=-1; 3) x = 3,5; 4) x = -6!
Egy flggvény az képlettel van megadva. Mi a fligg-

vény értelmezési tartomanya? ToOltsétek ki a tablazatot, sza-
mitsatok ki a fliggvény értékét a megadott helyeken!

X -3 -2 -1 0 1 2 3
y
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

308. Abrazoljatok az y = 2x - | filggvény grafikonjat! Hozzétartozik-e
a grafikonhoz az: 1) ,4(30; 59); 2) Z?(-15; -29) pont?
309. Rajz nélkul hatarozzatok meg, metszik-e egymast az y =
=2,7x - 86és azy = |,2x + 7 fuggvények grafikonjai?
310. Oldjatok meg grafikusan a kodvetkezd egyenletrendszert:
i2x-y =3
[Bx+y =7\

Frissitsétek feLa 17., 18. és 19. pontok tartalmat (231-232. oldalon)!

A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

311. Az egyenes kieséses rendszerben lebonyolitott teniszbajnoksag
végén kiderilt, hogy csak 32 olyan jatékos volt, aki tébbszor
nyert, mint veszitett. Hany teniszezd vett részt a versenyen?

Ir ,
Az y = y keéplettel megadott
fuggvény és grafikonja

Mar a 6. osztdlyban megismerkedtetek olyan mennyiségekkel
melyek kozott egyenes aranyossag all fenn, vagyis ha az egyik
mennyiség néhényszorosan névekszik (csokken), a masik mennyiség
ugyanannyiszorosan novekszik (csékken).

A 7. osztdlyban megbizonyosodtatok arr6l, hogy az egyenes ara-
nyossag egyértelmi hozzarendelés, s aminek az y = kx, k * 0 képlettel
megadott fliggvény felel meg.

Létezik olyan egyértelmi megfeleltetés, ahol az egyik mennyiség
néhanyszoros novekedése (csokkenése), a masik mennyiség ugyan-
olyan aranyl csokkcnését (novekedését) vonja maga utan. Ebben
az esetben a két mennyiség forditottan aranyos.

1. PELDA

Van 100 hrivnyank. Jel6ljuk x-szel 1 kg termék arat, az egységarat,
y-nal azt a mennyiséget, amit ebbdl a termékbdl vasarolni tudunk ICO
hrivnyéért.
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10. Az y = —keplettel megadott fliggveny es grafikonja
X .

Erthetd, liogy ez a ket mennyiseg forditottan ardnyos: minel dragabb
az aru, annal kevesebbet tudunk véasérolni es forditva, minel olcsébb
annél tébbet vehetiink.

Ennek az egyertelmii megfeleltetesnek az y = ~~ keplettel meg-
adott fuggveny felel meg.

2. PELDA

Vegyunk egy olyan teglalapot, melynek a terlilete 18 cm2 oldalai
pedig x es y cm. Akkor

18

A nevezbben levé x nehdnyszoros novelese (csOkkentese) az y
ugyanolyan arényl csokkeneset (ndveleset) eredmenyezi. Tehat adott
teriilet eseten a teglalap oldalai forditottan arényosak.

A megvizsgalt peldakban olyan val6s helyzetekkel taldlkoztunk,
melyek matematikai modellje egy fliggveny, melyetaz y = k keplettel
lebet megadni.

k
Meghatar ozas Azy = — keplettel megadott

fuggvenyt, ahoi A*O, forditott aranyossag-
n a k nevezzik.

Mivel az y = k kifejezes ertelmezhetd béarmely nullaval nein

egyenlo szdmra, igy az y = fliggveny ertelmezesi tartoménya
minden O-t6l elterd sz&m.
Vizsgéljuk meg az y = ~ fuggvenyt! Az alabbi tiblédzat nehéany

argumentum erteket es az ezeken a helyeken felvett fliggvenyerteket
tartalmaz.

X -6 -4 -3 -2 15 -1 1 15 2 3 4 6
y -1-15 -2 -3 -4 -6 6 4 3 2 15 1

Jel6ljik a koordinata-rendszerben a téblézatban feltlintetett pontokat
(3. é&bra).
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1. & RACIONALIS KIFEJEZESEK

Minél tobb olyan pontot tlntetlink fel, amely kielégiti az y = ~

egyenletet (4. abra), annal kevésbé fog eltérni a rajzunk az y = ~

flggvény grafikonjatdl.

A feltiintetett pontok kozott nem lehet olyan pont, melynek az
abszcisszaja 0, mivel a nulla nem tartozik hozza a fliggvény értelmezési
tartomanyahoz. Ezért a fliggvény grafikonjanak nines kdzos pontja az
ordinatatengellyel.

Ezenkivil a fuggvény grafikonja nem metszi az abszcisszatengelyt

sem, mivel a —=0 egyenletnek nines megoldasa. Tehat a nulla nem
tartozik hozza az értékkészlethez sem.

Ha x > 0, akkor —> 0, vagyis y > 0; ha pedig x < 0, és y <O.

Tehat a fliggvény grafikonja esak az I. és a Ill. negyedben helyez-
kedhet el.

Megjegyezzik, hogy ha noveljik az abszcissza abszolut értékét,
akkor a grafikon = ~ pontjai egyre kozelebb kerulnek az absz-

cisszatengelyhez. Ez a tavolsag akarmilyen kiesi is lehet, de sose
lehet nullaval egyenld. Valdjaban minél nagyobb az argumentum
abszolut értéke, annal kisebb a megfelelé flggvényérték.
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10. Azy = Yképlettel megadott fliggvény és grafikonja

Hasonléan megallapithatjuk, hogy az ordinata ndvekedésével a
grafikon és az ordinatatengely kozotti tavolsag lesz egyre kisebb, de
sohasem lesz nullaval egyenld.

Ha siker(lt volna feltiintetni az osszes olyan pontot, amely megfelel

az y - — egyenletnek akkor az 5. &bran lathat6 rajzot kaptuk volna.

Az y = k * 0 fuggvény grafikonjat hiperbolanak nevezzik. A

hipérbola két részbdl all, agynevezett agakbdl. Az 5. abran az y =—

hipérbola lathat6.
Ha k > 0, akkor a hipérbola &gai az 1. és Ill. negyedbe esnek, ha
k < 0, akkor a Il. és IV. negyedbe.

A 6. dbran az y~~~ fliggvény grafikonja lathato.

Megjegyezzik, hogy y =", k*0 fuggvény értékkészlete barmely
nullatol eltéré szam.

A kovetkezd tdblazatban dsszefoglaltuk az y~ k fliggvény azon
tulajdonsagait, melyeket ebben a pontban targyaltuk.
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1. 8 RACIONALIS KIFEJEZESEK

Ertelmezési tartomany Barmely szdm a 0 kivételével
Ertékkészlet Barmely szam a 0 kivételével
Grafikon Hipérbola

Zérushely (az argumentum azon  Nines
értéke, melyre a fliggvényérték
nulla)

Megmutatjuk, hogyan lehet az y =* flggvény grafikonj’ét alkal-
mazni egyenletek megoldaséara.
PELDA

Oldjuk meg a 4 =x+3 egyenletet!

Megoldés
Abrazoljuk kézés koordinata-rend-

4
szerben az y - —és y = x + 3 fligg-

vények grafikonjat (7. &bra). A gra-
fikonok két pontban metszik egymast,
melyek abszcisszéja | és -4. A met-
széspontokban a fliggvények azonos
értéket vesznek fel. Vagyis a meg-

hatarozott abszcisszak helyén a 2 g

X+ 3 kifejezések értéke egyenld, tehat
az lésa-4 a X +3 egyenlet gyo-

kei. Az ellenbrzés ezt igazolja is.

Az alkalmazott moédszer az egyenletek megoldasanak grafikus
maodszere. A 7. osztalyban mar megtanultatok az egyenietrendszerek
megoldasanak grafikus modszerét, és tudjatok, hogy ez a mbdszer
nem mindig pontos. Ezért a kapott gyokok ellendrzése kotelezd, ha az
egyenletet grafikusan oldjuk meg.

A késdbbiekben (21. pont) megtanuljatok ezeket az egyenleteket
megoldani nem grafikusan is.

e 1 Magyaradzzatok meg, mit értiink forditott aranyossagon!
2. Melyik figgvényt nevezzik forditott arAnyossagnak?
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312.

313.

314.

315.

316.°

10. Azy - % képlettel megadott fiiggvény és grafikonia

Mi az y =—, k*0 fliggvény értelmezési tartomanya?

Hogyan hivjuk a forditott aranyossag grafikonjat?
Hogyan nevezzik a grafikon részeit?

Mi az y~ —. k* O figgvény értékkészlete?

Hol helyezkedik el az y=—, k * 0 fuggvény grafikonja, ha

k >0? Ha k < 0?
Mondjatok el az egyenletek megoldasanak grafikus modszerét!

° Egy személygépkocsi valamilyen Utszakaszt 10 éra alatt tesz
meg. Mennyi ido alatt teszi meg ugyanezt a tavolsagot, ha a
sebességét:

1) 2-szeresére noveli; 2) 1,2-szeresére csokkenti?

° Egy téglalap hossza 30 cm. Mekkora lesz az ugyanakkora
terlilety téglalap hossza, ha a szélessége:

1) 1,5-szer nagyobb; 2) 3,2-szer kisebb?

° 40 m anyagot vasaroltak. Hany méter anyagot vehettek volna
ugyanazért a pénzért, ha az anyag egysegara:

1) 2, 6-szer olcsohb; 2) 1,6-szer dragabb?

° Egy gyalogos 12 km-t tett meg. Toltsétek kj a tdblazatot, ha az
els6 sorban a sebessége szerepel, a masodikban pedig az ido!

v, km/h 5 2,4
t, h 3 3 é
Adjatok meg képlettel, hogyan fiigg a t (az ido) a v-io\ (sebes-
ségtol)!
Egy téglatest térfogata 48 cm3 Toltsétek ki a tablazatot, ha az

els6 sorban a téglatest alapteriletét tintettiik fel, a masodik
sorban pedig a magassagat!

S, cm2 16 240
h, cm 8 48

Adjatok meg képlettel, hogyan fiigg a h az S-tol!
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317.

318.

319.

320.°

m321.°

322.

323.

1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

° 7 azonos munkabirdsu dolgozd a kijeldlt feladatot 12 nap alatt
vegzi el. Hany ugyanilyen tempdban dolgozé munkésra van
szilkseg ahhoz, hogy ezt a feladatot 4 nap alatt vegezzek el?

° A takarmanykeszlet 24 l6nak 18 napra elegendd. Hany napra
elegendd ez a mennyiseg 36 l6nak?

®Az alabbi fuggvenyek koziul nevezzetek ineg a forditott ard-
nyossagot:

=2 3) y=-; B) y =~~~> 7

2) y =%; Hy=~ 6y -f; g

Az y =~ fluggvenyre hatdrozzétok meg:

1) a fuggvenyerteket, ha az argumentum erteke: -3; 6; 0,2;
2) az argumentum erteket, ha a fliggvenyertek: 12; - 6; 100!

Az y S fliggvenyre hatdrozzatok meg:

1) a fuggvenyerteket, ha az argumentum erteke: -4; 0,9; 18;
2) az argumentum erteket, ha a fliggvenyertek: 6; -0,3; 8!

° Abrazoljatok az y =~~ flggveny grafikonjat! Olvassétok le a

grafikonrol:

1) a fiiggvenyertekeket a 4; -1 argumentum helyen;

2) az argumentum azon ertekeit, melyek helyen a fuggvenyertek
2;-8;

3) az argumentum azon ertekeit, melyek helyen a fuggvenyertek
pozitiv!

° Abrazoljatok az >=~ flggveny grafikonjat! Olvassétok le a

grafikonrol:

1) a flggvenyertekeket a 2; -10 helyen;

2) az argumentum azon ertekeit, melyek helyen a fliggvenyertek
5; -2;

3) az argumentum azon ertekeit, melyek helyen a fliggvenyertek
negativ!
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10. Az y = X— képlettel megadott fliggvény és grafikonja

324,

325.

326/

327/

® Rajz nélkll déntsétek el, hogy a megadott pontok illeszkednek-e

azy _ = fliggvény grafikonjara:

) A{-4\ -1\ 3) C(0,5; 14);

2) 5(14; -2); 4)D(0,2; 140)!

° Rajz nélkiil déntsétek el, hogy a megadott pontok illeszkednek-e
azy= flggvény grafikonjara:

1) A(-6; -8); 3) C(0,3; -16);

2) 5(12; -4); 4) £5(0,4; 120)!

Az A és 5 helységek kozotti tdvolsagot v sebességgel t ido

alatt lehet megtenni. Az ido és a sebesség kozotti osszefliggést

a 8. dbra szemlélteti. Olvasséatok le a grafikonrol:

1) hany o6ra alatt lehet ezt a tavolsagot 8 km/h sebességgel
megtenni, ha a sebesség 24 km/h?

2) mekkora sebességgel kell haladni, ha 3 éra alatt akarunk az
A helységbdl a 5-be eljutni; és ha 4 dra alatt?

3) mekkora a helységek kozotti tavolsag?

Egy huzalos reosztatot tdpegységhez kapcsoltak (9. abra). A

reosztat R ellenallasa, amely 0 és 6 ohm kozott valtozik, fugg

a cslszka helyzetétol. A reosztat végein a fesziltség allando.

reosztat

csuiszka

9. abra
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

Olvassatok le az | aramerosség, az R
ellenallas kozotti 6sszefliggést abrazolo
grafikonrol (I0. &bra):

1) mennyi az aramerosség, ha az ellen-

allas 2 Q;

2) milyen ellenallasnal lesz az aram-
erdsség 3 A;

3) mekkora a reosztat végein a fesziilt-
ség!

328.* Hatarozzatok meg k azon ér-

tékeit, amelyek mellett az alabbi

A

pontok illeszkednek az y=—
filggvény grafikonjahoz:
\)A(-5- 4); 3) 0(1,5; - 8)!

329/ Az <A(10; 1,6) koordinataju pont az y =—fiiggvény grafikonjahoz
tartozik. Uleszkednek-e a kovetkez6 pontok a fiiggvény grafi-
konjahoz:

1) B{-1 -16); 2) C(-2; 8)7

330.* Abrazoljatok az y=~ és az y = x fiiggvényeket kozos koor-
dinata-rendszerben! Hatarozzatok meg a grafikonok metszés-
pontjainak koordinatait!

331/ Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket grafikusan:

H N=4-x; 2) X-2=|;
332." Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket grafikusan:
—_ : = - =-xlI
1) V; 6—x ; 2) 2x = 3) =X

333/ Oldjatok meg grafikusan az aldbbi egyenletrendszereket:

f)(y:4 |*-y =h
D 1y =x; 'y =2!

334/ Oldjatok meg grafikusan az [ egyenletrendszert!

ly-x=4
335/ Rajz segitségével allapitsatok meg, hany megoldasuk van az
alabbi egyenletrendszereknek:
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{vy__g
egyen-

letrendszer gyodkeinek szamat! 2x+3y =6
337.**Hatarozzatok meg az yz% fliggveny grafikonjanak azon
pontjait, melyek abszcisszaja es ordinataja egyenlo!

338.** Hatarozzatok meg az y=~2—5 fliggveny grafikonjanak azon
pontjait, melyek abszcisszéja es ordinataja ellentett szamok!

339.**Abrazoljatok az >= - fliggvenyt!

340.**Abrézoljatok a kovetkezd fuiggvenyek grafikonjat:

-2Xx + 10, ha 2,

1) y:\_X, ha X<'\, 2) y:< E’ ha 2<X<4,

Ly+3, ha x>—4; 3 ha x>4\
341 * Abrazoljatok az
—, ha je<—2,
y=i 2, ha -2<;v<2,
-, hax>2

flggveny grafikonjat!
342.** Abrézoljatok az alabbi fliggvenyek grafikonjat:

5x2-5

1) =50 2 !
) >= 2 g > )y r- |

343 * Abrazoljatok az vy - 1240 figgveny grafikonjat!

| ISMETLO FELADATOK
344.**1gazoljatok, hogy az

er-bl a+b

a+3b \a2-2ab +b2 a2-b2) a-b
kifejezes erteke fliggetlen az a es b valtozok minden megen-
gedett ertekere!
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345.

346.

347.

348.

N

349.

1 8 racionAlis kifejezesek

Oldjatok meg a

3 1 5
5*+25+2Y-10 x2- 25

egyenletet!

Egy szekreny arat 30%-kal csokkentettek, majd kesobb 30%-
kal noveltek. Hogyan valtozott a szekreny ara a kezdeti arhoz
kepest, novekedett-e vagy csokkent, es hany szazalekkal?
(Szun-Ce feladata’). Ket ferfinak a megkeresett penzermeiket
ugy kellett elosztaniuk egymas kozott, hogy az elso penzenek
es a masodik penze felenek az osszege ugyanannyi legyen,

. . 2
mint a masodik penzenek es az elso penze a y-nak az osszege.

Ez az osszeg mindket esetben 48 penzerme. Mennyi ermet
kaptak a ferfiak kiilon-kulbn?

Ha egy sifuto 10 km/h sebesseggel halad, akkor a tervezettnel
1 oraval kesobb er celba, ha 15 km/h-s sebesseggel haladna,
akkor a tervezettnel 1 oraval korabban erkezne meg. Milyen
sebesseggel kell haladnia, hogy a tervezett idoben erkezzen
meg?

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

Harom tanulo mindegyike felirt 100 szot. Majd azokat a sza-
vakat, melyeket legalabb ketten felirtak, kihuztak. Igy az egyik
tanulo listajaban 45 szo maradt, a masodikeban 68, mig a
harmadik tanulo szoszedeteben 54. Bizonyitsatok be, hogy
legalabb egy olyan szo volt, amit mind a harman felirtak!

ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 3. SZ. TESZTFELADAT

1 Nn__ N\ = 1
1. Oldjatok meg az =5 0 egyenletet!

A) -10; 10; B) 10; C) -10; D) nines megoldas.
2. Oldjatok meg az "~~ =0 egyenletet!
A) -10; 10; B) 10; C) -10; D) nines megoldas.1

1Szun-Ce kinai matematikus (I11.—V. szazad).
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10.

11.

Ellen6rizzétek magatokat! 3. sz. tesztfeladat

Melyik egyenloség igaz az alabbiak kozil?

A) 103 = '1000, C) (_2)“3:_{ .
iF —i-: ' =-49
B) Ing I16 . D) T
Az alabbi kifejezések kozil melyik 42 000 normalalakja?
A) 4,2 « 103 C) 0,42 « 105
B) 4,2 « 104 D) 42 « 103
Az alabbi tizedes tortek kozil melyik normélalakja 6,3 « 10 *?
A) 0,63; B) 0,063; C) 0,0063; D) 0,00063.
irjatok fel §j-6t 5 hatvanyaként!
A) 52 B) 52 C) 53 D) 53

Az (1,7 108 *(6- 10"3kifejezés értékemelyikkel egyenlo a
kovetkezo kifejezések kozul?
A) 1,02« 105 B)1,02 « 106 C) 10,2 » 106, D) 1,02 « 107

Az alabbi szamok kozil melyikkel egyenlé a 212;—5— kifejezés
értéke?
A) 81, B) C) 27, °) 27-
Az alabbi flggvények koézul melyik nem forditott ardnyossag?
3
Ay==; B y O L,  Dy-~¥
Melyik rajzon lathaté az y =- —flggvény grafikonja?
8 C) D

1 v Y

—a ~ 0 X 0 X 0 X

A k mely értékénél illeszkedik az A(-3; 0,6) pont az >'=~
fuggvény grafikonjara?
A) -1,8; B) -0,2; C) -2,4; D) -3,6.

12. Oldiatok meg a 2\-1 JA+1 4x +8 egyenietet! Mely szamok az

X+4 4-Xx X2-16
egyenlet gyokei?
A 0, 4; B) -4; 0; C) -4; D) 0.
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1. 8. RACIONALIS KIFEJEZESEK

OSSZEFOGLALAS
Ebben a paragrafusban

a kovetkezo fogalmakkal ismerkedtettek meg:
> racionélis tort;

> tortkifejezes;

> raciondlis kifejezes;

> a valtoz6 megengedett ertekei;

> racionalis egyenlet;

> egyenertekl (ekvivalens) egyenletek;

N egesz kitevoju hatvany;

> a szam normaélalakja;

> forditott ardnyossag;

elsajatitottatok:

> a racionalis tortek egyszerisiteset;

> miuveletek vegzeset raciondlis tortekkel;

> raciondlis egyenletek megoldasat;

a a szamot nulladik hatvéanyra es negativ kitevore emelni;

megtanultatok:

> a tort alaptulajdonsagat;

'r az egyenletek ekvivalens atalakitasait;

> az egesz kitevés hatvanyok azonossagait;
* k

* az y=- flggveny nehéany tulajdonsagat;

megtudtatok, hogy az y=— fuggveny grafikonja olyan
gorbe, amit hiperboldnak hivnak;

megismerkedtetek az egyenletek megoldasanak grafikus
modszerevel.
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2.8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

» Megvizsgdljuk az y = x2fliggveny nehany tulajdonsagat.

* Megismerkedink egy Uj muvelettel - a ,negyzetgydkvo-
nassal”’. Erthetéve valik szamunkra, hogy a benniinket
korilvevo vilag tanulmanyozédsdhoz nem elegendd a
raciondlis szamok ismerete.

* Megtanuljuk a ,sz&mtani negyzetgyok” tulajdonséagait,
es a negyzetgyokot tartalmazé kifejezesek egyszeru-
siteset.

A masodfoklu fluggveny
y = x2 es grafikonja

Jeloljik y-nal egy olyan negyzet teriiletet, melynek oldalhossza x.
Akkor y = x2

Ha megvaltoztatjuk a negyzet x oldalhosszat, akkor meg fog
véltozni a terilete is.

Erthetd, hogy minden x erteknek csak egy y ertek felel meg.
Tehdt az x es az y mennyisegek kozott egyertelmi a megfeleltetes,
vagyis az y = x2 keplet egy fiiggvenyt ad meg.

Vizsgéljuk meg az y = x2keplettel megadott fiiggvenyt, melynek
az ertelmezesi tartoméanya barmely szam. Az aldbbi tdblazat nehény
argumentum erteket es a hozzajuk rendelt fiiggvenyerteket tartalmazza.

X-3 .25 -2 .15 -1 .05 0 05 1 15 2 25 3
y 9 6,25 4 2,25 1 025 0 025 1 225 4 6,25 9

Jeldljik a koordinata-rendszerben azokat a pontokat, melyek koor-
dindtai a tabl4zatban feltintetett ertekek (11. &bra).

« yi —F1
>.l- L]
r_
0 1 X
11. abra
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

Minel tébb olyan pontot tintetiink fel, melyek koordinatai gyokei
az y = x2egyenletnek, annal kevésbé fog eltérni a kapott gorbe az
y = x2 fliggvény grafikonjatd! (12. abra).

A (0; 0) koordinataju pont megoldésa az y = x2egyenletnek, igy
a fuggvény grafikonja athalad az origon. Mivel y =x2és x2> 0, igy
y > 0 tehat a feltiintetett pontok kdzott nein lehet olyan, melynek
ordinataja negativ.

A flggvény értékkészlete nemnegativ szam.

Mivel x2= (-x)2 ezért mégallapithatjuk, hogy ha az A(x0; yO pont
rajta van a flggvény grafikonjan, akkor a 22(-x0; fo) pont is illeszkedik
a gorbére (12. &bra).

Ha az 6sszes olyan pontot fel tudnank tiintetni, melyek koordinatai
kielégitik az y =x2egyenletet, akkor egy olyan gorbét kapnank, melyet
parabolanak hivunk (13. &bra).

A (0; 0) koordinataju pont a grafikont két részre osztja, melyeket
a parabola againak nevezink, az origét a parabola csucsanak.

Az alabbi tablazatban dsszefoglaltuk az ebben a pontban az y =x2
fuggvényrol tanultakat.

Ertelmezési tartomany Béarmely szdm
Ertékkészlet Barmely nemnegativ szam
A grafikon alakja Parabola

Zérushely (az argumentum azon X =0
értéke, melynél a fuggvényérték
nulla)

13. abra 14. abra
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11. A masodfoku fuggvény y = x2 és grafikonja

PELDA

Oldjuk meg grafikusan az x2= X + 2 egyenletet!
Mego ldas
Ko6z0s koordinata-rendszerben abrdzoljuk az y =x2ésazy =x +
+ 2 ftiggvények grafikonjait (14. abra). A grafikonoknak két metszés-
pontjuk van, melyek abszcisszai 2 és -1. Ellenorzéssel meggyo-
z0dhetink, hogy a kapott értékek gyokei az egyenletnek.

Mi az y = x2fuggvény értelmezési tartomanya?

Mi az y = x2fliggvény értékkészlete?

Hogy hivjak az y = x2fliggvény grafikonjat?

Az argumentum mely értékénél lesz y = x2a fliggvényérték nulla?

Hasonlitsatok 6ssze az y = x2fliggvény értékeit ellentett argu-
mentumok helyén!

o N PE

350. ° A fiiggvényt az y = x2képlettel adtdk meg . Hatdrozzatok meg:
1 -6;0,8;-1,2; 150 argumentumhoz tartozé fliggvényértékeket;
2) az argumentum azon értékeit, ahol a fuggvény felveszi a 49;

0; 2500; 0,04 értéket!

351. ° Rajz nélkil allapitsatok meg, hogy az alabbi pontok rajta vannak-e
az y - x2fuggvény grafikonjan:
1) A (-8; 64); 3) C (0,5; 2,5);
2) B (-9; -81); 4) D (0,1; 0,01)!

352/ Abrazolas nélkil hatarozzatok meg az y = x2ésy = 4x - 4

ftiggvények metszéspontjat! Készitsetek rajzot! Jeloljétek rajta
a kapott pontokat!

353. *A kovetkezd egyenleteket oldjatok meg grafikusan:
Hx2=x- 1 2) X2- 2x- 3=0; 3) *2=-j!
354. *A kovetkezd egyenleteket oldjatok meg grafikusan:
D x2=-4x - 3 2)7x2— X +5=0; 3) X2+ iX=0|
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

355.  *Allapitsatok meg rajz alapjan a kévetkezd egyenletrendszerek
gyOke inek szamat:

1 [y=2; IX-y+6=0;

2) f y=~2 4)
) [2x + 5y = 10!
356. *Allapitsatok meg rajz alapjan a kovetkezd egyenletrendszerek
gyOkeinek szamat:

\y=*2 2) 1y =X

& [3x +2y =-6; X - 3y =-3!
357. ** Az f (x) fliggvény a kovetkezd képlettel van megadva:
4, ha x < -2,

fO)= x2ha-2 <x<]
2X- 1L hax> 1
1) Hatarozzatok meg f (-3), f (-2), f (=\), f {\), f (3), /(0,5)
értéket!
2) Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjat!
358. ** Az ['(x) fuggvény a kovetkezd képlettel van megadva:
2x + 3, hax < -1,
/m(*)= eX2 ha 1< x <2,
4, ha x > 2
1) Hatarozzatok meg f (-4), f (-0,3), f( 1,9), f (3), f (-1), f (2)
értéket!
2) Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjat!
359. ** Az f (x) fuggvény a kovetkezd képlettel van megadva:
X2 ha x < 0,
= W+ 1 hax>0.
1) Hatarozzatok meg f (-7), f (0), f (2) értéket!
2) Abrazoljatok a fuiggvény grafikonjat!
360. ** Az f (X) fiiggvény a kovetkezd képlettel van megadva:

Fe) = %', ha x > -1.
1) Hatarozzatok meg f (-12), /"(-I), f {-0,9), f (3), f (0) értéket!
2) Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjat!
361.** Abrazoljatok az alabbi fuggvényeket:
1) y = X3+x2 2) jo=2t- %2
X~ 4

X+1
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11. A masodfoku fliggvény y = x2és grafikonja

15. abra

362."Abrazoljatok az y =— fiuggvény grafikonjat!
363. **Hatarozzatok meg az y =- x2fliggvény értelmezési tartomanyat,

értékkészletét, zérushelyét! Készitsetek rajzot!
364. * Abrazoljatok a kovetkez6 egyenletek gorbéit:

y YT =0 2) 22I£i=0!
365.* Abrazoljatok az

X2-y
(V+2)2+(y- 4)2
egyenlet gorbéjét!

366. * Adjatok meg a 15. &bran lat-
haté fliggvényt képlettel, hason-
I6an a 357. példahoz!

367. *Adjatok meg a 16. &bran Ilat-
hatd fliggvényt képlettel, ha-
sonléan a 357. példahoz!

16. abra
| ISMETLO FELADATOK
368. lgazoljatok az |-+~ (—+a-+k——\ =a +b azonossagot!
a-b ya-b a2-b2 a+b)
369. Oldjatok meg a -272.=. IL egyenletet!
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370.
371.

2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

Bizonyitsatok be, hogy 276- 97 kifejezés 48 tdbbszorose!
Két helységh6l, melyek k6z6tt 30 km a tavolsag, egyidejiileg
egymassal szemben két gyalogos induit el. 3 6ra 45 perc miilva
taladlkoztak. Ha az egyikiik 2 6raval hamardbb induit volna el,
akkor 4,5 6ra milva talalkoztak volna. Hatarozzatok meg a
gyalogosok sebességét!

| FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

372.

373.

374.
375.

376.

Hatarozzatok meg annak a négyzetnek az oldalhosszat, melynek
tertilete:

1) 25 cm2 2) 1600 dm2 3) 0,04 m2!
Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

=0 =1
1) x2=09; 2) x2 rh

Az a mely értékeire nines gybke az x2 = a egyenletnek?
Abrazoljatok k6z6s koordinata-rendszerben az y = x2ésy = 1
fliggvények grafikonjait! Hatarozzatok meg a kdzds pontok
koordinatéit!

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

Az & y és z természetes szamokra igaz, hogy x +vy, y +z és
X +z primszam. Bizonyitsatok be, hogy a harom szam koziil
legaldbb kettdé 1-gyel egyenld!

12. Negyzetgyok.

Szamtani negyzetgyok

Vizsgaljunk meg egy olyan negyzetet, melynek teriilete 49 cm2
Legyen x a negyzet oldalhossza. Akkor az x2= 49 egyenlet egy olyan
matematikai modeli, mellyel a negyzet oldalat hatarozhatjuk meg.

Ennek az egyenletnek a gyokei a 7 es a -7, mert ezen szamok
negyzete 49. Azt mondjak a 7 es a — a 49 negyzetgyoOke.
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12. Negyzetgydk. Szamtani negyzetgyok

Meghatdarozas. Azaszam negyzetgyéo-
ke ne k nevezzuk azt a szdmot, melynek a negyzete «-val
egyenlo.

Nezziink nehany peldat!
A 9 negyzetgyOke a 3 es a -3, mivel 32= 9 es (-3)2= 0.

A "negyzetgyOke az esa mivel =-j- es =—mn

A 0-nak csak a nulla a negyzetgyotke.

Mivel nein letezik olyan szdm, melynek a negyzete negativ, ezert
nein letezik negativ szdm negyzetgyoke sein.

Az x2 = 49 egyenlet pozitiv gytke a 7, a negyzet oldaldnak
meghatérozasarol szolo feladat megolddsa. Ezt a szdmot a 49 szamtani
negyzetgydkenek nevezzik.

Meghatdrozas. Azaszimszamtani negy -
zetgy 6 kenek nevezzik azt a nemnegativ szamot,
melynek negyzete az a szam.

Az aszam negyzetgyoket a B szimbdlummal jeldljiik. A jelet
a negyzetgyok jelenek nevezziik.

A -R jeldlest a ,,negyzetgyok anak” olvassuk, elhagyva a ,,szam-
tani” szot.

Azt a kifejezest, amely a  jel alatt all, gyok alatti kifejezesnek
nevezzik.

Pelddul a Jb-5 kifejezesben a gyok alatti kifejezes a b - 5
kettag. A szdmtani negyzetgyok meghatérozésabol kovetkezik, hogy a
gyok alatti kifejezes csak nemnegativ ertekeket vehet fel.

Azt a muveletet, amikor keressiik az adott szdm szamtani negy-
zetgyOket gyokvonasnak nevezzik.

Lassunk nehany peldat:

V9=3, mivel 3 > 0 es 32=9;
J S . [ -f;
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2. 8§ NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

Vo =0, mivel 0 > 0és = 0.
Altaldnosan igaz: ha b > 0 és bl= a, akkor -Ja= £&

Barmely nemnagativ a szamra igaz, Itogy yfa > 0 ;v (V2= «.

Példaul (Vi)2=4, (M")2=2, (V5i2)’=52.

Megjegyezzlik, hogy a négyzetgyok fogalmanak bevezetését az
x2 = ¢ ahol a > 0 egyenlet megoldasa indokolta. Ennek az egyen-
letnek a gyoke az a szam négyzetgyoke.

Az x2 = a egyenlet megoldasat szemléltessilk az x2= 4 egyenlet
grafikus megoldasaval.

Kozos koordinata-rendszerben abrdzoljuk az y = x2és az y =4
flggvények grafikonjat (17. &bra). A gérbék metszéspontjanak
abszcisszai a 2 és a -2, melyek az adott egyenlet gyokei.

Az x2=a egyenletnek, ha a <0 nincs megoldasa, melyet szintén
a grafikus megoldassal szernléltetiink. Az y =x2ésy =a, haa <0
fuggvények grafikonjainak nincs kozos pontja (18. abra).

Ha <7=0, akkor az j2 = a egyenletnek egyetlen gyoke van az
x = 0.

A grafikus mddszer segit altalanositani: az x2= <Jegyenletnek, ha
< > 0 két megoldasa van. Valéban az y = x2parabolanak és az
y = Jegyenesnek két metszéspontja van, ha z > 0 (18. &bra). Ebben

az esetben az x2= < egyenlet megoldasa a yfa és szam, mivel
(Va) =a és (-Va) =a.
Példaul az x2=5 egyenlet gyokei a yj5 €s - yfS.
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12. NégyzetgyOk. Szamtani négyzetgydk

1. PELDA
Hatarozzuk meg a (-8-V2) kifejezés éitékét!
Mego Idés
Alkalmazzuk a szorzat hatvanyra emelését és a (MAjf = a 320
nossagot:
(_8V2):=(-8f(V2)!=64.2=128.
2. PELDA
Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
1) —\V/x-3=0; 2) VIWx+2 =2 |
Mego Idcis

1) Azt kapjuk, hogy i>/x=3; Vx-6. Ekkor x 6;x j6.

2) Felirhatjuk, hogy VIWx+2 =2; |+Vx+2 =22; Jx+2 =3;
X+2=32x=1.

3. PELDA
Oldjuk meg az (x - 5)2= 16 egyenletet!
Megoldas
(x - 5)2= 16;

X-5=-4vagy x- 5 =4
X = 1lvagy x =09,
Felelet 1,0

4. PELDA
Oldjuk meg a (3x - 1)2= 2 egyenletet!
Megoldas
Bx - h2=2
3x-1=-J1 vagy 3x-1=VI;
3x=1-V2 vagy 3x=1+V2;
X = 1-V2 Vagy a= \+ Ji
A LA bl
felatet T
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5. PELDA
Az alabbi kifejezesek x mely ertekeire ertelmezhetok:

> N ?
Megoldas

1) A V-5x kifejezes azokra az x ertekekre ertelmezheto, melyekre a
gyok alatti kifejezes nemnegativ. A-5x olyan szorzat, melyben az
egyik tenyezo negativ. Tehat ennek a kifejezesnek abban az esetben
lesz negativ az erteke, ha x nempozitiv.

Felelet hax <0

2) Az adott kifejezes olyan x ertekekre ertelmezheto, melyekre Vx
kifejezes ertelmezheto es Vx - 2 nem egyenlo nullaval. Tehat
egyszerre kell a kovetkezo ket feltetelnek teljesulnie: x > 0 es
yix - 270. Tehat x > 0 es x ™ 4.

Felelet:x>0esx"4.

6. PELDA

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket: 1) J-x +Jx-2 =2;
2) Wx2-2x +/"2=0; 3) (x+2)VJ*2=0;
Mego ldas

1) Az egyenlet bal oldala csak olyan x ertekekre ertelmezheto, me-
lyekre mind a ket gyok alatti kifejezes nemnegativ erteket vesz
fel. Vagyis ha -x > 0, akkor x < 0. Konnyen belathato, hogyha
x < 0, akkor x - 2 csak negativ erteket vesz fel. Tehat nincsen
olyan x ertek, melyre az egyenlet bal oldala ertelmezheto.

Fe le le t nines megoldas.

2) Az adott egyenlet bal oldala ket nemnegativ szam osszege, mely
csak abban az esetben lehet nullaval egyenlo, ha mind a ket

osszeadando 0. Vagyis egyszerre kell teljesulnie, hogy Vx2- 2x =0

es Jx-2 =0. Ez aztjelenti, hogy a ket egyenlet kozos megoldasat
kell meghatarozni, meg kell oldani a kovetkezo egyenletrendszert:

JVx2-2x =0,
U/x”2=0.
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X- 2x=0, fjc(jc-2)=0, fx=0 vagy x=2,

Azt kapjuk, liogy [x-2=0; u=2; [x=2.
Az utolsé egyenletrendszer megoldasa az x = 2.

Felelet 2

3) Mivel a szorzat értéke csak akkor nulla, ha vagy az egyik tényezd
vagy a masik tényezd egyenl6 nullaval, ezért az egyenlet megoldasa
két egyenlet megoldasara vezethetd vissza:

X +2=0vagy VX-2=0;
X=-2vagy X= 2

Viszont az X = -2 értékre a VX-2 kifejezés nem értelmezheto,
igy csak egyetlen megoldéas van, az X = 2.

Felelet 2
9 1. Mit nevezink az a szdm négyzetgydkének?
2. Mit neveziink az a szadm szamtani négyzetgybkének?
3. Hogyan jeldljuk az a szam szamtani négyzetgyokét?
4. Hogyan nevezzik a V-~ jelet?
5. Hogyan olvassuk a Va jel6lést?
6. Hogyan nevezziik a gyokjel alatt all6 kifejezést?
7. Milyen értékeket vehet fel a gyok alatti kifejezés?
8. Hogyan nevezzik azt a miveletet, amikor az adott szdm szam-

tani négyzetgyokét hatarozzuk meg?

9. Barmely nemnegativ szamra mivel egyenlé a (Ja) kifejezés?
10. Hany gyoke van az x2= a egyenletnek, ha a> 0? Mivel egyenlok?
11. Van-e megoldasa az x2= a egyenletnek, ha a = 0? ha a < 0?

377. ° Mennyi 16 négyzetgyoke? 1 négyzetgyoke? 0 négyzetgyoke?
Mennyi ezen szamok szamtani négyzetgyoke?
378. ° lgazak-e az aldbbi egyenloségek? (A feleletet indokold meg!):

1) V25"=5; 3) V36=-6, 5) \'=09;

2)VG=0; 4) V0,4=0,2 ; 6) VTO= 1007
379. ° Végezzétek el a Kkijeldlt gyokvonast:

1) V9 ; 2) V49; 3) VIOO; 4) V225-
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382.c

383.

384.

385.

2. 8 NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

5) V0,25 ; 8) VW :
) ) 4> M

6) V0,0l; 9) V400 ; 15) V0,0004;
7) VUI; 10) V3600 ; 16) V0,000025

Végezzétek el a kijeldlt gyokvonast:

1) 736; 4) vOO4, 7) V2500 5 Sy fiji
2) V64; 5) VO49; 8) Vi0000 ; 11) V0,0009 ;
3) Vi44 ; 6) Vi69; 12) V0,0196 !

Ertelmezhetoek-e az alabbi kifejezések:

1) 72; 3) 772, 5) M * 2

2) -V, 4H M -,

Melyik szdm szamtani négyzetgydke egyenld a kovetkezd
szamokkal:

1)4; 3)0,8; 5)1,6;

2)0; 4) 271; 6)-9°?

° A konyv elbzékén taldlhat6 Természetes szdmok négyzete
tablazat segitségével végezd el a gyokvonast:

1) V484; 4) V5929 ; 7) Je8.89 ;
2) JI29 ; 5) V5J6; 8) J67 600 :
3) VTis6"; 6) Vi4,44 ; 9) ~384400 !
° Hatarozzatok meg:

1) Vv8ai; 3) 5) 772,25 ;
2) Vi296 ; 4) Vi0,24 ; *  6) V672400 !

° Szamolbgeppel szamitsatok ki a kdvetkezo kifejezések értékét!
Az eredményt kerekitsétek szézadokra!

1) VI; 3) V34; 5) V7439 .

2) V7 ; 4) VK8 ;
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386.

387.

389.

390.

391.

12. Négyzetgydk. Szamtani négyzetgyok

° Szamoldgéppel szamitsatok ki a kdvetkezd kifejezések értékét!
Az eredményt Kkerekitsétck szazadokra!

) vi; 2) J5j; 3) V50; 4) J\2,56 .
® Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

D (V1)2; 4) ~(Vio)"; ‘s (4)2

2) (V4jl; 5) @VI)*; S) (LET),

3) (-VIT)2 6> (71)2 9) (-0,3J21J
Szémitsatok ki:

D ysf; 3) @V2J; N KJ_

2) (~ET; 4) (-4V5J; 6) (iv26)2!

° Hatarozzatok meg a kovetkezo kifejezések értékét:
1) VI6+9 ; 7) ir0009-2;

2) Vi6+VJ; 8) -2v0J6+0,7;

3) V36-V49 ; 9) (VI3)r-3.(v8)r;

4) V36-V49; 0) 1.M 2-(iV24);;
5) 5V4-V2]; n)50(-1V 2)2;

6) Vw+VoliT 12) M 45262 !

° Szamitsatok ki a kdvetkezd kifejezések pontos értékeét:
1) V3+V36 ; 4) ivaOO+0,2VI600 ;

2) V72-Vi4 ; 5) (2v6f-3(V2T)2;

3) Vi6-v225 6) VIO2-4¢ 32!

° Hatarozzatok meg a kdvetkezo kifejezések helyettesitési értékét
a valtoz6 megadott értékénél:

1) Vi12+0, ha a = 0,25;

2) JI~3h , 2b = 2

3) V20-6 , ht a = 34, b = 19!
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

392.° Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések helyettesitési értékét

393.°

394.°

395.

396.

397.

398.

399.*

a valtoz6 megadott értékénél:
1) -Jll+m , ha m = 54;

2) Jm-3n , ha ni =013, n= -0,04!
Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket:
1) V7=09; 3) Vx-0,2=0;
Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) V7=20; 2) V7=-16; 3) V x-|=0!

° Oldjatok meg a kdvetkezo egyenleteket:

HAR=25 2)x2=049;, 3) x2=3 4) j@ = -25!

° Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:

1) x2= 100; 2)x2=0,81; 3) x2=7, 4) x2= 3,6!

* Hatarozzatok meg a kdvetkezd kifejezések pontos értékét:

1) -0,06-VK)000 +-fi=-2,5jX24 ;
V256
2) VO4-VA25+V23+ 17 ;

3) +
4) IV TjJ +V262- 242;

5) (3VB)r +(8VI)f-2(V24)r;

6) Vid4:vaO4-v236-2500 !
* Hatarozzatok meg a kdvetkez6 kifejezések pontos értékét:1

1) 0,15"3600 -0,18>/400+ (I0V408; ;

Az aldbbi kifejezéseknek az x mely értékeinél van értelme:
1) Vx ; 2) ; 3) VF; 4)
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5) V.v-8; 8 h-tf; 10) ,y43; 14) VN;

6) V8-V, 9)V(-lr 12) Jx -y ; 15) >k M ;

) Vx2t8; g, ¢ P 13) yxy-x F30)er=2

Az alabbi kifejezéseknek az y mely értékeinél van értelme:

1

1 £t 3) V7; 5 V-/; 7) Vy-i ’

2y pp 4 P7; &L 5 7
401. *Oldjatok meg a kdvetkezd egyenleteket:

1) yi5x-4 =0; 3) V5x-4=6; 5) -R = =9;

VX +3

2) V5*-4=0; 4) wo 6) Vi2-36 =8 !
402. *Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

) iV7-2=0; 3-i¢==6;

2) V2jct3=11; 4) V130-jc2=9!
403. * Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

D (x + 6)2=0; 3)(x + 6)2=3;

2) (x +6)2=09; 4) (Ix +6)2= 5

404. *Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
) (2x - 3)2=25; 2) (x- 3)22=7, 3)(x- 3)2=T7
405. ’’Oldjatok meg a kovetkezé egyenleteket:

1) V3W2+X =4;
2) V2+V3+V* =3;

3) >i4-yN0+Jx =2\
406. **Oldjatok meg a kdvetkezd egyenleteket:

1) VI7T+VV7-6 =5; 2) VIW 2w J =1!
407. *Azalabbi kifejezések az a és a Smely értekeire vannnak értelmezve:
1) ;0 2) J-ab ; 3) yfab2; 4) Jad2; 5) J-ad»?
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408. **lgaz-e, hogy az alabbi kifejezeseknek az a barmely ertekenel
ertelme van:
1) Vx:-4a+4; 2) yx2- 4a+57?

409. **Bizonyitsatok be, hogy nem letezik olyan x ertek, melyre a

V-a2+6x-12 kifejezes ertelmezheto!
410. *#Az alabbi kifejezesek koziil melyiknek van ertelme barmely x

erteknel:
1) Va2+8a+15 ; 2) >R-10a+27 ?
411. **Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:
1) yfx=-x; 4) yfxr+Ix + =0;
2) <yr+VAT =0; 5) (@hH*/x+7=0;
3) yix2-x +y/x—4=0; 6) (x+)%/x-1 =0 !
41 2. #0ldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:
1) yfx+J-x=0; 3) Vx2-2x +1 +y/x2-1=0;
2) J7T+yPx=\; 4) (@-2v"3=0!

413. **Az J mely ertekeire lesz az a2 = a + 1 egyenletnek:
1) ket gyoke;

2) egy gyoke;
3) nines megoldasa?
414. **Abrazoljatok a kovetkezo fiiggvenyek grafikonjat:

1) y=yPx2;
2) y=V-a2- 4a- 4+2;
3) , = !

41 5.** Abrazoljatok az  =y/2x-\-x2-1 ftiggveny grafikonjat!
416. * Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket! Vegyetek figyelembe
az a kiilonbozo ertekeit!

1) ay/a-1 =0 ; 3) W a-1 -£7,
2) >(E7-1)a=0; 4) Vx-2 =a.
417. * Az &7 mely ertekenel van a (Va- i)Xa-£/)=0 egyenletnek csak
egy gyoke?
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Ha elkésziltél a héazi feladattal

| (SMETLO FELAOATOK

418. Egy utcdban a héazakat sorban 1-t6l 24-ig szdmoztédk. Hanyszor
kellett hasznélni a hézszdmok elkészitéséhez az 1-es sz&m-
jegyet?

419. Egyszerlsitsétek az

N +-N+-L-):i(2*Z°L +a- 5\
\a~-25 5—a d+5J ( a+5 J
kifejezést!

420. Egy munkas heti bérét, a 420 hrivnyat 5 és 20 hrivnyéas
cimletekben vette fel. Mennyit kapott a killénbdz6 cimletekbdl,
ha dsszesen 31 cimlettel fizették ki?

| FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

421. Melyik nagyobb:
1) 2,4578 vagy 2,4569; 2) -1,9806 vagy -1,981?
422. Olvassatok el a kdvetkezd szakaszos tizedes torteket! Nevez-
zétek meg a szakaszt:
1) 0,(5); 2) 1,(32); 3) 8,4(65); 4) 3,424242...!
423. irjatok le a kovetkezd tortek tizedestort alakjat:

— e - — |
'>7 = 2> f %) 6! 4 % ) w!
424. irjatok fel a kdvetkezd kdzdnséges tortek végtelen szakaszos
tizedestort alakjat! Nevezzétek meg a szakaszt:

2) 5 3 o 4y

A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

425. Keressétek meg az 0sszes olyan haromjegyl n természetes
szamot, melyben a szdmjegyek 0sszege az n szdmndal 11-szer
kisebb!

HA ELKESZULTEL A HAZI FELADATTAL

Teremhetnek-e a veteményesekhen gyokok?

Az bkori gorogok a gyokvonast az adott teriiletli négyzet oldalhosszanak
meghatarozasaval azonositottak, épp ezért oldalnak nevezték.
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A radix latin sz6 egyik jelentése gyokér-
termés, tehat olyan z6ldség, melynek a gybkerét
étkezésre hasznéljak.

A XIII-XV. szdzadban az eurbpai matema-
tikusok a radix sz0 roviditésével jeldlték a négy-
zetgyOkot: R, R, R2 Tehat a 41 kifejezést ebben
a korban R2L alakban irtak.

A XVI. szézadban kezdték hasznalni a V

R rD te jelet. Aje!l eredete elég bizonytalan, lehet hogy
Osszefliggésbe hozhat6 a latin r beti irdsaval.
A XVII. szdzadban René Descartes hasznélta eldszor a J~jelet,
kiegészitve az addig hasznalatosat egy fliggbleges vonallal.

13. Szamhalmazok

A termeszetes szdmok azok a szadmok, melyeket eldszor hasznélt
az emberiseg. Ezekkel a szdmokkal akkor ismerkedtetek meg, amikor
a targyak megszamlalasaval foglalkoztatok. Az 6sszes termeszetes
szam alkotja a termeszetes szamok halmazat, melyet N betivel
jel6lunk.

Azt a tenyt, hogy valamely m szdm termeszetes, vagyis hogy a
termeszetes szdmok halmazéhoz tartozik m e A”7jeldljik (m eleme
V-nek). Peldaul 5 e N. A nulla nem termeszetes szam. Igy irjuk:
0 i N (nulla nem eleme V-nek).

A gyakorlati sziikseg vezetett a tortszamok kialakulasahoz. Kesébb
sziksegesse valt olyan mennyisegek vizsgalata, melyek jellemzesere
nem volt elegend6 a pozitiv szamok ismerete. Igy alakult ki a negativ
szam.

A termeszetes szdmok, azok ellentettjei es a nulla alkotjdk az
egesz szamok halmazat, melyet Z-vel jel6link.
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13. Szamhalmazok

Példaul -2 g Z, 0 g Z, 5‘g Z

A természetes szamok halmaza része az
egész szamok halmazanak. Azt mondjak N
rcszhalmaza Z-nek: N cz Z {N részhalmaza
Z-nek).

Az egész és a tortszamok (negativ és pozitiv

tortek) alkotjak a racionalis szamok halmazat, 19, 4bra

nielyet Q betivel jeldlink. Példaul % g Q

'O,ZQQ,OQQ,'B gQalng
Konnyen belathatd, hogy Z ¢ Q. A 19. abra szemlélteti az N, Z
és Q halmazok viszonyat.

Béarmely racionélis szam felirhato alakban, ahol /»egész szdm
és ti természetes szam. Példaul: 5-21', -3=—1,— 0,2=-5-, 0=9—
5,3:E.

Lehetséges, hogy ebbdl az értelmezéshdl ered a raciondlis kifejezés,
mert a latin rationis sz6 jelentése hanyados, aréany.

A 6. osztalyban mar megtudtatok, hogy barmely racionélis szam
felirhatd vagy véges, vagy végtelen szakaszos tizedes tort alakban.

Az — tizedes tort alakjat felirhatjuk, ha /»-et elosztjuk w-nél.
Példaul: %=0,625; ]}:0,454545....

Az -|-ad véges tizedes tort alakban irhatd le, <"e-ed végtelen

szakaszos tizedes tort alakban. A 0,454545... szamban a 4-es és az
5-6s szamjegy periodikusan ismétlodik. Az ismétlédo szamok csoportjat
szakasznak nevezzik, és zarOjelbe tessziik: 0,454545... = 0,(45),

vagyis -1=0,(45).
Megjegyezzik, hogy barmely véges tizedes tort és barmely egész
szam felirhatd végtelen szakaszos tizedes tort alakban. Példaul:
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0,625 = 0,6250000... = 0,625(0);
2 = 2,000... = 2,(0).

Tehat barmely raciondlis szam felirhaté végtelen szakaszos
tizedes tort alakban.

lgaz az az allitds is, hogy barmely végtelen szakaszos tizedes
tort egy raciondlis szdm maésik alakja. A IX. osztalyban fogjatok
majd megtanulni, hogyan kell a végtelen szakaszos tizedes tortet
racionalis tort alakban megadni.

Két természetes szdm @sszege €s szorzata is természetes szam.
A kilonbségukre ez méar nem helytall6. Két természetes szdm K-
I6nbsége nem mindig természetes szam. Példaul: (5 - 7) g N.

Két egész szdm 0sszege, kildnbsége és szorzata is egész szam.

A héanyadosra ez mar nem érvényes: — <€ Z.

Két raciondlis szam 06sszege, kiil6nbsége, szorzata és hanyadosa
(a nullaval valé osztas kivételével) is racionalis szam.

Tehat a kivonas kivezet a természetes szdmok N halmazabdl, az
osztas az egész szdmok Z halmazabol. Viszont a raciondlis szamok Q
halmaza zart halmaz a négy alapmiveletre.

De most ismerkedtetek meg egy Uj muvelettel, a gyokvonassal.
Felmeril a kérdés, barmely racionalis szdm négyzetgydke racionalis
szam-e?

Vizsgaljuk meg az x2= 2 egyenletet. Mivel 2 > 0, ezért az
egyenletnek két gyoke van a 72 és a -72 (20. abra). Nem iétezik

olyan racionalis szam melynek négy-
zete 2 (a bizonyitast elolvashatod a
»Ha elkésziltél a hazi feladattal” cimi
fejezetben), tehdt a 72 és a -ji
szamok nem racionalisak. Ezeket a
szamokat irraciondalis szdmoknak ne-
vezzik (az ir eldtag a tagadas szava,
20. abra vagyis nem racionalis).
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13. Szamhalmazok

Tehat a gyokvonas Kivezethet a racionalis szamok Q halmazabdl.
Egyetlen irracionalis szdm se irhat6 fel — alakban, ahol m e Z,

és n e Nytehat nem irhatd fel végtelen szakaszos tizedes tortként.
Az irraciondlis szdmok végtelen nem szakaszos tizedes tortek.
Példaul szamit6gépes programmai megallapithatd, hogy

V2 = 1,4142135623730950488016887242097... .

AV2 és -V2 nem az elso irraciondlis szamok, amivel mar idaig
talalkoztatok. A n sz&m, a korvonal hosszanak és atmerdjének az
aranya is irracionélis szam:

7= 3,1415926535897932384626433832795028841971693...

Nem csak a gyokvonas eredménye lehet irracionélis szam, hanem
barmely nem szakaszos tizedes tort is. Akar magunk is alkothatunk
ilyen tortet. Példaul a 0,101001000100000...sz&m is irracionalis, ahol
a tizedes vesszO utdn tiz hatvanyait irjuk. Konnyen belathatd, ha
feltételezziik, hogy ennek a tortnek van szakasza, akkor valamelyik
helyi értéktol kezdodden csak nullédk lehetnek. Ez viszont ellentmond
a konstrukcios elvnek.

A racionalis és az irraciondlis szamok alkotjak a valds szamok
halmazat, melyet R-rei jelolink.

Tehdt az Vc Z ¢ Q
lanc bovitheté: N @ Z &=
c Qc R

Matematika-szakkorén
megtudhatod, hogy még ez
a lanc is folytathato.

Az ebben a fejezetben
tanult szamhalmazok kozotti
Osszefliggést a 21. abra
szemlélteti.

Valds szamok



2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

A valds szdmok halmaza mind a negy alapmuveletre zart halmaz.
Ezekre a miveletekre a szdmotokra mar ismert tulajdonsagok er-
venyesek:

Az 6sszeadds felcserelhetdsegi
tulajdonséga

A szorzas felcserelhettsegi
tulajdonsaga

Az Osszeadds csoportositasi
tulajdonséaga

_ A szorzas csoportositasi

(ab) ¢ =a (bc) tulajdonsaga

a(b+c)=ab+ac A szorzés szettagolasi tulajdonsaga

a+b=b+a
ab =ba

(@+b)+c=a+(b+c)

A valos sz&mok 0Osszehasonlitdsat a tizedes tortekre alkalmazott
szabaly szcrint vegezziik, tehat a megfeleld helyi erteken allo szam-
jegyek alaki erteket hasonlitjuk ossze.

Peldaul: 7,853126... < 7,853211... .

Barmelyik pozitiv valés szdm mindig nagyobb, mint a nulla, es
nagyobb, mint barmelyik negativ szdm. Barmelyik negativ szdm mindig
kisebb, mint a nulla.

A korvonal hosszdnak meghatarozésakor a n erteket ket tizedes
jegyre kerekitve hasznéljuk (C« 3,14). Hasonldan, ha valds szdmokat
tartalmazo kifejezes erteket keil meghatdrozni, akkor az irraciondlis
szamokat kozelito ertekeikkel helyettesitjuk.

Peldaul: yfl « 1,41.

Vegiil megjegyezziik, hogy barmely nemnegativ valds szdm negy-
zetgyOke valds sz&m. Tehét a valds sz&mok R halmaza a gyokvonésra
zart halmaz.

Milyen betiivel jeldljik a termeszetes szamok halmazat?

Mit jelent az m e N jeldles? Hogyan keil olvasni?

Hogyan olvassuk az a €1\ jelolest?

Mely szamok alkotjdk az egesz szamok halmazat?

Milyen betivel jeléljik az egesz szamok halmazat?

Mikor mondhatjuk azt, hogy az egyik halmaz a masik halmaz
reszhalmaza?

7. Hogyan olvassuk aziVcZ jeldlest?
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8.
9.

10.
11

12.
13.
14.
15.

426.

13. Szamhalmazok

Mely szamok alkotjak a racionélis szamok halmazat?

Milyen betlvel jel6ljik a racionélis szamok halmazat?
Hogyan irhat6 fel barmely racionélis szam?

Milyen 6sszefligges van a raciondlis szadmok es a vegtelen
szakaszos tizedes tortek kozott?

Hogyan hivjuk azokat a szamokat, amelyek nem racionalisak?
Mely halmazok egyesitese alkotja a valds szamok halmazéat?
Milyen betiivel jeloljuk a valés szamok halmazat?

Milyen 6sszefiigges van az N, Z, Q es R halmazok kdzott?

° Az alabbi allitasok kozil melyik hamis:

1) a -3 valds szam;

2) a -3 racionalis szam;

3) a -3 egesz szam;

4) a -3 termeszetes szam?

427. ° lgazak-e az alabbi allitasok:

428.

429.

430.

)le VM 4 le R, 7) VI £R;

2) le Z 5 -23e N; 8 JI2\ £ r,
Jd le Q 6) -2,3e R; 9 fe*ro

° lgazak-e az alabbi allitasok:

1)0e M 4 -ie g 7\ ez

2) 0« Z 5 -] € R 8 y9 g Rl
0e R; 6) 19 e Q

° lgazak-e az alabbi allitasok:

1) minden termeszetes szdm egesz szam;

2) minden termeszetes szam racionalis szam;

3) minden termeszetes szam valds szam;

4) minden racionalis szam egesz szalll;

5) minden valds szdm racionalis szam;

6) minden racionalis szam valds szam;

7) minden irraciondlis szdm valds szam;

8) minden valds szam vagy racionélis vagy irraciondlis sz&m?
° Az aladbbi szdmok kozil melyek egy racionélis szdm tizedes
tort alakja es melyek irracionélis szamok:

113



431.

432.

433.

434.

435.

436.

437.

438.

439.

440.

2 8 nfgyzetgyOk.valos szAmok

1) 0,(3);

2) 0,4(32);

3) 0,20200200020... (a 2-es szamjegyek kozotti nullak szama
eggyel no)?

° Melyik szam nagyobb:

1) 6,542... es 6,452... ; 2) -24,064... es -24,165... ?

° Melyik szam nagyobb:

1) 0,234... es 0,225... ; 2) -1,333... es -1,345... ?

* Nevezzetek meg az c/-nak legalabb egy olyan erteket, melynel

az xB= a egyenletnek:

1) ket racionalis gyoke van;

2) ket irracionalis gyoke van;

3) nines megoldasa!

* Hasonlitsatok ossze az alabbi szamokat:

)Y es 6,12; 4) -2,(36) es -2,36;

2) 3,(24) es 3,24, 5) 7,(18) es 7,(17)!
3) T es 3,(14);
* Hasonlitsatok ossze az alabbi szamokat:

1 L es 0,2; 2) \3 es 0,77; 3) -1,(645) es -1,(643)!

* Rendezzetek csokkeno sorrendbe a 3,(16); n; -1,82...; -0,08...;
2,(136) szamokat!
* Rendezzetek novekvo sorrendbe a kovetkezo szamokat: 1,57;

1571..; y; 1,(56); 1,(572)!

**]gazoljatok, hogy ket racionalis szam osszege, kiildnbsege,

szorzata es hanyadosa is racionalis szam!

**]gazoljatok, hogy egy racionalis es egy irracionalis szam ossze-

ge irracionalis!

**|gaz-e, hogy:

1) barmelyik ket irracionalis szam osszege irracionalis;

2) barmelyik ket irracionalis szam szorzata irracionalis;

3) barmelyik irracionalis es barmelyik racionalis szam szorzata
irracionalis?
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13. Szamhalmazok

f ISMETLO FELADATOK

441.

442.

443.

444,

Egy kilencszintes epllet minden szintjen es ininden lepcso-
haz&ban 8 lakas van. Hanyadik lepcsohédz, melyik szintjen van
a 186. lakas?

Az a es b termeszetes szdmok kozil az a paros szam a b
pedig paratlan. Az alabbi kifejezesek kozul melyik erteke nem
lehet termeszetes szam:

8

*
’ 5a_5 Z)f; 3) —5’ 4) al?
Igazoljatok, hogy a valtozé minden megengedett ertekere a
2a-4
4-4a+a’ a+2

kifejezes erteke fiiggetlen az a valtozd erteketol!

Egy vOdorben nehany uter viz van. Ha kiontjik a vodorben
levo viz felet, akkor 14 literrel kevesebb viz marad benne, mint
amennyi belefer. Ha 4 liter vizet hozzaontink, akkor a vodor

terfogatdnak "--a lesz tele vizzel. Hany literes a vOdor?

FELKESZULES Az UJ TEMAHOZ

445,

446.
447.

448.

449.

450.

Hatarozzatok meg a kovetkezd Kifejezesek erteket:
1) I-3,5] - [2.6]; 2) 1-9.6] - [-32!
Melyik szam abszolQt erteke 6?

Mely szdmokra igazak az alabbi egyenlésegek:

D \a = a,

2) \a = -a-,
3)\a =M;
HM=-M?

Mely szadmokra igazak egyszerre az alabbi egyenldsegek:
\dd = aes \a = -al

Hatarozzatok meg az a2 {-a)2es \a2kifejezesek helyettesitesi
ertekeit, ha a = -8 es a = 7! Vonjatok le kovetkeztetest!
Ismeretes, hogy a >0 es ¢ <0. Hasonlitsatok §ssze az alabbi
kifejezeseket nullaval:

1) a4 2) ach
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

451. Egy osztadlyba 30 tanul6 jar. A tanteremben 15 pad van. Az
osztalyban a lanyok fele fitkkal l. Bizonyitsatok be, bogy a
tanulokat nem lehet Ggy éatlltetni, hogy a fiuk fele dljon Ia-
nyokkal!

HA ELKESZULTEL A HAZI FELADATTAL

Az irracionalitas felfedezése
A 13. pontban az x2= 2 egyenlet megoldasa soran inegéallapitottuk,
hogy az OA és OB szakaszok hossza VT (22. dbra). Megmutatjuk,
hogy a yj2 irracionalis szam.
Tegyiik fel, hogy a yi2 racionélis szam. Akkor felirhatjuk —

egyszerisithetetlen tort alakban, ahol m és n természetes szam. Azt
kapjuk, hogy:

yi2 = e

De akkor (VT) ="~ , 2 ~T® ~ 202

Az utolsé egyenloséghdl kovetkezik, hogy nr péaros. De ez azt
jelenti, hogy akkor m is paros szam. Tehat m felirhaté 2k alakban:
m - 2k, ahol k természetes szam. Felirhatjuk, hogy (2k)2 = 2n2
Ak2 = 2/72, n2= 2k2. Ebbol viszont az kovetkezik, hogy ir paros, tehat
n is paros szam.

Vagyis az — tbrt szamlaldja és nevezdje is paros, tehat a tort

egyszerlsithet6. Ez viszont ellentmond
eredeti feltételezésiunknek.

Az eléz6 példa (a 22. abran az OA
és OB szakaszok hossza) szemlélteti,
hogy létezik olyan szakasz, melynek a
hosszat nem lehet racionalis szammal
kifejezni, tehat a szakaszok mérésére
nem elegendok a racionalis sza-

2. dra mok.
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Ha elkésziltél a hazi feladattal

Ezt a tényt az Okori Gordgorszagban, Pltha-
gorasz iskolajaban fedezték fel.

Eloszor a plthagoreusok Ugy Vélték, barmilyen
AB és CD szakaszhoz lelhetd olyan MN szakasz,
amely maradék nélkil néhanyszor rdmérheto az
adott szakaszokra. Ebbdl kovetkezik, barmely két
szakasz aranya kifejezhetd természetes szamok
hanyadosaként, vagyis racionalis szammal.

Példaul, a 23. &bran AB = 5MN és CD =

Piithogorasz
= 2MN, igy 5 =2—. Az MN szakaszt az AB €S (kb. Kr. e. 570-500)
a CD szakaszok kozds mértékének nevezziik.

Ha két szakasznak létezik kozos mértéke, akkor a szakaszokat
osszemerhetoknek nevezziik. Példaul az AB és CD szakaszok (23.
abra) osszemérhetok.

Az bkori gorogok gy tekintették, hogy barmely két szakasz
osszemérheto, és ez lehetoséget adott arra, hogy barmely szakasz
hosszéat racionélis szammal fejezzék Ki.

Valdban, ha az AB szakaszt egységnyi szakasznak valasztjuk, akkor
az AB szakaszra és barmely CD szakaszra létezik olyan e szakasz,
amely az adott szakaszok kdzds mértéke. Tehat AB = ne és CD = me,

ahol m és n természetes szam. Vagyis %E :% :r:_. Mivel AB = 1,
igy CD=—. i — »B
; C'------ »D

Maguk a plthagoreusok fedezték fel, hogy
a négyzet atldja és oldala osszemérhetetlen, ~M*—»N
»asszlimetron”. Tehat ha a négyzet oldalat 23. 4bra
vessziik egységnek, akkor az atlé hosszat
nem lehet racionalis szdmmal kifejezni.
Ahhoz, hogy ezt bebizonyitsuk, vegyink
egy tetszéleges ABCD négyzetet, melynek az
oldalat tekintsuk egységnek. A négyzet te-
rilete AB2= 1 Szerkessziink az AC atlora
ACEF négyzetet (24. abra). Nyilvanvalo, hogy
az ACEF négyzet teriilete 2-szer nagyobb az
ABCD négyzet teriileténél. Tehat AC2 = 2,
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

innen AC = J i. Tehdt az AC 4tl6 hosszat nem lehet raciondlis
szammal kifejezni.

Ez a felfedezés megvaltoztatta az Okori tuddsok egyik posz-
tuldtumat, amely azt mondta ki, hogy barmelyik két inennyiség aranya
kifejezhetd két egész szdm hanyadosaként.

Egy legenda szerint ezt a felfedezést a plithagoreusok a legnagyobb
titokban tartottdk, és azt az embert, aki elmondta, azt az istenek
megblntették. Hajékat'asztréfaban halt meg.

I GYAKORLATOK

1. Bizonyitsatok be, hogy a VJ irracionalis szam!
2. lgazoljatok, ha egy természetes n szam nem négyzetszam, akkor

Ji irracionalis szam!

A szadmtani négyzetgyok tulajdonsagai.
| |A gyokvonas azonossagai

Koénnyi belétni, hogy =5, yi\A2=14, 0. Azt hihetnénk,
hogy >IcC=a. De ez nem igy van. Példaul a -J(-5)2=-5 egyenloség
nem igaz, mivel -5 < 0. Val6jaban Ugyanigy

meggy06zodhetink arrél, hogy ylpjf =7 és A-2,8)2=28.
Altaldnosan igaz a kovetkezo tétel.

141, t é t ¢ 1 Barmely valds szamra igaz az alabbi egyenloség:
yfu2=\a\ ¢
Bizonyitas © Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a Ja =b
egyenloséget, igazolni kell hogy b > 0 és b2=a.
Barmely a-ra, \& > 0.
Az abszollt érték meghatarozasa alapjan: (tf)2=cr. A
A kovetkez0 tétel altalanositja az el6zo kijelentést.
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14. A szamtani négyzetgyok tulajdonsagai. A gyokvonas azonossagai

142, tétel (a hatvany négyzetgyok e). Barmely
valos a szamra és termeészetes n-re igaz az alabbi egyenloség:

Jar =[a’|.

A tétel bizonyitésa az eldzd tétel bizonyitdsdhoz hasonld. Végez-
zétek el onalloan.

143. tétel (a szorzat négyzetgyok e). Minden
valés a > 0 és b ~ 0 szamra igaz az aldbbi egyenld'ség:

yfab=>fa Wb .

Bizonyitds. © Mivel -Ja >06és Jb >0, igy Ja Wb >0.
A szorzat négyzetére vonatkozé azonossaghdl kovetkezik:

[JTi-Vb) ={Ja) -(V¢) =tf6.Tehata Ja -Jb szorzat csak nemnegativ
értéket vesz fel és a négyzete egyenlé ab-ve\. A

Megjegyezziik, hogy ez a tétel érvényes tobb tényezdre is. Példaul,
haa>0 b>0¢éc >0, akkor

Jabe =J{ab)c =Jab Je =Ja -Jb Je

144, tétel (a tort négyzetgyoOk e) Minden valos
a > 0és b > 0szamra igaz az alabbi egyenloség:
[fi_ <&
n~db'
A tétel bizonyitasa az el6z6 14.3.-hoz hasonlé.
Konnyen belathatd, hogy két 61 és «S'terliletli négyzet koztil annak
nagyobb az oldala, melyiknek a teriilete nagyobb
(25. 4abra). Tehdt, ha 5, > S2 akkor

V[S\ > J$z < Ezen egyszerli gondolatmenet alap-

jan megallapithatjuk hogy: minden nemnegativ S.1
a, és a2 valés szamra, ha a, > a2 akkor
Wix > Juj. 25. abra
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

1. PELDA
Hatédrozzuk meg a kovetkez6 kifejezések ertékeét:
) VFf-73)2; 2) EF; 3) Vo8I -225 ;

Megoldas
1) U—+3)2=1-7,31=7,3¢
2) yi3T=122=1,44.
3) M0,81 225 =VOIST-V225"'=0,9¢15=135 .
4) [H="K =%
V49 VA9 T
2. PELDA

Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét: 1) >[8VT; 2) %—2:; .
Megoldés
I) A négyzetgydkdk szorzatat helyettesitsik a szorzat négyzetgyo-
kével:
VTIVI=VI8-2 =>/36 =6 »
2) A négyzetgyokok hanyadosat helyettesitsik a hanyados négyzet-
gyokeével:

724 2
M5l 5"
3. PELDA
Egyszerusitsiik a kovetkezo kifejezéseket: 1) ; 2) J9ab, ha
Megoldas

) A hatvany négyzetgydkének azonossaga alapjan:

2) A hatvany négyzetgydkeének azonossaga alapjan: V9a6=3 -\ay\m
Mivel a < 0, ezért 0’ < 0. igy
=3 ¢|la31=-3<73¢

3) ImAn2=\m\-\n\ =m-(-n)=-mn .
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14. A szamtani négyzetgyok tulajdonsagai. A gyokvonas azonossagai

4) Ja™ =\a*\. Mivel B > 0, ezert Ja™ =\a*\=a'&

4. PELDA
Hatarozzuk meg a kovetkezd kifejezesek erteket:
>) V372-12 2; 2) "8-648; 3 69 04!

Megoldas
1 A gyok alatti kifejezest alakitsuk szorzatté:
y/372-\2 2=V (37-12X37+12)=V25-49 =5-7 = 35.
2) A gyok alatti kifejezest alakitsuk negyzetek szorzatava:
JS ¢648 =/8- 2-324 ="16-324 =4-18=T2 »

3) VI6,90,4=VI169+0,04 =1302=26
5. PELDA

Abrazoljukaz y =Jx2+x fuggveny grafi-
konjat!
Megoldas
Mivel Wxr =|x|, ezert =]|jd
Ha x > 0, akkor y =x +x = 2x.
Ha x < 0, akkor y = -x +x = 0.

Tehat y J 2’ haX > © 26. &bra
[0, ha *<O0.

A fiiggveny grafikonja a 26. abran lathato.

Mivel egyenléVvVA"?

Fogalmazzatok meg a hatvany negyzetgyokertl szolo tetelt!
Fogalmazzatok meg a szorzat negyzetgyokerdl szolo tetelt!
Fogalmazzatok meg a tort negyzetgyokerdl szolo tetelt!
Ismeretes, hogy az a, es a2 nemnegativ szamokra a, > a2

Melyik szd&m nagyobb a vagy ?

SUNE N I A o
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452.

453.

454,

455.

2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

° Mennyi az alébbi kifejezések értéke:

1) vo4l; 4) 3JU2F- 7) sV(-10)T ;
2) VFW ; 5) 8)-471)N;
3) 25/(—1s)3 ; 6) V(-2)° ; 9)-loVF?

° Szamitsatok ki az alabbi kifejezés értékét:
1) Vo7, ha a = 4,6; -18,6;
2) Jo*,hab=-3; 12

3) 0,1\ hac=-2 5
° Szamitsatok ki a kovetkezd kifejezések értékeét:

1) yBh25 ; 9) V2564 ¢0,36 ;
2) Vi6-2500; 10) Vv0,01-0,81-2500;
3) JOM-36 ; 11)
4) V400 144 ; D)
5) V0,09 0,04 ; '
3IM ;
6) V6,25-0,16 ; 4)n2 oo
PR 169
7) VOMT; 15) {736_81
28 - I 256
8) Vr72-28; ( le 100
° Mennyi a kdvetkezd kifejezések értéke:
1) V36-81; 5) V0,36-121 ; 9) ~2,25-0,04-1600
2) V900-49; 6) V52-36; . ) M '
- |
3) Vi6-0,25; 7) VAMT, 1) e
[ " ;Oe " — e 7
4) J9 1,69 ; 8) Vi6e52; 12) 5
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14. A szamtani négyzetgydk tulajdonsagai. A gyokvonas azonossagai

456. ° Hatérozzatok megkovetkezd kifejezések értékét:

1) VIT-VT; 4) VO.009Vi000 ; 7) JTJ-Jij;
2) V32-V2; 5) 7200-7018; S) J1.Js-JI;
3) VIi8-V50; 6) 71T-72 726 ; 9)

457. ° Hatarozzatok megkovetkezd kifejezések értékét:

1) 727-71; 3) Ti6-TUT; 5)Ji|-VA"8;
2) VU-VJ; 4) 7°5-750; 6) !
458.° Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értekeét:
777 73 772 77-77
1 7 %) 748 - 5) 750 - N2
798 712 N 727 x 15
2 77 A 702 - & iy 5 7.1
459.* Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékeét:
0 r, 76-72
u 73 - J) 707 A 73
7070
76 Y 7242
460. * Az Iszam mely értékeinél igazak az aladbbi azonossagok:
1) yfatr=a; 2) Jcf=-ar
461. *Az a és a b szamok mely értékeinél igazak az alébbi azo-
nossagok:
1 JTib =Ja «Jb ; J 7d>-3~a ~b ?

2) Job =V-a mJ-b
462. * Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét! A gyok alatti
kifejezéseket alakitsatok at négyzetek szorzatava:

1) J18-32; 4) V75~48 ; 7) 72,7412
2) V8-~98:; 5) 288 -50 ; 8) ~80-45 ;
3) 73,6-14,4 ; 6) M5 oT2 ; 9) J33-291 .
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463.

464.

465.

466.

467.

468.

2. 8§ NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

*Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
1) J\8 -200; 3) 4409 ; 5)V*25¢ 32 ;
2) J3,604; 4) Ji3~52 : 6) J108~27 \
* Hatarozzatok meg a kdvetkezd kifejezések értékét:

1) V4P-402 3) B5J-7,52;  b) :

2) VI452—44: ; .4) ~21,8M-182=; 6) ’
*Hatarozzatok meg a kovetkez6 kifejezések értékeét:
1) V68:.-3,2=; 2) V9852-97,52; 3 )~~~
* Helyettesitsétek az alabbi kifejezéseket vellik azonos, gyokot

nem tartalmazd kifejezéssel:

1) 2) -0,4V?; 3) 4) VIA5'!
* Helyettesitsétek az alabbi kifejezéseket gyokdt nem tartalmazo,
veliik azonos kifejezéssel:

1) 1,2/7?; 2) 17 3)/? !
* Egyszerusitsétek az aldbbi kifejezéseket:

1) W7, ham> 0

2) \A7, ha ti <O0;

3) J\6p2, hap > 0

4) yfOJ&F, ha A< O;

5) V?7;

6) y/0,25b'4, ha b < 0;

7) yi8\x4/2, hay > 0;

8) V0P1INe*D, ha 7< 0; b > 0;
9) -1, 2W64x's, ha x < 0;
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14. A szamtani négyzetgydk tulajdonsagai. A gyokvonas azonossagai

I1)2i r J 1 S “haa<0;

12) -0,5/wbVU%MV , ha m < 0!
469.* Egyszerusitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) >i9n-

2) y/0,8\db, ha d > 0;

3) -5V4x2, ha x < 0;

4) -0,IvVI00z , haz > 0

5) VINY lia P " 0

6) d25m3x™ , ha /? < 0; n < 0,
7) abdadlic2, ha ¢ > 0; ¢ < 0

8) 8;»V /625:,3V ° ha /72 < 0, Ir> 0l

&2 V 144m6
470.**Az alabbi allitdsok kozil melyek igazak az a barmely valds
értékére:
) yf&2=a; 2) yfaéd=a2- 3) 4) Jd*=a4l

471.**Mely valds a értékekre igazak a kovetkezé egyenldségek:

2) 47F =-a5- 4V AAY) 22
472 .**Abrazoljatok az alabbi fuggvényeket:
1) y=yfx2-x ha X< 0; 3) y=VX-VX;

2) y =2x+Jx*; 4) y=-"L+3l
dx2

473. **Abréazoljatok az aldbbi fliggvényeket:
1) y=-Xx2- 2x ha X> 0; 2) y—V-xV—x!
474. * Mely x-ekre igazak az aldbbi egyenloségek:

1) IJx2=x-4-, 2) yx2=6-x; 3) 2>/Ir =x+3?
475. * Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
) yp'"x +S; 2) V7=6x-10!
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2. 8 NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

ISMETLO FELADATOK

476. Hatarozzatok meg az
f a2-5a | 25
U2-10a+25 a2-25
kifejezés értékét, ha a = 4,5!

477. Egy traktorosnak 8 nap alatt keil bevetnie a kijel6lt foldterletet.
A rossz id6 miatt naponta a tervezettnél 3 hektarral kisebb
foldterlletet tudott csak bevetni. Igy 10 nap alatt végzett a
munkaval. Mekkora foldtertletet kellett a traktorosnak be-
vetnie?

478. Az a és b természetes sz&mok kozi! a paros, b pératlan. Az
alabbi kifejezések kozul melyik értéke lesz barmely a és b-re
péros:

. ab' 9

Do +AMA; 2) y; A 5

I, NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

479. A tablara felirtak 102 egymaést kovetd természetes szamot.
Felbonthatok-e ezek a szamok két olyan csoportra, melyek
0sszege primszam (egy-egy csoportban legaldbb két &ssze-
adandénak kell lenni)?

Négyzetgyokot tartalmazd kifejezések
| lazonos atalakitasai

A szorzat négyzetgydkének azonossaga alapjan atalakitjuk a ~48

kifejezést:

V48=VI16-3=VIi6-"=4V3 «

Tehéat a yjdS felirhatd egy raciondlis szam, a 4 és egy irracionalis
szam, a VJ szorzataként. Ezt az eljarast a négyzetgyoOkjel aloli
kiemelésnek nevezzik.

Figyeljik meg az el6z6 atalakitast forditott sorrendben:

4V3 =VT6-V3 ="16-3 =>/48 «
Ez az eljards beviiel a négyzetgyobkjel ala.
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15. Negyzetgyokot tartalmazd kifejezesek azonos atalakitasai

1. PELDA
Az. alabbi kifejezesekben emeljiink ki tenyezoét a gyokjel alol:
1) 4\50; 2) yiTio* ; 3) 4) 4-b*\ 5) 4tfW, ha a <O\

Megoldas
1) A gyodkjel alatti szamot irjuk fel olyan szorzatkent, melynek egyik
tenyezdje negyzetszam:

4750 =j25-6=546 .

2) 4T2& = VI</Be2 =6cd4l .
3) A feltetelekbol kovetkezik, liogy b > 0, ezert

yfbr =~ T~b=\bn\ylb=bil4b .

4) A feltetelekbol kovetkezik, liogy b < 0, ezert
=1z, 7WCA=-ft'7,/1* .

5) A feltetelekbdl kévetkezik, hogy b > 0, ezert

d a ="Jadd =\a|+b\db =-abdb .

2. PELDA
Az aldbbi kifejezesekben vigyiunk be tenyeztét a gyokjel ala:
h -2/7 ;2) a7 ;3) 4) c4ad\

Megoldas
1) -2V7 =-/4-17 =728 .
2) Ha a > 0, akkor a41=442-4f =>lla2, ha d < 0, akkor a4f=
=-V?-V7=-VT77?.

3) A feltetelekbdl kovetkezik, hogy £ < 0, ezert 3bJ-*=

4) A feltetelekbol kovetkezik, hogy ¢ > 0, ezert =Jc2eyfch =-Jc".
3. PELDA

Egyszerusitsiik az alabbi kifejezeseket: 1) /54<7 +V24<7-/600a ;

2) B+2/3)(2-13); 3) (7-3/1)2- (VTo+r\VB)(/I0-V5)!
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK
Megoldas
1) Emeljunk ki tényezot a gyokjel aldl:
VA +V24a - Va0 =J9 *6a+-14m6a-J\00 woa =
=37 +276a - OVOIf =yiea 3+2- 10)=
=46a *(-5) = -5Vo;/.

2) (3+2V3)(2-V3)=6-3V3+4V3-2(\V3)f =

=6+V3-6=Vr
3) Alkalmazzuk a kiilonbség négyzetének és a kéttag killonbsége és
Osszege szorzatanak nevezetes azonossagait:

7- A2 - (VIO-\JIVIO \b)=72- 27 -2+ R2J-

4. PELDA
Alakitsuk szorzatta a kovetkezd kifejezéseket: 1) ¢2- 2; 2) - 4,

ha ¢ > 0; 3) 9c-6>i5c +5; 4) a+>fa; 5) VI+6; 6) VTA-VTI.
Megoldés
1 irjuk fel az adott kifejezést kéttag négyzetének kilbnbségeként

02 -2=a2- \2)2=@&V?)(a+VI).
2) Mivel a feltétel szerint b > 0, ezért

b-4 =(Vé)2-4 =(Jb- +2).
3) Alkalmazzuk a kéttag kil6nbségének négyzete azonossagat:

9c—6>I5c +5=@Ve 2-3Ve-VI+(VJ) =(3Ve-VJj .
4) Emeljink ki kozos tényezot: a+Ja={yfa) +J~a=V0o"(Vo"H).
5) VI+6=V3+2-(V3)2= V3(I+2V3).
6) V35-Vi? =V5-V7-V5-V3 =V5(V7-VJ).

5. PELDA
Egyszerusitsiik a kovetkezo torteket:
b-1 2- 3v2 a-b , |
D ovrreir v 3) a2-Jab+h-Mag>0é >0
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15. NégyzetgyOkoét tartalmazé kifejezések azonos atalakitasai

. Megoldéas
I) A tort szamlalojat alakitsuk szorzatta:

Vi+l \VI+1 VI+1

1) 2-3V2 _ (V2y -3V2 _ V2("2-3)_ 3
V] V] V]
3) Mivel a>0és b >0, igy szorzattd alakithatjuk Ggy a szamlalét,

mint a nevezot:
a-b _ (VIJ-VI)(Va+V])_ Va+Vl

a-2-Jab+b (VI-VI)2 da->fb’
6. PELDA
Gyoktelenitsiik a kovetkezo tortek nevezbjét:
IX 15 A4

VAR AsVI-l !
A nevezo gyOktelenitése azt jelenti, hogy a tortet Ggy bovitjlk,

hogy a nevezdjében ne legyen gyokos kifejezes.
Megoldas

1) Bovitsuk a tortet VJ-mal, vagyis szorozzilk meg a szamlalét és
nevezét is VJ-mal:
15 _ 15V3 _ 15VJ _ 15V _ sV
2Vl 2V) V3 2ivy2  2-3 2

2) Szorozzuk meg a szamlalot és a nevezot is 552 +\ kifejezéssel:

14 ufcVi+r) _14GVI+D)_ 14GVI+D)
5VI-1 (BV2-D(BV2+l) (BV2J-1 — 50-1
_14BV2+D)_ 2(5VI+i)_ 10VI+2

49 7 7

Fele 1et:1)7— ;2)7 wh +H
2 7
7. PELDA
lgazoljuk a

vWi+VJ VI-VJ) b-aJ” VI+Vy
azonossagot!
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

Megoldeis
\da +Jb -Ja-\b b-a)\ va +wb)
J7T(Ja - Jb)+ Jb (Ja +Jb)+ 2Job (] Jb (Ja +J-bX\
g777F)pr*7b) j¢ +jb y
a- -Job +Job +b+2 {jEL (y, (N -N)
1 1 ﬂ_(.l»

a-6

=\EM $M zS=y-I+jh.
(77 +77)(77- 77)

8. PELDA

Egyszerusitsik a V12+671 Kkifejezést!

Megoldas

Alakitsuk a gyok alatti kifejezést teljes négyzetté:

VIiT762"=vo+r7Vva(ran=$%+ jff=3+71.

Felelet 3+71.

480.

481.

482.

° Emeljetek ki tényezét a gyokjel alol:

1) 71; 4) 754; 7) 7275 ; 10)7p8;
2) TIT; 5) 7490; 8)7108; 11) TU !;
3) 731; 6) 7500; 9)7072; 12)736300!
° EgyszerUsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) 1745; 3) J-TI100;
3 10

2) 17128 ; 4) -0,0574400 !

° Emeljetek ki tényez6t a gyokjel aldl:
4) 7i25%; 7) - 270J8%; 10)17798;

1) 727;
2) 724; 5)1;96; 8) 19763; 11)107003;
3) 720; 6) 0,47250;  9) 0,871250; 12) 0,771000 !
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15. NégyzetgyOkoét tartalmazé kifejezések azonos atalakitasai

483. ° Vigyetek be tényez6t a gyokjel alé:

1) 772; 4) -loVIil; 7)i-v32; 10) -0,3VU)6 ;

2) 3VIT; 5) 578; 8 -|Vv54;

3) -2VI7 ; 6)6Va ; 9) I8Vi28a ;
484. ° Vigyetek be tényez6t a gyokjel ala:

1) 2V6 ; 3) -1IVT; 5 -7A; 7) 8~ ;

2) 9-\VJ; 4) 124b \ 6) -1070,7m; 8) -1718"!
485. ° Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) 4-Va+3Va-5Va,; 3) 5V +3-V7- Ve +37d ;

2) 6yfb+2>fb-8Vb-, 4) V5+7V5- 4V5 |

486. ° Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
1) 3va-2Va ; 3) 9V6-273+8VI-3Vo !

2) Vc+loVc-14Ve;
487.° Helyettesitsétek a kovetkezd kifejezéseket vellik azonos kife-

jezésekkel:
1) V9a+V25a-V49a ;

2) V6471V 36¢;
3) 2V0,04c -0,3Vi6e +jV0,81c ;

4) 0,4VI00m +\57-\,2j2,25m !
488. ° Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) 2V4x+6VIi67-V6257;

2) 370097-0,6VI447+7YAT!
489. ° Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) 8v2-V32; 3) V96-3V6;
2) 6V3-V27; 4) 2v500-8V5 ;
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490.

491.

492.c

493.°

494,

495/

496/

2. 8 NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

5) 5V7-V 700-0,5"28 ; 6) 27220-1V45-0,6"125
Racionalisak vagy irracionalisak-e az alabbi kifejezések:
1) V48-6-4>/3; 2) VI62 - 97/1+V27 ?
EQyszeriisitsétek a kovetkezo kifejezéseket:

1) 4/700-27/7; 4) 5E£-7V3;

2) yfl5-6y/3; 5) 3/72-4/2+2"98;

3) 2/50-8/J; 6) |§/I’08+V363 -(;3/243
Egyszeriisitsétek a kovetkezo kifejezéseket:

1) /2(/50+V8); 3 (W5-4/i)If;

2) (IT-Ziljl; 4) 2/2|3VT8-"V2+/32
Egyszeriisitsétek az alabbi kifejezéseket:

N 77(77-728); 3 €\5-V75+a)373 |

) (7i'8+TTN2; 4) (7600+76-724)76
Végezzétek el a Kijel6lt szorzast:

1) (2-/3)(V3+l); 6)

2) (>12+/f)(2/i-V5); 7) (4V2-2V3)(2/3+4V2);
3) (a+Vb)[a-Jb); 8) (IT+V«) ;

4) (/T-17)(Ir+-%/c); 9)

5) (4+VJ))(4-V3); 10) @-3Vv3)2!
Végezzétek el a Kijeldlt szorzést:

D (7T7+3NT7-D); 5 (5-4 75+ ;

2) (477—31)Q77+577); 6) (7i9+717)(79-T17);
3 (77-4(77+4; N (76+77)-;

4 (6-7i3)(6+717); 8 (3-2717)2!

Mennyi az alabbi kifejezések értéke:

1) (2+T7)2-477; 2) (76-77): +677?
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15. Négyzetgyokot tartalmazo kifejezések azonos atalakitasai

497. ° Hatarozzatok meg 4z alabbi kifejezések értékét:

1) @+VJ)2-6V5 ; 2) (>/i2-2v2)2+8V6 !
498. ° Gyoktelenitsétek a kovetkezo tortek nevezdjét:
4 7
3) J1.
D y2. URAES 5) 17: 0ot
12 N W 24
2) g . 4> Tn 6) 7T?; 8 swi

499.° Gyoktelenitsétek a kdvetkezd tortek nevezbjét:

o 13 O 3. M_2
O VAT BT/F> 3 Tio? 4) 726° B 71 6) 37
500.* Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:

1) *2- 3; 9) 6+6>/6+9;
2) 42- 2 10) 3+2V3c+c;
3) 5- 6¢2 1) 2+V2

4) 7—9, ha 7> 0; 12) 677-7,

5 m-nham>0 /7>0 13) £7-77;

6) 16a&- 25y, hax > 0,y > 0; 14) 771+/757;
7) a-2-J~a+l; 15) Ji5-35 !

8) Al77-28VIWTT+4977, ham > 0, n * 0;
501 Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:

1) 15- x2 6) m+2Jmn +n, ham > 0, « > 0;
2) 49x2- 2, 7) £7-477+4;
3) 36p - 64<7, hap >0, q > 0 8 5+77;
4) ¢ - 100, ha c > Q; 9) y/3¢-p;
5) ¢(7-80Ja +16/r | 10 7T2+732 !
502.* Egyszerusitsétek a kovetkezd torteket:
al-1 c-9 5-Ja- iJb
D oazyn 3 7c-3° 5 25a-49b
JJ-b a-b boo2- 9
2) 3-b2 "’ 4) Ja+ 17’ 6) \0a +3Jb
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

JI-\ Vi?—}_{_é a+1Jcth +b
) V6-Vj 9 s.viii 1) 52400
VA3 + Vil 13- IT 4b2-4bJe +c
J7+J2 > Vi -’ ) 2b-Je
"Egyszerlsitsétek a kdvetkezd torteket:
X-5 Vio+VJ Ja - Jb
1) V-5’ 9 vy ) a-idab +b’
Va+2 23-V2J A-8VJ+16
2) a-4°~’ 5) Vaz 8) Jb-4 e
a- 3 V24 'V28
%) Ja+1s ©) vs4-v63 *
Emeljetek ki tényezot a gyokjel alol:
1) VJaz, ha < > 3) VITT,
2) V562, ha < 4) VTI
Emeljetek ki tényez0t a gyokjel aldl:
1) Vigi2; 2) /1

506.* Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
1) v08-vJO+V32 ;
2) 3V’\+VI28-!\3/T62 ;

3) 0.7VAO0~r+2Yf08;
4) V572204 +3V804:
5) JTFb- —Jcfb , ha 7> 0, ¢ > 0

6) V?'+4cicr—5c2c !
507.*Egyszerisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) 0,5Vf2-3</27 +0,4"75 ;
2) 2,5J2%$b+j.J"~\0JOsm ;

3) JsW -5a3);+"-Jtf\
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15. Négyzetgyokot tartalmazé kifejezések azonos atalakitasai

508. * Bizonyitsatok be a kdvetkezd egyenldségeket:

1) VITh VT=W +2; 2) V14+8V3 =78+76 !
509. * Egyszerusitsétek az alébbi kifejezéseket:

1) @V3-I)(V27"+2); 4) (7+44d3)(2-V37 ;

2) UB'2r—8 V53 ; 5) (V6+2\5-V6-2\6] |

3) VVIT-4WIi7+4 ;
510.* Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

1) (3V2+I)(V8-2); 3) (\0- A«fé)(2 +«/0j ;
2) (3-2«ff) +@+2«/1]- 4) IV9- 4V2 W 9+4V2 Y!
511.* Egyszerusitsetek az alabbi torteket:
Aa + Ad5 xX- 6y
a2-5 ’ 4 o+ 6y- X-12y
728- 2 _ 77+ b
2 -2 » 5177237°
a + A«fédb + 46 . wTen- 27,.
a- Ab ,ha a>0, b > 0; 6) —m—n-_-?:“

512.* Egyszerisitsétek az alabbi torteket:

a-b a-27a+4
) 7iie-Tiia ° 3)  asa+8
2a + 10«/2ab + 25b ,
6;_15b ,haa>0ésb>0;
513.* Gyoktelenitsétek az aldbbi tortek nevez6jét:
72 15 1
D w2+1° 3)  fi5-TiT 5 - «b
4 19 73+1
2) 77473 4 275.1 6) u3-1

514 *Gyoktelenitsétek az alabbi tdrtek nevezdjét:

8 .. 9 Y
R 752 2 $56-T1" 3 «ixrdy> Y %4%!
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK
515. *lgazoljatok a kdvetkezd egyenldségeket:

i) — - =i®:4.+i-4 7i=4"'/2!
) 5-2V6 5+2ve_r+l‘_r I@’ylz_—\

V2+1
2 2 _ Q.
372+4  3Vv2-4
516. *lgazoljatok, hogy az alabbi kifejezések értéke racionalis szam:
6 6 VA+Vé | VIT-Vé ,
D 3:2v3 3-2v3° VIT-V6  Vn+Vé
517.* Egyszeriisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:
a 4ifa -4 a+Ji b
0 VA2 VA2 6 \va 2vo+2
Vw+l  V»+3 x Je-5.c¢-25
Jai-2 - Jm n o~ 3k
+4 VX-4 8) in NvY L.
3) Ay +y X+ V*Fy I~ VariJ 81’
Va a Vi7+Va ,  MT j.Va
4) Ja+4 a-16" 9 Jb Ja-JbJ Jb
Jb VXx-3M2VXj. Vx+3
5 vas mt
ad-b Jb-Ja 0>

5i 8* Egyszeriisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

Ja-3 Jij-4 Jm (Jm +Jf Ji

13 V«+l  Va 4) Jm-JA | JAd Jm-Ji
Ja+l Jb+l (VX +1 4Vxj x+Vx
a-Job Jib-b ’ 5) IVx-1 X-1

3 VX VX a-64 1 Ji +8 (

) y-2jy 3jy-6 " 6) Jfi+3 a+&di a—3Ji

519.%* Emeljetek ki tényezdt a gyokjel alol:

1) V-iri§ 4HJIrnW , hani <0, « <0

2) Jadli ,hag £0; 5)yl\ox3y 4, hay <0;

3) Jaxly ,hax <0; 6) J64crb9, ha a > 0;
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15. Négyzetgydkot tartalmazod kifejezések azonos atalakitasai

7) yl2A2niub's , ha b <0;

8) yi-mnQ's, haag >0 n<0
520. * Emeljetek ki tényez6t a gybkjel alol:

1) V-mDB;

2) -Ja2bA, ha b * 0;
3) V49a2>, ha a < 0;
4)

5) yi27x'5 A, hay <0;

6) J-50mbnbpl, ha aa> 0, A> O!
521. ” Vigyetek be tényez6t a gyokjel ala:

1) 6VJ; 5) xy2Ixy, ha x < Q;
2 b 5 6) 2pjf;
3) cVF; 7) 2pff;
4) inJdri, ha ni > 0; 8) ab2* , ha a > 0

522.%* \/igyetek be tényezdt a gyokjel ala:
1) m4i>ham >0 4) x4jx*y, hay < 0

2) 3nVEé, ha P < 0 5) 7%10';

3) Wp7; 6) SMJI;haﬂ<O,/)>O.
523.” Bizonyitsatok be a kbvetkezé azonossagokat:

r\(Vé@ 154a Y 8Va+4l f7Va-49 _
VU+7  a+l4Va +49J a- 49 \a+7

2) £M[+27 i_yj_3__ =
Va-V;, V.a-3Va+9 aVa+27y
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALUS SZAMOK

524.** EgyszerUsitsetek az alabbi kifejezeseket:

wa-Jb
D a+iob a—b Farsf  a+d

A 2-Jab mJa-mJb -Jb
~A+]b--
2) \J-a+Jb +JT) {ma+Jb Ja,

525. * Egyszerlsitsetek a kovetkez6 Kifejezeseket:

1) J3+2J32 ; 2) V7+4VJ ; 3) J11+2730 !
526. *EgyszerUsitsetek a kdvetkez6 kifejezeseket:

1) V8+2V7 ; 2) N\5+6>16 : 3) Ve+iThT!
527. * Egyszerlsitsetek az alabbi kifejezest:

1 1 +.. .+ e
V2+1 V3+V2 [T+VT V5+Vv4 ==~ yiOG+'99 m

528.* lgazoljatok, hogy
at o+ Vvol-1 .
V3+l VB+V3  A7+>/5 0 T \VOT+J&9
529. * lgazoljatok, hogy

JI-yi2+y12 yI2+32+y/2 -VI-V2+V2 =21
530. * Egyszerisitsetek az alabbi kifejezeseket:

D VI10+8V2+79+4V2 ; 2) V22+6V3+V13+V48 |

| ISMETLO FELADATOK

531. Egy munkésnak naponta 12 alkatreszt kellett elkeszitenie. Mivel
0 naponta 15 alkatreszt gyartott, igy a hatarid0 lejarta elott
mar 5 nappal, csak 30 alkatreszt kellett elkeszitenie. Hany
alkatreszt kellett a munkéasnak a terv szerint legyartania?

532. Egy kiérusitason egy termek arat 20%-kal csokkentettek. Hany
szazalekkal kellene ennek a termeknek az arat novelni, hogy
az eredeti aron lehessen ertekesiteni?

533. Egy csonak a folyon lefele haladva 32 km-t 4 ora alatt tett
meg, a folyon felfele pedig 8 ora alatt. Hatarozzatok meg a
folydviz sebesseget es a csdnak sebesseget allovizben!
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16. A negyzetgyokfiiggveny es grafikonja

534. Ferenc es Olga egy vonaton utazott. Ferenc a szerelveny
elejetdl szamitva a 12-edik vagonba szillt fei, Olga a vegetol
szdmitva a 4-edikbe. Flany vagonbdl allt a szerelveny?

535. Az adott kifejezesek kozul melyik erteke a legnagyobb, ha az
a szam pozitiv, a b sz&m pedig negativ:

1) erb; 2) -ab2A 3) -ab2Ad 4) ab\ 5) -adl

p, NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

536. Egy urhajo a Vendegvard bolygot azonos idészakonkent lato-
gatja meg (nem feltetleniil egesz naponkent). Lehetseges-e,
hogy ebben az evben eldszor hetfon, masodszor kedden, ne-
gyedszer vasarnap jart a bolygon?

A negyzetgyokfiggveny es grafikonja

Ha A-szel jel6ljik a negyzet teriletet, akkor az y - Jx keplettel
meg tudjuk hatdrozni a negyzet oldalhosszét. A terllet, az x véltozésa
maga utdn vonja az oldalhossz, az y valtozasat.

Erthetd, hogy minden x erteknek csak egy y ertek felel meg.
Tehdt az y es az x valtozd kozott egyertelmi a hozzarendeles, vagyis

az 'y = yfix keplet egy fiiggvenyt add meg.
Mivel a >fx kifejezes, csak a nemnegativ ertekekre ertelmezhetd,

igy a negyzetgyOkfuggveny ertelmezesi tartoménya is a nemnegativ
szamok halmaza.

A yfx kifejezes erteke sem lehet negativ szdm, igy egyetlen negativ
szam sem tartozhat hozza a fuggveny ertekkeszletehez. lgazoljuk,
hogy az y = -Jx fiiggveny barmely nemnegativ szdmot felvesz, peldaul
y = 7,2. Valoban letezik az argumentumnak olyan erteke, melynel
VT = 7,2. Ez a sz&m az x = 7,22 A bemutatott pelda igazolja, hogy

barmely nemnegativ b szdmra, letezik olyan x ertek, hogy Jx =bh.
Ez a szdm a b2
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

yil

28. abra

Tehat az y = >fx fliggvény értékkészlete a nemnegativ szamok
halmaza.

Figyelembe véve az y = Jx fiiggveny értelmezési tartomanyat és
értékkészletét megallapithatjuk, hogy a fliggvény grafikonja az |.
koordinata-negyedben helyezkedik el.

Készitslink fiiggvényértek tablazatot. Az aldbbi tablazatban feltiin-
tettiink néhany argumentumértéket és a hozza rendelt fliggvényértéket.

X 0 02 1 225 4 625 9
0 05 1 15 2 25 3
Tlntesstik fel koordinata-rendszerben azokat a pontokat, melyek

koordinatai a tablazatban szereplo értékparok (27. abra)!
Minél tobb olyan pontot tuntetiink fel, melynek a koordinatai

kielégitik az y=-Jx egyenletet, annal kevésbé fog eltérni a mi rajzunk

az y = yfx fuggvény képétol (28. abra).
Ha minden ilyen pontot fel tudnank tiintetni, akkor a 29. abran
lathatd rajzot kapnank. Késdbbi tanulméanyaitok soran megbizonyo-

sodtok majd arrél, hogy az y = Jx fuggvény grafikonja az y = x2
flggvény grafikonjanak az egyik aga.

ol ,
. tf2 - om_-
1 a1 t
0 i X 0 X . \]2 X
29. édbra 30. abra
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16. A négyzetgyokfliggvény és grafikonja

Vizsgéljuk az y = 4x flggvényt két tetszoleges X, és x2 argu-
méntumra, melyekre igaz hogy X, < x2 A szamtani négyzetgyok
tulajdonséaga alapjan megallapithatjuk, hogy < AxM. Ez aztjelenti,
hogy a nagyobb argumentum értéknek nagyobb fiiggvényérték felel
meg, és forditva, nagyobb fliggvényértékhez nagyobb argumentum
érték tartozik, vagyis ha < akkor x, < x2(30. abra).

Az alabbi tdblazatban dsszefoglaltuk az y = Vx flggvényrol az
ebben a pontban tanultakat:

Ertelmezési tartomany Minden nemnegativ szam
Ertékkészlet Minden nemnegativ szam
Grafikon A parabola egyik aga

Zérushely (az argumentum azon  x=0
értéke melynél a fiiggvényérték
nuila)

1. PELDA

Oldjuk meg grafikusan az Vx = 6 -

- X egyenletet!
Megoldas

Abrazoljuk kozos koordinata-rend-
szerben az y = Jxésazy =6- X
fuggvények grafikonjat (31. abra)! A
grafikonok metszik egymast, a met-
széspont abszcisszaja 4. Az ellenorzés
igazolja, hogy a 4 val6ban gytke az
egyenletnek.

2. PELDA

Hasonlitsatok 0ssze a kovetkezd szamokat: 1) 6 és JT\ ; 2) 3V7
és yj65\
Megoldas
1) Mivel 6 = V36 és 36 > 31, ezért 36 > igy 6 > VTT.
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

2) Tudjuk, hogy 3J1=J(33 es 63 < 65, igy J63 <Jfo . Tehit
3jl < M5,
3. PELDA

Mely x ertekekre teljesil a JX < 3 egyenlétlenseg? '
Mego Idas

Az adott egyenlétlenseget irjuk fei Vx < J9 alakban. Mivel az
y = JX fuggveny nagyobb ertekeihez nagyobb argumentum felel

meg, igy X< 9. Figyelembe veve, hogy a JX kifejezes csak pozitiv
szamokra van ertelmezve, igy 0 < X < 9,

4. PELDA

Egyszerisitsik a V(V5-2j+~  -3" Kkifejezest!
Megoldas
Vegyiik figyelembe, hogy Vb >2es J5 <3 igy J5-2 >0es

V5-3 < Q Tehat

+J(j5-3f =|V5-2| +|V5-3| =
=Js-2 +3-Js =1.
Felelet 1

* 1. Miaz y=Jx fliggveny ertelmezesi tartomanya?
2. Mi az y =77 fuggveny ertekkeszlete?

3. Melyik koordinata-negyedben van az y =Vx flggveny grafi-
konja?

4. Milyen gorbe az y =J7 flggveny grafikonja?

% Mi az y - 77 fuggveny zerushelye?
Az aes a \ﬂhemnegativ szamokrol tudjuk, hogy a =>b. Hason-

litsétok O6ssze a 77 es Jb kifejezesek erteket!
7. Tudjuk, hogy Ja < Jb. Mit mondhatunk el az a es a b

szamokrol?
537.° Toltsetek ki a tablazatot, ha y =Jx !
X 001 3 160
y 9 n 15
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16. A negyzetgyokfliggveny es grafikonja

538. ° Egy fuggveny az y = Vx keplettel van megadva.
1) Mennyi a flggveny 0,16; 64; 1,44; 3600 argumentumahoz
tartozo helyettesitesi erteke?
2) Az argumentum mely ertekenel veszi fei a flggveny a 0,2;
5; 120; -4 erteket?
539. ® Rajz nelkul &llapitsdtok meg az alabbi pontok kozil melyek

illeszkednek az y = Jx fuggveny grafikonjahoz: /i(36; 6); 4,

540.° Az aldbbi pontok kozil melyek tartoznak az y = Vx fliggveny
grafikonjéhoz:
1) A{16; 4); 3) C(3,6; 0,6);
2) B(49; -7); 4) D(-36; 6)?

541.° Hasonlitsatok 0ssze az alabbi szamokat:

3) 5es y/26; 6) 372 es 273 ; 9) (75 es 473!
542.° Melyik szdm nagyobb:

543.* Rajz nelkdl hatdrozzatok meg az y = Jx filiggveny grafi-
konjanak es az aldbbi egyenesek metszespontjanak koordinéatéit:
Dy=1 2)y=08  3)y=-6; 4)y= 500!

544.* Rendezzetek a kovetkezd szamokat csokkend sorrendbe: 8;
J62 ; 7,9; Vo5 ; 82!

545.* Rendezzetek a kovetkezd szamokat névekvd sorrendbe: V3S ;

6,1; 6, V5J; 59!
546.* Mely ket egymaést kovetd termeszetes szam kozott helyezkedik
el az alabbi sz&m a szdmegyenesen:

1) ~2; 4) V7 ; 7) V59 ;
2) V3; 5) VTJ; 8) -ViT5;
3) V5; 9) -V76,19?
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547.

548.

549.

550.

551.

552.

553.

554.

555.*

2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

* Mely két szomszédos természetes szam kozott helyezkedik el
az alabbi szdm a szdmegyenesen:
1) Ve; 3) 729; 5) -7i6 ;

2) 719; 4)7160; 6)-730J7?
* Nevezzétek meg azokat az egész szamokat, melyek a szam-
egyenesen az alabbi szamok kozott helyezkednek el:

1) 3 és Va8 ; 3) -VIJT és -2,3;

2) V7 és VI7 ; 4) -V42 és 28!
* Nevezzétek meg azokat az egész szamokat, melyek a szam-
egyenesen az aldbbi szamok kdzott vannak:

1) VT és VTT;, 2) Vio és V9G; 3) - VI45 és -V47 !
* Mely x értékekre igazak az alabbi egyenlétlenségek:

1) VT > 2 ) V* < 4; 3)6 < V7 <9?
* Mely x értékekre igazak az aldbbi egyenl6tlenségek:
) VT < § 2)VT > 7, 3)10 < V7 < 20?
*QOldjatokmeg grafikusan az alabbi egyenleteket:
1) VXx=x; 3) VX=X +2; 5) Vx=—;
X
2) V7=x2; 4) V*=05*+05; 6) V*=15-0,5%1
* Oldjatok meg grafikusan az alabbi egyenleteket:
) Jx=-*-1; 2)V7=2-x; 3)V*=]I
X
* Egyszerusitsétek az alabbi kifejezéseket:
HVMT; 3) V2V -3 ;
2) ViTo-Tvf 4) +>/(3-V3)r

Egyszerusitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V(V5-4]f ; 2)

556.** Oldjatokmeg a V7=-x2 egyenletet!

557.** Adott az f(x) = \ x~’ > fiiggvény!

iJx,hax>0
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16. A négyzetgyOkfliggvény és grafikonja

1) Hatarozzatok meg /(-8), / (O), f(9) helyettesitési értékeket!
2) Abréazoljatok a fiiggvény grafikonjat!

558. ** Adott az f(x) = Ix *ax " fiiggvény!

559.

560.
561.

562.

563.

564.

565.

[vx,hax >0
1) Hatarozzatok meg f(-2), f(0), f(l), /(4) helyettesitési ér-
tékeket!
2) Abréazoljatok a fiiggvény grafikonjat!

"Hatarozzatok meg az y = J”x fiiggvény értelmezési tarto-
manyat, értékkészletét és zérushelyeit! Abrazoljatok a fiiggvény
grafikonjat!

** Abrazoljatok az y =.I>~J': flggveényt!

* Egyszerlsitsétek a kdvetkezd kifejezéseket:

1) V8-2V7 ; 3 V12-6"3 ;

2) yl5-2y/6 ; 4) ~29-\2>72 |

* Egyszerusitsétek a kbvetkez6 kifejezéseket:

1) V9-4>/5 ; 2) Vv7-2vi0; 3 Vv37-20VJ !

* Az 7 paraméter értékeitdl fiiggben hany gybke van a Vx =
= a —x egyenletnek?

* Egyszerusitsétek a +0)2- 4>/a+ J(>fa- 2~ +Sria  kife-
jezést!

* Egyszerisitsétek a -0f+ 2 4 J a +0)2- 240" ki-
fejezést!

| ISMETLO FELADATOK

566.

567.

Az egyik konténerben 90 kg aima volt, egy masikban pedig
75 kg. Miutan az elsd konténerb6l haromszor annyi aimat vettek
ki, mint a masodikbdl, az els6 konténerben kétszer kevesebb
aima maradt, mint a masodikban. Hany kilogramm aimat vettek
ki az els6 konténerbdl?

A folyami kik6tdbél a vizfolyassal szemben egy motorcsénak
induit el, melynek a sebessége allévizben 12 km/h. 40 perccel
az indulds utdn meghibéasodott a csbnak motorja, és igy a
csbnakot a vizfolyds 2 ora alatt visszasodorta a kikotbbe.
Mekkora a foly6 sebessége?
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2. 8. NEGYZETGYOK. VALOS SZAMOK

568. Igazoljatok az aldbbi azonosségokat:

a-2b | . d+2b . er-2ab _
er +2ab a2-4b2 (2b-a)2) er +4ab+4b2 2’

2a 4a \ a2-9 _ a2-9a_a,
a+3 a2+6a+9) e+l a+3
569. Ket helyseg kozott az utat egy szemelygepkocsi 2 Ora alatt
teszi meg, egy tehergepkocsi 3 Ora alatt. Hany 6ra milva
talélkozik a szemelygepkocsi es a teherautd, ha a ket helyseghd!
egyszerre indulnak egymassal szemben?

FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

570. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) x2=0; 4) -3x2+12 =0; 7) "x2- 5x = (;

2) x2- 1=10; 5)542- 6x=0; 8 x2- 2x + 1= 0;
3) X2+ 5x = 0; 6) 0,2x2+ 2=10; 9) 9x2+ 30x + 25 = Q!

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

571. Az 1-t6l 37-ig levd termeszetes szamokat gy rendeztek el,
hogy barmely szdm osztbja az eldtte all6 szdmok Gsszegenek.
Melyik szam all ebben a sorban a harmadik helyen, ha az elso
helyen a 37 van, a mésodikon pedig az 1?

ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 4. sz. TESZTFELADAT

1. Az alabbi &l litdsok kozil melyik hamis?

A) -5 - egesz szédm;

B) -5 - raciondlis szdm;

C) -5 - irracionélis sz&m;

D) -5 - val@s szam.
2. Az alébbi szdmok kozil melyik irraciondlis?

A) V4; B) JOA- C) VP4; D) V400!

3. Az alabbi fuggvenyek kozil melyik grafikonja parabola?

A)y=2x B)y=x2 Qy=";, Dy=y.
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Ellendrizzétek magatokat. 4. sz. tesztfeladat

4. Az aldbbi rajzok kozul melyiken lathatdo az y = 4x fliggvény
grafikonja?

Ay ] B) y C)y‘j> 2

; o o X 0 X

5. Az alabbi kifejezések kozil melyik nem értelmezhetd?

A) J2; B)-£ ; C) D) V(-2)2.
6. Szamitsatok ki a 41x-3 kifejezés értékét, ha x = 4!
A) 5; B) -5; C) 25; D)-25.
7. Mennyi a J36 <081 Kkifejezés értéke?
A) 6,9; B) 54; C) 54 D)0,54.
8. Hatarozzatok meg az ~jVFQOj Kkifejezés értékét!
A) 2; B) 4; C) 2,5 D)0,4!
9. Egyszerlsitsétek a 49a -4\6a +V64a kifejezést!
A) 157 ; B) 157, C) 14~ ; D) la.

10. GyoOktelenitsétek a —}% tort nevezdjét!

A) 41; B) 4</2 ; C) 6"2; D) 10-/2
11. Egyszerusitsétek az ----° — tortet!
a-2*j2a +
A) B)Exi; O I p) 4a-4l
-Ja-y/2 ci-2 44 +42

12. Egyszerisitsétek a @2+ >)(2- VI)+(V5*+lj - V2O' kifejezést!
A) 15 B) 5; Q10-V5; D)10+575.
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OSSZEFOGLALAS
Ebben a fejezetben

az alabbi kifejezéseket vezettik be:
négyzetgyok;
szamtani négyzetgyok;
halmaz;
részhalmaz;'
irracionalis szam;
valés szam;

V V.V V V V

elsajatitottatok
> a gyokvonas miuveletét nemnegativ szamokbdl;
>m gyokos kifejezések egyszeriusitését;

> azy = X2és y = Jx fuggvény abrazolasat;

megtanultatok
> a szamtani négyzetgyok tulajdonsagait;

> azy = X2és az y= <k fluggvény néhany tulajdonsagat.



3. 8. A MASODFOKU EGYENLET

» Megtanuljatok megoldani az ax2 + bx + ¢ = 0 alaku
egyenleteket.

» Megismerkedtek a masodfokl egyenletekre alkalmaz-
haté nevezetes Viete tételével.

» Elsajatitjatok a masodfokl egyenletre visszavezethet6
egyenletek megoldasat.

Masodfoku egyenletek. A nem teljes
masodfokl egyenletek megoldéasa

Mar megtanultatok, hogyan kell megoldani a ax + b = 0 alaku
linearis egyenleteket, ahol a és b barmely szam, x a véltozé.

Ha a * 0, akkor az ax = b alaku egyenleteket els6foku egyen-
leteknek nevezzik.

Példaul a 2x = 3, 3x

els6foklak, viszont a Ox = 0 és Ox = 2 linedris egyenletek nem
elséfokuak.

Az a és a b szdmokat az els6fokd linearis ax - b egyenlet
egyutthatéinak nevezzik.

Azt a tényt, hogy az elso-
fokG egyenletek a lineéris
egyenleteknek részesetei a 32.
abra szemlélteti.

Mar talalkoztatok néhany
olyan egyenlet megoldasaval, 32. dbra
melyben a valtozd masodik hatvanya szerepel. Példaul felkésziilés
kdzben mar megoldottatok az x2= 0, x2- 1= 0, X2+ 5x = 0, x2-
- 2x + 1= 0 egyenleteket (570. példa). Ezek az egyenletek ax2 +
+ bx + ¢ = 0 alakuak.

0 és az = lineéris egyenletek

Meghatdrozéas. Az axl+ bx + ¢ = 0 alaku
egyenleteket masodfokau egyenleteknek
nevezzik, ahol x a valtozé, fl, b és ¢ barmely szdm és a ~ Q.
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3. & AMASODFOKU EGYENLET

Az a, b es ¢ szamokat a masodfokl egyenlet egyltthatdinak
nevezzik. Az a szdm a negyzetes tag egyitthatdja, foéegyutthatd, h
az elsofokil tag egyltthatja, ¢ a szabad tag.

Pelddul a -2x2 + 5x + 3 = 0 mé&sodfokl egyenletben a = -2,
b=5esc=3

Az olyan maésodfoki egyenleteket, amelyek foegyutthatdja 1,
redukalt mésodfoki egyenleteknek nevezzlk.

Pelddul az j2+JIx-\ =0, x2- 4 = 0, x2+ 3x = 0 egyenletek
redukalt mésodfoki egyenletek, mivel féegyltthatéjuk 1

Mivel az ax2+ bx + ¢ = 0 masodfoki egyenlet féegyutthatéja nem
lehet nulla, ezert barmelyik méasodfoki egyenlet felirhatd olyan alakban,
ahoi a foegyitthatd 1 Osszuk el az ax2 + bx + ¢ = 0 egyenlet

mindket oldalat tf-val: x2+a—x +a—=0.

Ha az ax2+ bx + ¢ =0 egyenlet b vagy c egyutthatdja nulla, akkor
az egyenletet hidnyos (nem teljes) masodfokli egyenletnek ne-
vezzuk.

A hidnyos masodfoki egyenletek harom reszesetet killénbdztetjuk
meg:

1L Ha b= c =0,akkor ax2= 0.

2. Ha c= 0 es b* 0, akkor ax2+ bx = 0.

3. Ha b= 0 es c* 0, akkor ax2+ ¢ —0.

Oldjuk meg mindegyik reszesetet kilon-kilon.

1 Mivel £7*0, ezert az ax2= 0 egyenletnek egyetlen gyodke van az
x = 0.

2. Az ax2+ bx = 0 egyenletet irjuk fei x(ax + b) = 0 alakban. Ennek
az egyenletnek mindig ket, x] es x2gytke van. Az egyik gyok a
nulla, a masik az ax + b = 0 egyenlet gydke. Tehdat x, = 0 es

3. Az ax2 + ¢ = 0 egyenletet irjuk fei x2=-~ alakban. Mivel
a

c * 0, igy ket eset lehetseges: < 0 vagy > 0. Konnyen
belathatd, hogy az els6 esetben az egyenletnek nincs megoldasa.
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17. Masodfokii egyenletek. A nem teljes masodfokil egyenletek megoldasa

A masodik esetben az egyenletnek ket gyoke van: x, =

A kapott eredmenyeket az aldbbi téblazat foglalja Ossze.

A b es ¢ egytthatok

ertekei Eg)fenlet Gyokok
b=c=0 w =0 x=0
b*0,c=0 ax2+bx =0 X =0, Xg:_a_
b=0, —a< 0 ax2+c=0 nines megoldas
b=0,--a >0 ax2+c=0

1=1 §2e=Y 4

PELDA
Oldjuk meg az ’\2—J|\f/|. =0 egyenletet!
Mego Idas
Ha x > 0, akkor x2- X =0;x2- 4=0; *=2vagy x =-2. Viszont
X =-2 nem felel meg az x > 0 feltetelnek.

Ha x < 0, akkor x2+7 =0; x2+ 4 = 0. Ennek az egyenletnek

nines megoldésa.
Felelet 2

1. Milyen egyenletet nevezink linearisnak?

Milyen egyenletet neveziink elséfokunak?

Hozzatok fei peldat olyan linearis egyenletre, amely els6foki es
olyan linearis egyenletre, amely nem elstfoki!

4. Milyen egyenletet neveziink masodfokinak?

. Hogyan hivjuk az ax2+ bx + ¢ = 0 egyenlet egyutthatoit!
Melyek a redukélt masodfokl egyenletek?

N

I
o Ul
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

Melyek a hianyos masodfokl egyenletek?

8. A hidanyos masodfoku egyenletek mely részeseteit kiildnbéztetjik

meg? Hany gyoke van ezekben az esetekben az egyenletnek?

572.° Az alédbbi egyenletek kozll valasszatok ki a mésodfokuakat!

573!

574.

575.

576.

Nevezzétek meg a masodfoku egyenletek egydtthatoit, foegyditt-
hatojat, szabad tagjat!

1) X=0; 6) X2+ x. + 6 =0
2) X =0; 7) -'Ix2+ Ix - 8=0;
X+ X=0; 8) X3- X- 9=0
4) X+ 1=0; 996 x.+4x =0
5 X- 4x+2=0 10) X2- 2x + 3 = 0.

irjatok fel azt a masodfok( egyenletet, melynek:

1) a foegyltthatéja 6, az elsofok( tag egyutthatéja 7 és a
szabad tag pedig 2;

2) a foegyltthatéja 1, az elsofokl tag egyutthat6ja -8 és a

szabad tag pedig ;
3) a foegyiitthatdja -0,5, az els6 foku tag egyiitthatdja 0 és a
szabad tag pedig 2—;

4) a foegyutthatoja 7,2, az els0 fokl tag egydtthatdja -2 és a
szabad tag pedig O

° Irjatok fel azt a masodfoku egyenletet, melynek:

1) a foegyutthatdja -1, az elsd foka tag egyitthatdja -2 és a
szabad tag pedig 1,6;

2) a foegylitthatoja és a szabad tag 2, az els6fok( tag egyutt-
hat6ja O!

° irjatok fel az aldbbi egyenleteket ax2 + bx + ¢ = 0 alakban,

nevezzétek meg az a, b és c egyutthatokat:

Dex (3-x)=7- 2x2

2) x (x+ 1) =(x- 3) (Ix + 2);

3) Bbx - N2=(x+4) (x- 2);

4) 4x (x + 8) - (x- 6) (x+6) - Q

° irjatok fel az aldbbi egyenleteket ax2 + bx + ¢ = 0 alakban,

nevezzétek meg az a, b és c egyutthatokat:
Dx(x+ 10) = 8 + 3;
2) (X + 2)2=2x2+ 4
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17. Masodfoku egyenletek. A nem teljes masodfokl egyenletek megoldasa

577. ° Az aldbbi egyenletek kozul nevezzétek meg azokat, melyek
foegyitthatoja 1 (redukalt masodfoku egyenlet). Alakitsatok at
* a tobbi egyenletet redukalt masodfok( egyenletté:

1) a2- 5x + 34 = O 4)16 - 6x + X2 = 0;
2) 2x2+ 6x + 8 = 0; 5)-x2+ 8 -7 = 0;
3) ijc2+*-5 =0; 6)-0,2x2+ 0,8x +1=0!
578. °Alakitsatok at az egyenleteket redukalt masodfokd egyenletté:
1) i-x2-2x-3 =0; 3) 2+ x+2=0

2) -4x2+ 20x - 16 = O;

579. ° Az 1, 0; -3; 2; -10 szamok kozil melyek gyokei az x2 +
+ 9x - 10 = 0 egyenletnek?

580. ° lgazoljatok, hogy:
1 -1 gyoke az x2- 2x + 3 = 0 egyenletnek;

2) a -i és a-3 gybke a 3x2+ 10x + 3 = 0 egyenletnek;
3) a -yfl és gyoke a 3x2-6 = 0 egyenletnek!

581 Igazoljatok, hogy:
1) -5 gyoke az x2+ 3x - 10 = O egyenletnek;

. 12
2) a 4 gyoke az —x - 4x = 0 egyenletnek!
582. ° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) 5x2- 45 = Q; 4) 2x2- 10x = 0;

2) X2+ 8 = 0; 5) 64x2-9 = 0;

3) 2x2- 10 = 0; 6) x2+ 16 = 0!
583. ° Oldjatok meg a kovetkeztd egyenleteket:

) x2+ 7x = 0; 3) 3x2-6 = 0;

2) 2x2- Ux =0 4) -8x2= 0

584. ° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
) (3x- 1) (x +4) =-4
2) (2x - DN2- 6 (6 - xX) = 2x;
A X+2) xX-3)- (Xx-5 (X+5)=x2-x
585. ° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
) B3x - 2) 3x +2) + (4x - 5)2= 10x + 21;
2) (2x- D (x+8)- (x- 1 (x+ 1= 15«
586. ° Hatarozzatok meg azt a két szomszédos természetes szamot,
melyek szorzata 36-tal nagyobb a kisebbik szamnal!
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3. 8. A MASODFOKU EGYENLET

587. ° Hatarozzatok meg azt a két szomszédos természetes szamot,
melyek szorzata 80-nal nagyobb a nagyobbik szamnal!

588. * Igazoljatok, bogy a 2-VJ és 2+>5 szamok gydkei az
X2 - 4x + 1 =0 egyenletnek!

589. * Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

2) =21
590.* Oldjatok meg a kdvetkezd egyenleteket:

591.* Mekkora az 777 ha:
1) 2 gybke az a2 + mx -6 = 0 egyenletnek;
2) -3 gyoke a 2a2- 7a + wm = 0 egyenletnek;

2) y gyoke az nrx2+ l4a- 3 = 0 egyenletnek?

592. *Mekkora az  ha:
1) 6 gyoke az x2- nx + 3 = 0 egyenletnek;
2) 0,5 gyoke az nx2- 8a + 10 = 0 egyenletnek?

593. * Csoportositasi modszerrel alakitsatok szorzattd a bal oldalt, és
oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) a2- 6a+ 8 = 0; 3) a2+ 22a- 23 = 0O
2) X2+ 12a + 20 = O;

594.* Alakitsatok teljes négyzetté és oldjatok meg a kovetkezd egyen-
leteket:
1) a2- 4a+ 3 =0 3) a2+ 8a + 20 = 0!
2) a2+ 6a—7 =0

595.* Alakitsatok szorzatta a bal oldalt, és oldjatok meg a kdvetkezo
egyenleteket:
1) a2- 10a+ 9 = 0; 3 a2- a- 2 =0
2) a2+ 2a- 3= 0; 4) a2+ 6a+ 5 = 0!

596. * Két természetes szdm négyzeteinek az 0sszege 17-tel tdbb a
nagyobbik szam kétszeresénél. Melyek ezek a szdmok?

597. *Hatarozzatok meg azt a két egymast kovetd egész szdmot,
melyek négyzeteinek az ¢sszege 1!

598.* Az m mely értékeinél nem masodfokuak az alabbi egyenletek:
D(m-4)a2+mx+7=0;
2) (nr + 8/m) a2+ g+ 8) a+ 10 = 0;
3) (lm- 81) - 6a+ m=0?
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599.

600.

601.

602.

603.

604.

605.

606.

17. Méasodfoki egyenletek. A nem teijes masodfoku egyenletek megoldasa

* Az ax2+ bx = 0 méasodfokl egyenlet nullatdl kilonbdzd gyokei
milyen eldjelick, ha:

Da =>0b >0; 3)a >0, b <O

2) a <0,b >0; 4)a <0, b <0?

* Létezik-e az ax2 + ¢ = 0 hidnyos masodfoku egyenletnek
megoldasa, ha:

)a >0,c >0; 3)a >0, c <0

2) a <0,c >0; 4)a <0, ¢ <0?

**A 3x2- 2x +4 + * = 0 egyenletben a csillagokat helyettesitsétek
olyan tébbtaggal, hogy a kapott hianyos masodfokl egyenletnek
gyokei legyenek az aldbbi szamok:

1) 0 és 4 2) -1 és 1

**Az X2+ 5x - 1+ * = 0 egyenletben a csillagokat helyettesitsétek
olyan tébbtaggal, hogy a kapott hianyos masodfoku egyenletnek
gyOkei legyenek az alabbi szamok:

1)0; -7; 2)-4; 4
**Qldjatok meg az alébbi egyenleteket:
1) j2—31e=0; 3) x2-L1i=0;
2) x2+IX12x=0; 4) & -~ =0!

*Qldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) X-71X=0; 3) 2x2-" - =0.
™

2) X2-6|*|+* =0;

**Az a mely értékei mellett lesz az (a - 2) x2+ (2a- 1) a +

+ a2- 4 = 0 egyenlet:

1) linearis;

2) olyan masodfoku egyenlet, melynek féegyutthatdja 1

3) hianyos masodfoku egyenlet, a * 1;

4) olyan hianyos masodfokd egyenlet, melynek fdegyittha-
téja 1?

**Az a mely értékénél lesz az aldbbi egyenletek egyik gydke 0?

Mi a masik gyok:

Hhx2+ax +a-4=0;

2) 4x2+ (a —8) a+ a2+ a = 0

3) ax2+ (a + 3) x + a2—3a =0?
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

| ISMETLO FELADATOK

607. Veégezzétek el a kijelolt miveleteket:

3-2a l-a- 56a5 b2
D 2 a 4) b4  14b5°
2) c2;62 +2h; 5) 722‘3“ (27a D)
4 c+4 4a2- 1.103+5

3) c2-4c c2-16 ©) a2-9 a+3
608. Egyszerusitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

1) 10V3- 5748 +2775 ; 3) (5-7If;

2) (3:5-2720)75 ; 4) (7i8-73)72 +05724 !
609. A 33. dbra melyik rajzan lathaté az alabbi fiiggveények gra-

fikonja:

\)y =x2 2)y=2 3)y=f, Ay =j?

33. abra

610. A tanul6 egy kétjegyu szamra gondolt. Ha a szarn mindkét
szamjegyét kettdvel ndveljik, akkor a kapott szam 13-mal
kevesebb a gondolt szdm kétszeresénél. Melyik szamra gondolt
a tanuld?

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA
611. Egy szamoldgépbe, ha az (a; b) szampart taplaljak be, akkor

az a+b. 2 szdmpart adja ki. Lehetséges-e ezzel a

a b
géppel a (0,25; 1000) szamparbdl a (1,25; 250) szampart kapni?
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18. A masodfoku egyenlet
megoldoképlete

Ha jsmerjik az ax = ¢ elsofoku egyenlet a és b egyutthatojat,
akkor az egyenlet gyokét az x == képlettel hatarozhatjuk meg.

Kivezetjik azt a képletet, mellyel az a, b és ¢ egyutthatdkon
kereszti.il meghatarozhatjuk az egyenlet gyokeit.
Induljunk ki a masodfok( egyenlet altalanos alakjabél:
ax2+ bx+c =0 N
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 4c/-val. Mivel <7/0,
ezért az eldzdvel egyenértéki egyenletet kapunk:
4 aXx2 + 4abx + 4ac = 0.
Az egyenlet bal oldalat alakitsuk teljes négyzetté:
4aXx2 + Aabx + b2- b2+ 4ac = 0;
(2ax + b)2- b2- 4ac. 2
A (2) egyenlet megoldasa és gyokeinek szdma a b2- 4ac kifejezés
elojelétdl ftigg. Ezt a kifejezést a masodfokd egyenlet diszkri-
minansanak nevezziik, és D betiivel jeloljik. Tehat D - b2- 4ac. A
diszkriminans fogalom a latin discriminare sz6bdl ered, melynek
jelentésc 'negkiilonboztetni, elvalasztani.
Tehat a (2) egyenlet igy is felirhato:
(2ax + b)2= D. ©))
A kovetkezé harom eset fordulhat el6: D <0, D =0, D > 0.

1 Ha D <0, akkor a (3) egyenletnek és igy az (1) egyenletnek sincs
megoldasa. Valdban, mivel a (2ax + b)2kifejezés az x barmely
értékére nemnegativ.

Kovetkeztetés ha D <0, akkor a mésodfoku
egyenletnek nincs valds gyoke.

2. Ha D =0, akkor (3) egyenlet az aldbbi moddon irhat6 fel:

(2ax + b)2= 0.
2ax + b =0;

Kovetkeztetés:/wZ) =0 akkor a masodfoku

egyenletnek egy gyoke van: X =—.
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

3. Ha D > 0, akkor a (3) egyenlet igy irhatd fei:

(2ax+bf =
Ebbdol kapjuk, hogy 2ax+b=-J~D vagy 2ax+b=Jl). Tehat

vagy

Kovetkeztetes: ha D > 0, akkor a masodfoki
egyenletnek ket gyoke van:
-b +JD
2a
Gyakran hasznaljak a roviditett fei frast.

X =-bxJ6
2a

Ezt a feifrast szokds az ax2 + bx + ¢ = 0 masodfokl egyenlet
megoldbékepletenek vagy gyokkepletenek nevezni.

A kepletet alkalmazni lehet abban az esetben is, ha D = 0. Akkor

w=-btVO_ b
2a 2a

A masodfoki egyenlet megolddsat az aldbbi algoritmus szerint
vegezzlk el:

e meghatdrozzuk a mésodfokii egyenlet D diszkriminansat;

 ha D <0, akkor az egyenletnek nincs megoldésa;

 ha D > 0, akkor alkalmazzuk a megoldokepletet.

Ha az els6foki tag egyiitthatoja paros, tehat felfrhatd 2k alakban,
akkor alkalmazhatunk egy masik kepletet, mely sok esetben leegy-
szerUsiti a sz&mftést.

Ebben az esetben a mésodfoki egyenlet ax2+ 2kx + ¢ - 0 alakd.

Szamitsuk ki az egyenlet diszkriminénsat: D = 4kr - 4ac = 4(/c -
- ac).

Jeloljik a k2 - ac kifejezest Dr gyel.

Ha D, > 0, akkor a megoldtkeplet alapjén:

-2k+j4DN _ -2k+2yfDA _ 2{-k£JI")
X= .
ol 2a 2a a
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18. A masodfoku egyenlet megoldokeplete

vagyis =-_-+"L, ahol Di =k2- ac.
1. PELDA
Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket:
) 3x2- 2x - 16 = 0 4y x2- 6x + 11 =0
2) -0,5x2+2x - 2 =0; 5) 5x2- 16* + 3 = 0.

3) x2+ 5x - 3 =0;
Megoldas
1) Az egyenlet egyiitthatoi: a =3, b = -2, ¢ = -16.
A diszkriminans
£=:2- 4ac = (-2)2- 4 «3 «(-16) = 4 + 192 = 196.
A gyokkepletbe helyettesitve
_2-VT% _2-14 _ 0 __ 2+14_8_02
X|------ 6 6 Z’ 2 6 3"-3'

Felelet -2; ZJ—.

2) D=22- 4+(-05) ¢(-2) =4-4 =0.
Tehat ennek az egyenletnek csak egy gyoke van:

X :_-2130 =2,

Megjegyezziik, hogy ezt az egyenletet mas modszerrel is meg-
oldhatjuk. Szorozzuk meg az egyenlet mindket oldalat -2-vel:
X2- AX+4=0; x- 2)2=0;,x- 2=0;, x=2
Felelet 2
3) D=52- 41+(3) =25+ 12 =37,

Az egyenletnek ket gyoke van: r, = y Xs=~ 427- .

Felelet
2

4) D=(-6)2- 4111 =36-44=-8<0.
Tehat az egyenletnek nines megoldasa.
Fele let: Nines megoldas.

5) irjuk fel az adott egyenletet 5x2+ 2 « (-8)x + 3 = 0 alakban, es
alkalmazzuk az ax2+ 2kx + ¢ = 0 egyenlet megoldokepletet:
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

Dx= (-8)2- 5 +3 = 49;

Felelet j; 3

2, PELDA
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket:
- =0: - AL = -S-
1) x2+6y/P'-1&=0; 3) 9x2-8x +o e I+X$_1I

2) *2-lo(V*J-24 =0;
Megoldas

D Mivel IJx2=|*|, igy az*2+ 6/ -16 = 0 egyenletet keli megoldani.
Ha* > 0, akkor az *2+ 6/ -16 = 0 egyenletet kapjuk, melynek
gyokei -8 és 2, viszont a -8 nem felel meg az X > 0 feltételnek.
Ha * < 0, akkor az *2- 6*- 16 = O egyenletet kapjuk, melynek
gyokei 8 és -2, viszont a -2 nem felel meg az * < 0O feltételnek.

Felelet -2; 2

2) Mivel (V*) =*, ha* > 0, ezért a valtozd olyan értékeit keressik,
melyeknek két feltételt keli kielégitenitk: *2- 10* - 24 = 0 és
* > 0. Azt is mondhatjuk, hogy az eredeti egyenlet ekvivalens az

J*2-10*-24 =0,
[v>q egyenletrendszerrel. Az *2- 10* - 24 = 0
egyenletnek két gyoke van a -2 és 12, viszont a -2 nem felel meg
az * > 0 feltételnek.

Felelet 12

19*2—8y —1

3) Az adott egyenlet ekvivalens a j ” egyenletrendszerrel.

160



18. A masodfoku egyenlet megoldokeplete

Felelet:

S.ffflillDft
A b mely erteke mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy gyoke:
) 2x2- bx + 18 = 0; 2)* b +6)x2- (b-2)x+ 1=0?
Megoldas
1) Az adott egyenlet masodfoku, igy akkor lesz az egyenletnek egy
gyoke, ha a diszkriminans O.
D=D0b2- 44218 =D02- 144
b2- 144 = (;
=-12 vagy ¢>=12.
Felelet:Z> =-12 vagy b =
2) Hab=-6,akkor a8+ 1=10 egyenletet kapjuk, melynek csak
egy gyoke van.
Ha b * - 6, akkor az adott egyenlet masodfoku, igy akkor lesz az
egyenletnek egy gyoke, ha a diszkriminans O:
"D=(Mm-22-40b+6)=Db2-4b +4- 4b- 24 =
= b2- Sh - 20.
Megoldva a b2- Sh - 20 = 0 egyenletet azt kapjuk, hogy b = -2
vagy b = 10.
Felelet b=-2 vagy (=10 vagy b = - 6.

A matematikatanarok tobb
nemzedeke es tanitvanyaik is
Mikola Andrijovics Csajkovszkij
(1887-1970) hires ukran peda-
gogus es matematikus Masod-
foku egyenletek cimu kony-
vebol meritettek pedagogiai ta-
pasztalataikat es bovitettek tu-
dasukat.

M. A. Csajkovszkijnak oriasi
pedagogiai es tudomanyos ha-
gyateka van. Munkassagat Uk-
rajna hatarain tul isjol ismerik.
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612.

613.

614.

616.°

3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

Mi a masodfokl egyenlet diszkriminansa?

Hogyan fiigg a masodfokl egyenlet gytkeinek szama a disz-
kriminans értékétbl?

irjatok le a masodfoki egyenlet megoldoképletét!

Milyen algoritmus szerint oldjuk meg a masodfoku egyenleteket?

° Hatarozzatok mg az alébbi egyenletek diszkriminansat és alla-
pitsatok meg a gyokok szamat:

\) X8+ 2x - 4 =0; 3)2x2- 6x - 35 =0;
2) X2- 3x +5 =0; 4)5x2- 2x + 0,2 =0!
° Az alabbi egyenletek kozul melyiknek van két gyoke:
DX+ 4x + 8 =0; 3) 4x2- \2x + 9 = Q;
2) 3x2- 4jc—1=0; 4) 2x2- 9x + 15 = 0?
° Az alabbi egyenletek kdzll melyiknek nines gyoke:
1) X- 6x +4 =0; 3)3x2+4x - 2 =0;
2) 5x2- 10a+ 6= 0; 4)0,04a2- 04 a+ 1= 07
615.< Oldjatok meg a kovetkez6 egyenleteket:
1) a2- 4a+ 3 = 0; 11) 2a2- a- 6 = 0;
2) a2+ 2a- 3 =0 12) 3a2- 4a- 20 = O;
3) a2+ 3a- 4 =0 13) 10a2- 7a- 3 = 0;
4) a2- da- 21 = O; 14) -5a2 + 7a- 2 = O;
5) a2+ a- 56 = 0; 15) -6a2- 7a-1 = 0;
6) a2- 6a- 7 =0; 16) 3a2- 10a + 3 = 0
7) a2- 8a+ 12 = (; 17) -3a2+ 7a+ 6 = 0;
8) a2+ 7a+ 6 = 0 18) a2- 4a+ 1=0;
9) -a2 + 6a + 55 = O; 19) 2a2- a- 4 = 0;
10) 2a2- 3a- 2 = 0; 20) a2- 8a + 20 = 0!
Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1)a2- 3a+2=0; 7) 4a2- 3a- 1= 0;
2) a2+ 12a-13 = 0; 8) -2a2+ a+ 15 = (;
3) a2- 7a+ 10 = 0; 9) 6a2+ 7a- 5 = 0;
4) a2- a- 72 =0 10) 18a2- 9a- 5 = (;
5) 2a2- 5a+ 2 = O; 11) a2- 6a+ 11 = 0
6) 2a2- 7a- 4 = 0; 12) -a2- 8a+ 12 = O

617.

A Vvaltozé mely értékeire:
1) egyenlok a 6a2- 2 és 5 - a tobbtagok értéke;
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18. A masodfokd egyenlet megoldoképlete

2) egyenld az y - 6 kéttagu kifejezés és az y2- 9y + 3
haromtagu kifejezés értéke;

3) egyenlok a 4m2+ 4m + 2 és 2nr + 10/? + 8 haromtagu
kifejezések értéke?

618. ° A valtoz6 mely értékeire:

619.

620.

621.

622.

623.

624.

625.

626.

1) egyenlok a 4x + 4 kéttagu kifejezés és a 3x2 + 5x — 10
haromtagu kifejezés értéke;

2) egyenlok a 10p2+ 10p + 8 és 3p2- 10p + 11 kifejezések
értéke?

° Hatarozzatok meg az aldbbi egyenletek gyokeit:

) (2x - 5) (x + 2) = 18;

2) (4x - 32+ Bx- ) B*+1 =09

3) O+ 3H2- 2x - 2= 16

4) (x - 6)2- 2x (x + 3) = 30 - 12x;

5 X+ 7 (c- 8- (dx + 1) (x- 2) =-21x;

6) (2x - 1) (2kc+ 1) - x(I - x) = 2x (x + 1)!

° Oldjatok meg a kdvetkezd egyenleteket:

D (x - 4)2=4x - 11,

2) (x +5)2((x-7) (x+7) =6x- 19

) Bx- 1) (x+4)=Q2gc+ 3 (x+3)=-17!

° Hatarozzatok meg azt a természetes szamot, mely 42-vel keve-

sebb négyzeténél!

° Hatarozzatok meg annak a téglalapnak a keriiletét, melynek a

teriilete 70 cm2 és egyik oldala 9 cm-rel hosszabb a masiknal!

° Két szam szorzata 84. Hatarozzatok meg ezeket a szamokat,

ha az egyik 8-cal kevesebb a masiknal!

° Két szomszédos természetes szdm szorzata 89-cel tobb dssze-

guknél. Melyek ezek a szamok?

° Melyik két szomszédos természetes szam négyzetének az

0sszege 365?

* Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

1) 2x2+x>15-\5 =0; 8) 2f2-4 2Y+3
2) x2- jd\6-1)-Vé =0 ; 4) 4,y;+x x';17: 5\:3- Li

627.* Oldjatok meg a kdvetkezd egyenleteket:

1) x2+3jcvV2+4=0;
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3. & AMASODFOKU EGYENLET

2) X2- x(ylJ+2)+2VI=0;

7 3 4

628. * Az a mely értéke mellett Iesz4— az aX2 + 4ax -5 =0

egyenlet gyoke?

629. * Az a mely értéke mellett lesz 2 az x2- 0,5ax - 3a2=0
egyenlet gyoke?

630. * Egy négyzet alaka papirlapb6l levagtak egy 3 cm széles csikot.
A maradék papirlap teruilete 40 cm2 Mekkora volt az eredeti
papirlap oldalhossza?

631. * Egy 18 cm hosszu téglalap alaka papirlapbdl levagtak a téglalap
szélességével egyenld oldalhosszUsagu négyzetet. A maradék
téglalap teriilete 72 cm2 Mekkora az eredeti téglalap sze-
lessége?

632. * Egy derékszogli haromszog befogdinak kilonbsége 14 cm,
atfogoja 34 cm. Mekkordk a haromszog befog6i?

633. * Egy téglalap oldalainak kilonbsége 31 cm, atléja 41 cm.
Mekkoréak a téglalap oldalai?

634. * Hatarozzatok meg azt a harom egymast kdvetd termeészetes
paratlan szamot, melyek kozil a legkisebb négyzete 33-mal
tébb, mint a masik két szam 6sszegének kétszerese!

635. * Hatdrozzatok meg azt a négy egymast kdvetd paros természetes
szamot, melyek kozil az elsd és a harmadik 6sszege 5-szor
kisebb, mint a masodik és a negyedik szdm szorzata!

636. * Bizonyitsatok be, hogy ha a masodfokl egyenlet foegyitthatéja
és szabad tagja kulonbdzo eldjell, akkor az egyenletnek két
gyoke van!

637. *(Osi indiaifeladat.) Majmok jatszottak egyszer - igy sz0l az
indiai hir -, nyolcadrésziik négyzetre emelve mar ugral az
erdében. A fennmarad6 tizenkett6 tdncolva és nagy zajjal a
z6ld lombok kbzé szaladt. Hanyan voltak Gsszesen?
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638.

639.
640.

641.

642.

643.

644.

645.

646.

647.

648.

649.

18. A méasodfoku egyenlet megolddképlete

** Az idei labdarigo-bajnoksagban 36 mérkdzést jatszottak le.
Hany csapat vett részt a bajnoksagon, lia fordulénként mindenki
mindenkivel jatszott?

**Hany oldala van annak a sokszégnek, melyben 90 atl6 hdzhat6?
Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

D [x2+7x-4|=4; 4) x2+|—|l—12=0;
2) 5x2-8 K +3=0; 5) X2-SJx* +15=0;
3) XIX+6x-5=0; 6) x2+4VP"-12=0!
Oldjatok meg az alébbi egyenleteket:
1) |x2+10x-4|=20; 3) —I’\r14x—15 =0;
X
2) xIxI+12x—45=0; 4) x2 -9 =0!
Oldjatok meg a kdvetkezd egyenleteket:
1) v +2&a+M - =-1-+80; 2)
x-8 x-8

Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

+ 55— —1--——-—: .14 - 3=0!
1) 6x2+5x T 1 ey 2 5)(214I\\//X)f 3=0!
A b mely értéke esetén lesz az alabbi egyenleteknek egy gyoke:
1) 2x2+ 4x - b = 0; 2) 3x2- bx + 12 = 0?
A b mely értéke esetén lesz az alabbi egyenleteknek egy gyoke:
1) 6x2—18x + b = 0; 2) 82+ bx + 2 = 0?

Igazoljatok, hogy az alabbi egyenleteknek a p barmely értéke
mellett két gyoke van:

D 4x2- px - 3 =0; 2)xX2+px+p-2=0
Igazoljatok, hogy az alabbi egyenleteknek az m barmely értéke
mellett nines megoldéasa:

Dx2+ mx + ml+1=0; 2) X2- 2mx + 2m2+ 9 = Q!
Bizonyitsatok be, hogy az x2+ bx - 7 = 0 egyenletnek a b
minden értéke esetén ket gydke van!

Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x2- (3a+ 1) x + 2al+ a = 0;
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3. 8 AMASODFOKU EGYENLET

2) X2- (2a +4) x + 8a = 0;
3) ax2- 24ax - 25 =0
4)32a- P)x2-2@+Px+1=0
650. Oldjatok meg a kdvetkezO egyenleteket:
1) x2- (2a - 5) x - 3a2+ 5a = 0;
2) x2+ (3a- 4) x - \2a =0
3 ax2- (a+\) x +\ =0
651. A b mely értékei mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy
megoldasuk:
1) bx2- 6x- 7 =0;
2) (b +5 x2- (b +6) x +3 =0;
) (b-4)x2+(2b- 8 x + 15 =07
652. A b mely értékei mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy
megoldasuk:
1) bx2+ x + b =0;
2)(b+3)x2+ (b +\)x-2=02

| ISMETLO FELADATOK
653. Egyszerisitsétek az liLLli—— )ma+il Kifejezést!
V a o+bj"a-b

654. Hatarozzatok meg a a"~.g kifejezés értékét, ha r/ =3 !

655. Rendezzétek a VIT, 372 és 4 szamokat ndvekvd sorrendbe!

656. Kétféle vasérc van: az egyiknek 5%-a, a masiknak 45%-a
nikkel. Mennyi vasércre van sziikség mind a két fajtab6él 120
tonna olyan Otvozethez, melynek 30%-a nikkel?

657. Egy konyvbdl hianyzik nehany oldal. A bal oldalon a 24-es
szadm allt, ajobb oldalon az 53-as. Hany lap hianyzik a konyv-
boél?

FELKESZULES Az UJ TEMAHOZ

658. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket, szamitsatok ki a gybkok
0sszegét és szorzatat, hasonlitsdtok 0Ossze az elso6fokd tag
egyutthat6javal és a szabad taggal:

) x2- 4x —12 = 0 2) X2+ 9% + \4 =0
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19. Viete tétele

659. Toltsétek ki az alabbi tablazatot, ha a, b és ¢ az ax2 + bx +
+ ¢ = 0 egyenlet egyUtthatdi, jg és x2az egyenlet gyokei!

Egyenlet — PAN X2 A +X2 X\W2
Ix2- 8&Xx+ 1=0
6j2+ 13jc—15=0

A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

660. Bizonyitsatok be, hogy 10l festett kock&dbdl mindig ki lehet
valasztani Il azonos szinut vagy 11 olyan kockéat, mely mind
kulénbozo szind!

19. Viete tétele

A felkésziilés kozben a 658., 659. példakat oldottuk meg. Lehet,
hogy ezek a példak ravezettek arra, hogy milyen osszefliggés van a
méasodfokd egyenletek gyokei és egyitthatoi kozott.

19.1. tétel (Viete tétele). Hax, ésx2az ax2+
+ bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei, akkor

V+X2=-~ 6és VA2=-.

Francois Viete (1540-1603) francia ma-
tematikus, foglakozasat tekintve jogasz.
1591-ben bevezette azt, hogy nemcsak az
egyenletek valt6zoéit, hanem az egyltthatoit
is betlivel jeldlte, ami lehetové tette az egyen-
letek altalanos alakjanak és gyokeinek vizs-
galatat. Viete sajat bevallasa szerint ki-
I6ndsen nagyra értékelte sajat munkai kozil
az egyenlet gyokei és egyutthatoi kozotti
osszefliggés felfedezését.
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

Bizonyitas. © Tetelezziik fel, hogy az adott masodfoku
egyenlet diszkriminansa nagyobb, mint nulla: D > 0. Akkor a megol-
dokeplet alapjan felirhatjuk, hogy:

- es x,=r>+'fo
2a g 2a

Vagyis X,+x2=~b-'n5+~b+'r5 = +
2a 2a 2a a

\ias_-D-y/lo, -b+f5 _(-b)2-($g)2_b2-D__
2a 2a 4a2 4a2

_ b2- (b2- 4ac) _ ¢
4a
Megjegyzes: Viete tetele igaz abban az esetben is, ha

D = 0. Ekkor ugy vesszuk, hogy x{=x2=T.
a
jo+X2=2¢f- o

b~ _4dac _ ¢
4a2 4a2 a
Kovetkezmeny. Haxxesx2azx2+ bx +c¢ =0 redukdlt
masodfoku egyenlet gyokei, akkor
* o+ v2= -b,
* “aR= ¢,
vagyis a ket gyok osszege egyenlo az elsofokit tag egyiitthatojanak
ellentettjevel, a ket gyok szorzata pedig a szabad taggal.

pAVAS

192, tetel (Viete tetele nek megfordi-

tasa). Ha a es p szdmokra igaz bogy, a + p = b es ap = —,
akkor ezek a szantok az ax2 + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokei.

Bizonyitas.® Induljunk ki az ax2+ bx + ¢ = 0 egyenletbol,
osszuk el az egyenlet mindket oldalat cr-val:

X2+£X +-a =0
Felhasznalva a tetel felteteleit felirhatjuk:
X:-(a +p)x+ap =0. *)
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19. Viete tétele

Helyettesitsiik be a kapott egyenletbe a-t és B-t:
a2- (a+R)a+all =a2- a2- aB +all =0;
R2- (a+B)R+all =R2- all - R2+alk =0.

Tehat a és B gyokei a (*) egyenletnek és igy az ax2+ bx + ¢ =
= 0 egyenletnek is.A

Kévetkeztetés. Ha a és B szamokra igaz liogy,
a+ B =-b é all = c, akkor ezek a szamok az x2+bx;+c=0
egyenlet gyokei.

Alkalmazva ezt a kdvetkeztetést, a masodfoki egyenlet megoldhatd
a megoldoképlet nélkiil is.
Lpeimm

Hatarozzuk meg a 3x2- 15x + 2 = 0 egyenlet gybkeinek 0sszegét
és szorzatat!

Megoldas
Ellendrizzik le, vannak-e gyokei az adott egyenletnek:
D =(-45)2- 4+3+2=225- 24 > 0.

Mivel a diszkriminans nagyobb, mint nulla, igy az egyenletnek két

gybke van: X, és x2

Viete tétele alapjan: x]+x2 XX, = 2 )

Hatarozzuk meg az x2+ bx + c = 0 egyenlet b és c egyiitthatit,
ha tudjuk hogy az egyenlet gyokei -7 és 4!
Megoldas
Viete tétele alapjan: b = -(-7 + 4) =3, ¢ =-7 «4 = -28.
Ti.wmnm.

Trjunk fel olyan egész egyiitthat6ji masodfoki egyenletet, melynek

gyokei az alabbi szamok: 1) 4 és 2) 6- 1T og 6+VI
Megoldas
1) Mivel x, = 4 és x2= —y, ezért
X|+x2=42 - =2 gsx ex2=4 2
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3. 8&. AMASODFOKU EGYENLET

A forditott tétel alapjan az x, és x2szamok gyokei az x2- y X -

-2 -9 egyenletnek. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat

7-tel, igy olyan masodfoku egyenletet kapunk, melynek egyutthatdi
egész szamok:
Ix2- 23x - 20 = 0.

2)Hax = 6 £ éx2 O8*/7 akkor

6-/7 6+/7 ,
+ = + =
X, X2 2 2 6 es
X = 6-/7 6+/7 = 36-7 29
' 2 ’ 2 4 4

Tehét X, és x2 szdmok gyokei az x2- 6x +%=0 egyenletnek, de
akkor a 4x2- 24x + 29 = 0 egész egyitthatos egyenletnek is.
4. PELDA

A 2x2- 3x - 9 = 0 egyenlet megoldasa nélkil hatdrozzatok meg
azy +y Kkifejezés értékét, ha x, és x2az elébbi egyenlet gyokei!
Megoldas
Viete tétele alapjan x, + x2= > x, + X2 9

Tehat

oo:(_,

J_ 4+ L=*+%2 =3 .19\
X,  XX2 2 V 2

Felelet —.
3

s.mim

A 3x2- 10x + n = 0 egyenlet egyik gyoke 4. Hatarozzatok meg
az egyenlet méasik gyokét és az n értékét!

Megoldas
Jel6ljuk x,-gyel és x2vel az adott egyenlet gyokeit, és emellett
X, = 4. Akkor Viete tétele alapjan
x +e= P o=y 4=-Fn=xxe= -\’

Felelet X, =— n=--.
2 3 3
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19. Viete tétele

PELDA

e Irjunk fel olyan méasodfok( egyenletet, melynek gyokei 4-gyel
nagyobbak, mint az x2+ 6x - 14 = 0 egyenlet megfelel6 gyokei!

Megoldés

Jeloljik x,-gyel és x2vel az x2+ 6x- 14 = 0 egyenlet gydkeit és
X' és X2 a keresett masodfoku egyenlet gyokei.

A feltételek alapjan: xj = x, + 4 és X2 = x2 + 4.

Viete tétele alapjan x, + x2= -6 és X, *x2 = -14.

igy

I +x2=X+4+x2+4=X +x)+8=-—-6+8=2

X X2 =(X, +4) (x2+ 4) = XX2+ 4 (X, + X3 + 16 =
=-14 + 4 «(-6) + 16 = -22.

Viete tételének megforditott tétele alapjdn a keresett egyenlet

X2 -

2Xx - 22 = 0.

Felelet x2- 2x- 22 =0.

9

pON P

661.

662.

663.

664.

665.

Fogalmazzatok meg Viete tételét!
Fogalmazzatok meg Viete tételének kévetkezményét!
Fogalmazzatok meg a Viete tétel megforditasat!

Fogalmazzatok meg a Viete tétel megforditdsanak kévetkez-
ményeét!

° Mennyi az x2+ 5x - 10 = 0 egyenlet gyokeinek osszege?

1)5; 2)-5; 3)-10; 4)10.
° Mennyi az x2- 14x + 12 = 0 egyenlet gyokeinek szorzata?
1) -14; 2)14; 3)12; 4)-12.

° A kdvetkezé egyenletek megoldasa nélkul irjatok fel a gyokdk
0sszegét és szorzatat:

hHx2 + 6Xx - 32 =0; 3)2x2- 6x +3 = 0;

2) X2 - IOx + 4 =0; 4)10x2+ 42x + 25 =0

° A kovetkezd egyenletek megoldasa nélkil irjatok fel a gyokok
0sszegét és szorzatat:

D x2 - 12x -18 = 0;3) 3x2+ 7x+2 =0;

2) X2 + 2X+9=0;, 4)- 4x2 - 8+ 27 =0!

° Viete megforditott tétele alapjan ellenorizzétek, hogy az adott
szamok gyodkei-e az alabbi egyenletnek:

1) 2 és 6 az x2- 8x + 12 = 0 egyenletnek;

2) -7 és 8 az x2+ x - 56 = 0 egyenletnek;
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666.°

3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

3) 5 és 8az x2- 13x + 42 = 0 egyenletnek;

4) 9 és 11 az x2- 20x - 99 = 0 egyenletnek!

Viete forditott tétele alapjan ellendrizzétek, hogy az adott
szamok gyokei-e az alabbi egyenletnek:

1) 16és -2 az x2+ 2x - 3 = 0 egyenletnek;

2) -2 és -3 az x2+ 5x + 6 = 0 egyenletnek!

M X B Hatarozzatok meg az x2+ bx + ¢ = 0 egyenlet b és c egyiitt-

668.

669.

670.

671.

672.

673.

674.

675.

676.

hat6jat, ha az alabbi szamok az egyenlet gyokei:

1) -8 és 6; 2) 4 és 5!

° Hatarozzatok meg az x2 + bx + ¢ = 0 egyenlet b és c egyiitt-
hatdjat, ha az alabbi szamok az egyenlet gyokei:

1) -2 és 0,5; 2) -10 és -20!

° Irjatok fel olyan egész egyitthat6ji masodfokd egyenletet,
melynek az aldbbi szamok gyokei:

1) 2 és 5 3) -0,2 és -10; 5) 0 és 6;

2) -] 6s 2 4) 2-VJ é 2+VJ]; 6) -JI és JT!

*irj fel olyan egész egyitthatdji mésodfokd egyenletet, melynek
az alabbi szamok gyokei:

1) -7 és -8 ; 3)  ésj;

2) 5és -0,4; 4) 5-Vi0 és 5+VIiO!

* Az x2- 8x + g = 0 egyenlet egyik gyoke -2. Hatarozzatok
meg az egyenlet masik gyokét és a q értéket!

* Az x2 + px - 42 = 0 egyenlet egyik gyoke 7. Hatarozzatok
meg az egyenlet masik gyokét és a p értékét!

*A 6x2- bx + 4 = 0 egyenlet egyik gyoke Hatérozzatok

meg az egyenlet masik gyokét és a b értékét!

* A 4x2- 5,6x + ni =0 egyenlet egyik gydke -0,2. Hatarozzatok
meg az egyenlet masik gyokét és az ni értékét!

A 2x2-1x - 13 = 0 egyenlet megoldasa nelkiil hatarozzatok
meg az X,x2- 4x, - 4x2kifejezés értékét, ha xxés x2az eldbbi
egyenlet két gyoke!

* Az 5x2+4x -13 = 0 egyenlet megoldéasa nélkil hatirozzéatok
meg a 3x,x2- X, - x2kifejezés értékét, ha x, és x2 az eldbbi
egyenlet gyokei!
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19. Viete tétele

677.* A b mely értékei mellett lesznek az x2+ bx - 17 = 0 egyenlet
gyokei ellentett szamok? Hatarozzatok meg ezeket a szamokat!
Oldjatok meg a kovetkezd masodfoku egyenleteket! Alkal-
mazzatok Viete tételét:

D x2- 5x +4 =0 5) x~- 9 + 20 = 0
2) X2+ 5x + 4 = (; 6) X2- x - 2=0;

3) x2- 4x - 5=0; 7) X2+ 2x - 8= 0;
4) X2+ 4x - 5 =0; g)X2- 3x - 18 = 0!

679.* Oldjatok meg a kdvetkezd méasodfoku egyenleteket! Alkal-
mazzatok Viete tételét:
1) x2- 10x + 24 = Q; 3)x2-2x- 8 =0;
2) X2+ 6Xx + 8 = 0; Hhx2+x- 12=0

6381L* Az alabbi egyenletek kozil melyeknek lesz mind a két gyoke
pozitiv, mind a két gyoke negativ és melyek gyokei ellenkez6

elojeltek:

D x2- 12x +14 =0 4)x2+16x +10 = Q;
2) X2+ 6x - 42 = 0; 5)x2- 24x + 01 = O;
3) x2- 7x- 30 =0; 6) X2+ 20x + 3 = 0?

681. **Az x2- IOx + ¢ = 0 egyenlet gyokei kozil az egyik 8-cal
nagyobb a masiknal. Hatarozzatok meg a c értékét és az
egyenlet gyokeit!

682. **Az x2+ 20x + a = 0 egyenlet gyokeinek aranya 7 : 3. Hata-
rozzatok meg az a értékét és az egyenlet gyokeit!

683. **Az x2- 7x + m = 0 egyenlet x, és x2 gyoOkeire igaz, hogy
2X, - 5x2 = 28. Hatarozzatok meg az egyenlet gyokeit és az
m értékeét!

684. *Az x2+ 4x + n = 0 egyenlet x, és x2 gyokeire igaz, hogy
3x| - x2= 8. Hatarozzatok meg az egyenlet gyokeit és az n

értékét!

685. **Viete forditott tételével hatdrozzatok meg az alabbi egyenletek
gyokeit:
1) 2x2- 5x + 3 = 0; 3) 16x2- 23x +7 = 0;
2) 2x2+ 5x + 3 = 0; 4) -8x2- 19x + 27 = 0!

686. **Viete forditott tételével hatadrozzatok meg az alabbi egyenletek
gyokeit:
1) 7x2+ 1Ix - 18 = 0; 2) 9x2- 5x- 4 = 0!

687. *'Az x2- 9x + 6 = 0 egyenlet gyokei X, és x2 A gyokok
kiszamitasa nélkll hatarozzatok meg az alabbi kifejezések
értékét:

i) N 2) X+x2;  3) (X - X2 4) x3+x2

X,
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

688. "Az x2 +5x - 16 = 0 egyenlet megoldasa nélkiil hatadrozzatok
meg az alabbi kifejezések értékét, ha x, és x2az eldbbi egyenlet
két gyoke:

1) XX2+X2, ; 2) M+ 3) |x2 + x,|.

689. "Irjatok fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyokei 2-vel
kisebbek az x2+ Sx - 3 = 0 egyenletek negfelelé gybkeinél!

690. "Irjatok fel olyan mésodfokd egyenletet, melynek gyokei 3-mal
nagyobbak, mint az x2- 12x + 4 = 0 egyenletek megfeleld
gyokei!

691. "Irjatok fel olyan masodfokl egyenletet, melynek gyokei 3-szor
kisebbek, mint a 2x2- 14x + 9 = 0 egyenletek megfeleld
gyokei!

692. * irjatok fel olyan masodfoku egyenletet, melynek gyokei 2-szer
nagyobbak, mint a 2x2- 15x + 4 = 0 egyenletek megfeleld
gyokei!

693.* A 3x* + ax - 7 = 0 egyenlet gyokeinek 6sszege e Hatéa-
rozzatok meg az a értékeét!
694. * Az x2- ax + 8 = 0 gyokeire igaz, hogyx2 Mars Hataroz-

zatok meg az a értékét!
695. * lgazak-e az aldbbi allitasok:
1 a 7x2+ 4x - a2- 1=0 egyenlet gyokei kiilonb6zo eldjeliek
az a barmely értéke mellett;
2) az x2+ 6x + a2+ 4 = 0 egyenlet gyokei ha léteznek,
fliggetlenill az a értékétbl, negativ eldjeltiek?
696. * Hatarozzatok meg a b 0sszes olyan egész értékét, melyre az
alabbi egyenletek gyokei is egészek:
1) X2+ bx + 6 = O; 2) X2+ bx - 12 = 0!
67 7«* Hatarozzatok meg a b 0sszes olyan egész értékét, melyre az
alabbi egyenletek gyokei is egészek:
1) X2+ bx + 8 = O; 2) X2+ bx - 18 = 0!
698.* Az x2 + bx + ¢ = 0 egyenlet gydkei egyenlok a b és ¢
egyltthatéval. Hatarozzatok meg a b és a c értékét!
699. * Az a mely értékére lesz az x2- 4x + a = 0 egyenlet gyodkeinek
négyzetbsszege:
1) 12; 2) 62
"66.* Az a mely értékére lesz az x2+ {a - 1)x - 2a = 0 egyenlet
gyokeinek négyzetdsszege 9?
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Ellendrizzétek magatokat! 5. sz. tesztfeladat

HS METLO FELADATOK -

701.

702.

703.

704.

Egyszerisitsd az alabbi kifejezéseket:

4a -16 c2+10c+ 25
1) a2-16° 3 s+ 5)
12/P-862 4-m2 2- 2x2
, 4 , 6)
2-3b m2- 4m+4 4x2- 8v+4

Egy gyumdlcsosben 48 fat liltettek, soronként azonos mennyi-
séget. 8-cal kevesebb a sorok szdma, mint amennyi fat Ultettek
egy-egy sorba. Hany fat Ultettek egy-egy sorba, és hany sort
ultettek?

Rajz nélkul hatarozzatok meg az y = x2és y = x + 2 fuggvények
grafikonjainak metszéspontjat! Abrazoljatok a fliggvenyeket és
jeldljétek a meghatarozott pontokat!

A gyumdlcsés 60%-a cseresznye és szilvafa. A cseresznye és

szilvafdk 30%-a szilvafa. A gyimolcsés hany szézaléka szil-
vafa?

F FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

705.

706.

Az alabbi kifejezéseket csoportositasi mddszerrel alakitsd szor-
zatta:

D x2-1x + 10; 3) a2+ 8a + 12;

2) y2+ 3y - 4 4) x2- x - 6!

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HAS2NALATA

Laszl6 harom x, y, z szamjegyre gondolt. Péter megnevez harom
szdmot: a, b és ¢. LaszI6 megmondja az ax + by + cz kifejezés
értékét. Mely szamokat kell megneveznie Péternek ahhoz, hogy
a kapott informéci6 alapjan meg tudjuk mondani, mely szdmokra
gondolt L&szl4?

ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 5. SZ. TESZTFELADAT

1. Az alabbi egyenletek kézil melyik masodfok(?

A) x2=0; C)x2+x =0
B) x2+ x = 0; D)x2+x- 2=0.
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

2. Oldjatok meg a 9x - x2= 0 egyenletet!

A) -3; 0; 3 B) 0; 3; C) -3; 3 D) 0; 9.
3. Oldjatok meg az - — egyenletet!
A) 0; 5 B) 5; C) Wb, D) -VJ; V5.
4. Az alabbi egyenletek koziil melyiknek nines gyokiik?
A) x2- 5x -2 = 0;C)x2- 2x +5=0;
B) x2- 5x +2 = 0;D)x2+ 2x - 5= 0.
5. Hany gyoke van a 6x2+ 13x + 5 = 0 masodfoku egyenletnek?
A) ketto; C) egyetlen egy sem;
B) vegtelensok; D) egy.
6. Hatarozzatok meg az x2+ 4x - 21 =0 egyenlet gyokeit!
A 7, -3; B) -7; 3; C -7; -3; D) 3; 7.
7. Mennyi az x2- 10x - 12 = 0 egyenlet gyokeinek osszege?
A) 10; B) -10; C)-12; D) 12
8. Mennyi a 3x2- 16x + 6 = 0 egyenlet gyokeinek szorzata?
A) 6; B) 2; C)-16; D) 4Jr-

9. Az x mely ertekei mellett egyenlok a (3x - 1) (x + 2) es az
(x - 12) (x - 4) kifejezesek ertekei?
A) -12,5; 2; B) 125; -2; C) -25; 4; D) 25; -4.

10. Irjatok fel olyan normal masodfoku egyenletet, melynek gyokei a

3-V2 es 3+V2!

A) X2+ 6x - 7=0; C)x2+6x+ 7=0;
B) x2- 6x - 7 = 0; D) x2- 6x + 7 = 0.
11. Oldjatok meg az x|x| - 9x - 10 = 0 egyenletet!
4. o1 c9-VTT. -9+VTT. . - 9-047.
A) -1; 10; 9 ) C) -1; 5
B) 10: -9-VIT - 9+/iT D) -1; 10

12. A 2x2+ 9x + ¢ = 0 egyenlet egyik gyoke -5. Hatarozzatok meg
a masik gyokot es a c erteket!
A) x2=0,5; ¢ = -5; C) x2=9,5; ¢ = 22,5;
B) x2=-0,5; ¢ = 5 D) x2=9,5; ¢ = -22,5.
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20. Masodfoka polinom

Masodfoku polinom

iha aro/ g Az ax2 + bx + ¢ kifejezést m & -
sodfoku polinomnak nevezziik, ahol v valtozo
b és ¢ barmely szam és a * 0.
Lassunk néhany peldat olyan tobbtagu kifejezésre, inelyek masod-
fokd polinomok:
2X2- 3X + 5, x2+ 7x; x2- 5; 3x2

Jegyezzilk meg, hogy a méasodfoku egyenlet bal oldala is méasodfoku
polinom.

dro/ adas. A masodfoku poli-
nom gyokének nevezzik a valtozo azon értékét,
melyre a kifejezés helyettesitési értéke O.

Példaul a 2 gyoke az x2- 6x + 8 masodfokd polinomnak.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk az ax2 + bx + ¢ masodfokd polinom
gyoOkeit, meg keil oldani az ax2+ bx + ¢ = 0 mésodfoku egyenletet.

A D = Db2- 4ac kifejezést az ax2+ bx + ¢ masodfoku polinom
diszkriminansanak nevezzik.

Ha D <0, akkor a masodfokd polinomnak nincsenek gyodkei, ha
D = 0 egy gyoke van, ha D > 0, akkor két gydke van.

Csoportositasi modszerrel bontsuk tényezokre az x2 - 3x + 2
mésodfokd polinomot (ilyen volt a 705. feladat, melyet a felkésziléskor
oldottunk):

X2- 3X +2=X2- X-2X+2=x(X- 1 - 2(x- 1) =
=(x- 1) x- 2).

Ezt az azonos atalakitast nevezziik az x2- 3x + 2 kifejezés linearis
tényezdkre bontasanak.

A masodfoku polinom gyokei és linearis tényez0i kozotti 6ssze-
fliggést a kovetkezo tétel mondja ki.



3. & AMASODFOKU EGYENLET

20.1. tctc Il Ha az ax2+ bx + ¢ masodfokll polinom
diszkrimin&nsa pozitiv, akkor a maéasodfoki polinom szorzatta
alakithato:

ax2+ bx + c=a (X - x,) (x - x2,
ahoi x, es x2 a polinom gyokei.

Bizonyitds. © Mivel x, es x2az ax2+ bx + ¢ = 0 méasodfoki
egyenlet gyokei, igy xl+x2=—b xx2=" mVagyis a(x-xI){x-x2)=

= - = = A
a(x2- (x, +Xx )X+xx,) a\\x2+gx+$ ax2+bx +c .

Megjegyezztik, hogy ha a diszkrimindns nulla, akkor tgy
tekintjlik, hogy a mésodfokl polinomnak ket egyenld gydke van, vagyis
jo = x2 Ebben az esetben

ax2+bx +c=a((x- x,)2

20.2. tete 1 Ha az ax2+ bx + ¢ masodfokil polinom
diszkrimindnsa negativ, akkor a masodfoki polinom nem bonthat6
linedris szorzotenyezokre.

Bizonyitas. ® Tetelezzik fei, hogy az ax2 + bx + ¢
masodfoki polinom szorzattd alakithatd, vagyis ax2 + bx + ¢ =
=a{x - m)(x - n). Ebben az esetben viszont m es na polinom gyokei.
Vagyis a diszkrimindns nemnegativ, ami ellentmond a feltetelnek. A

1. PELDA

Bontsuk tenyezdkre az aldbbi polinomokat:
) *2- \x - 32; 2)-x2+ I7x - 30; 3) 3x2- 7x + 2!
Megoldas
1) Meghatdrozzuk a polinom gyokeit:
X2- l4x - 32 = 0;
X, = -2, Xx2= 16.
Tehét, x2- 14x - 32 = (x + 2) (x - 16).
2
-x2+ 17x - 30 =
xX2- 17x+ 30 =
X, = 2, X2 15
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20. Masodfoka polinom

Vagyis - X2+ 17x - 30 = -(x - 2) (x - 15).
3) Megoldjuk a 3x2- Ix + 2 = 0 egyenletet:

2 = 2.
Tehat 3x2- Ix +2=3(x - j)(x - 2 = (3 - D(x - 2).

2. PELDA

Egyszerusitsik a 2°p- tortet!

Megoldés
Bontsuk tényezodkre a tort szamlalojat:
6al-;7- 1= 0;

0]~ i;i2_2"

62- 0-1 =6(a+IX -iJ =3ia+1J-T-i.1 =
=30 + I)(20 - D

Vagyis

6a2—a- 1 _ (3a+1)(2cr-) _ 2a-1
9a2-1 ~ (3fl+I)(3fl-I) " 3a-1 *

. 2a-1
Felelet: 3a-1

3. PELDA

Az m mely értéke mellett lehet a 2x2+ 9x + m méasodfokd polinomot
olyan szorzatként felirni, melynek egyik tényez6je az (x + 5) linearis
kifejezés?

Megoldas

Mivel az egyik szorzotényezo az (X + 5) lineéris kifejezés, igy a
polinom egyik gydke -5.

Vagyis:

2 ¢(-5)2+ 9 ¢(-5) + m=0;
m = -5.
Felelettm=-5

1. Mit nevezink mésodfokd polinomnak?
2. Mi a masodfokd polinom gytke?
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

3. Mit neveziink a masodfoki polinom diszkrimindnsanak?

4. Mikor nines a masodfoki polinomnak gyotke? Mikor van egy
gyoke? Ket gyoke?

5. Mikor bonthat6 linearis tenyezokre egy mésodfoki polinom?

6. irjatok le a masodfoki polinom tenyezodkre bontéasanak kepletet!

7. Mely esetben nem lehet tenyezdkre bontani a mésodfoki polino-
mot?

707. ° Hatdrozzatok meg a kovetkezd masodfoki polinomok gyokeit:
\) xB- x - 12; 3) 3a2- 16a + 5; 5) 4a2 + 28a + 49;
2) x2+ 2x - 35; 4) 16a2- 24* + 3; 6) 3a2+ 2la- 90!
708. ° Tenyezokre lehet-e bontani a kovetkezo kifejezeseket:

1) x2 —%2a + 6; 3) 2a2- 8# + 8
2) 3a2- 8a + 6; 4) -6b2+ b + 127
709. ° Bontsétok linearis tenyezokre az alébbi polinomokat:
D) x2 -1Ix + 12 7) 4a2 + 3x - 22;
2) x2 +8x + 15; 8) -3a2+ % + 3;
3) a2- 3a- 10 9) 1b2-1b +\-
4) -a2- 5a- 6 10) -2a2- 0,5a + 15;
5 -a2+ a+ 2 11) 0,4a2- 2a + 2,5;
6) 6a2- 5a- 1 12) -1,2/;r + 2,6m - 1!

710.° Bontsatok lineéris tenyezokre az aldbbi polinomokat:
1) a2- 3a- 18 4) 522+ 8a- 4, 7) 4a2- 2a-3;

2) a2+ 5a- 14, 5)2a2- 3a+ 1, 8)0,3m2- 3m+ 7,5!
3) -a2 + 3a + 4 6) 4b2-Wb - 3;
711.- Egyszerusitsetek a kovetkez torteket:

X2+X —6 . 3a-15 w2-Ta+12
l) *+3 3) *2 20 5) a -3a
4 X2-3X +2 A2+4a

2) x2-10x +24° 4) 6a- 6 6)

a2+ 2a - 8 '



20. Maésodfoki polinom

712.° Egyszerusitsétek a kovetkezd torteket:

6a +5 2a+12 .2 +9a+14
1) a-5 : 2) a2+ 3a- 187 3 A2+ Ta
713. Egyszerusitsétek az aldbbi torteket:
4a2-9 c2-5c¢c-6
D 2a2-9a-18° 9 scin: 9 52- 4aa2
2b2- 7b+3 . 4) m3- 1 6 4/r -9/?+2
4/r-4Q+;’ ! m_2+9/;/- 10 ) 2+ 97—-5/i2
714> Egyszerusitsétek az alabbi torteket:
4a2+.. 3 é) a2+5a+4
a~-a- 20"’
2/+3y-5 3+206-762
2) y2-2y +\ ’ 4) 7b2-6b-\ *

715.  * A b mely értéke mellett lehet az alabbi polinomokat olyan
szorzatta alakitani, melynek egyik tényezdje a megadott linedris
kifejezés:

1) 2x2-5 X+ b; (x - 3);
2) -4x2+ bx + 2; (x + 1)
3) 3x2- 4x + b\ (3x - 2)?

716.  ** A a mely értéke mellett lehet az aldbbi polinomokat olyan
szorzatta alakitani, melynek egyik tényez0je a megadott lineéaris
kifejezés:

1) 2x2- Ix +a\ (x - 4);
2) 4x2- ax + 6; (2x + 1)?
717.  ** EgyszerUsitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:

9a2-4 2N oa-l
1) 2a2-5a+2 3a+2 1-2a’
b-4 A b-1
2) b-b \2b +36+1 b2-1
c+2 _ 2c c +3c

3) c2-c-6 c2-6c¢c+9) (2c-6)°
4 3 + 2L+ 4m-6 Adm—16
)ivw-4 m+1 m2.3m-4) 2m-3
71S/ lgazoljatok, hogy az aldbbi kifejezések értéke fliggetlen az a
valtoz0 értékétol:
25a2-36 5a+6 | 9a- 8
1) 10a2- 9a+2 5a-2 1- 2a
5 2a o+ 1 2a+1
a+3 a-1 a2+2a-3/ a+3
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719. "Abrazoljatok az alabbi fiiggvények grafikonjat:

Y2 - _ 3x2-10x+3 x~—4
1) 7= ) 2) y - 3 42

7201.**Abrazoljatok a kovetkezo fiiggvények grafikonjat:

Xx-4 ’ X+I1 X+5
721. * Alakitsatok szorzattd az alabbi kifejezéseket:
1) x2- 6xy + 5y2 3) 3m2- $mn - 3n2
2) a2+ 5ab - 362 4) 4x2 - bxy + y2!
722. * Alakitsatok szorzatta az alabbi kifejezéseket:
1) a2- \dab + 40¢2 2) 1262 + be - 6¢c2

723. * Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) {a2- a- 6) x =a2- g
2) 02- Sa+7)x=1la2- 13a- 7!
724. *Oldjatok meg az
{a2+la - 8) x = a2+ 167+ 64
egyenletet!

| ISMETLO FELADATOK
725. Egyszerusitsétek az alabbi torteket:

3+VJ 2-Vo6 9./-62
1) AVARN 3) Vo6-3 ) 9a+6bJa + b~

5-V1J 4a-2 a-Ja-8 (
2) >N\0O-5V2 ’ ) 2>f4+J2 6) a+2-Ja+4

726. A 34. dbra egyik rajzan egy allandé sebesseggel halado gyalogos
mozgasi graflkonja lathat6. Hatarozzatok meg a gyalogos se-

bességét!
5 L 56 JL
kn kn | k'
1
/
1 Y 43
0 Mil i ora 0 1LI Lt ora LigL 11 jLo6na
a) b) o
34. abra

727. 2 18%-0s zsirtartalmu és 3 liter 6%-0s tejet 6sszedntottek.
Héany szazalék a kapott tej zsirtartalma?
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21. Méasodfokura visszavezethetd egyenletek megoldasa

F FELKESZULES Az UJ TEMAHOZ
728. Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

HxX=79 3)(4x+1)2=19, 5)VT=9;
2) X=-9; 4) (x- H2=5 6) VI=-91
729. Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket:
4x- 1_ x+5 5x- 3 4x- 2
D x-2 Xx-2" 3) x +1 X +2 ’
2y2-3v-20 1
) Ty YRR Dys yea gsreey

NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA

730. Milyen téglalapbdl van tébb: olyanbdl, amelynek keriilete 1000
egység vagy olyanbdl, amelyeknek a keriilete 1002 egység? A
feladat feltételében az Osszes olyan téglalap szerepel, melyek
oldalhosszainak mérdszama természetes szam.

Masodfoklra visszavezethetd
M H egyenletek megoldasa

1. PELDA

Oldjuk meg az x4- 13x2+ 36 = 0 egyenletet!
Mego ldas
Vezessink be 0j valtozot: x2= /. Akkor x4= t2 Ekkor az egyenlet
felirhat6é a t valtozon keresztil:
i2- 13/ + 36 = 0.
Az utobbi egyenletet megoldva kapjuk, hogy /, = 4, t2= 9. Mivel
t = X2 ezért az
X2=4 és x2=9
egyenletet kell megoldani.
Tehat x, = -2, x2= 2, x3=-3 és x4= 3.
Felelet -2; 2;-3; 3

Meghatarozas. Az axA+ bxl + ¢ = 0 alakll egyenletet
bikvadratikus egyenletnek nevezzik, ahol
X valtozé v/, b, ¢ valés szam és a ™ 0.
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

Az x2 = t valtozo cseret alkalmazva a bikvadratikus egyenlet
visszavezetheto at2+ bt + ¢ = 0 alaku masodfoku egyenletre. Ezt a
modszert valtozo cserenek nevezziik.

Ezt az elvet nem csak bikvadratikus egyenletek megoldasakor
alkalmazhatjuk.

S; PILDA
Oldjuk meg a (2x - )4+ (2x - 1)2- 2 = 0 egyenletet!
Megoldas

Vezessuk be a t = (2x - 1)2 valtozot. Ezt behelyettesitve az
egyenletimk t2+t- 2 = 0 alaku lesz.

Innet =-2est2=1.

Tehat a

2x - HD2=-2es (2x - 1)2=1
egyenleteket kell megoldani.

Az elso egyenletnek nines megoldasa. A masodik egyenletbol
2Xx- 1= 1vagy 2x - 1=-1 egyenleteket kapjuk, melyek megoldasa
az X, = 0es x2= 1.

Felelet O 1

3lp6lda

Oldjuk meg a 6x+5Vx+1=0 egyenletet!
Megoldas
Vezessilnk be uj ismeretlent. Legyen Vx =t, akkor t2= x. Igy az
egyenletimk: 6/2+ 5/ + 1 =0 alaku lett.

Ennek az egyenletnek ket gyoke van: /,=-mj, t2=-*,

Ket egyenletet kaptunk: Vx=— Jx=—

Mivel VT > 0, ezeknek az egyenleteknek nines megoldasuk.
Fe le le t az egyenletnek nincsenek gyokei.

4. PELDA

Oldjuk meg az A +  egyenletet!

Megoldas

. Jx2+2x =5x+ 1
Ez az egyenlet ekvivalens az -

8,
egyenletrendszerrel.
jx-6"0



21. Masodfokura visszavezethetd egyenletek megoldasa

Innét X2 - 3X- 18=0,
X * 6;
ix=-3 vagy x=6,
X * 6.
X=-3.
Felelet -3.
STpélda
. L |
OIdJuk meg az ~— - x7--4 =) egyenletet!
Megoldas
Rendezzik az e%yenletet: (—X-_--Z-)-Z- Zx_-2)7?x_+ 2r)r =ih

5(x+2)-4(x-2)-(x-2f _Q
- 2)2jc42)
Ez az egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel:
5 x+2)- 4(x- 2)- (x- 2)2=0,
X *2,
X *-2.
Ebbol kovetkezik, hogy
5x+ 10- 4x+ 8- x2+4x- 4=0,
X *2
X *-2.
X2- 5x- 14=0,
-X *2,
X *-2.
X=7vagy Xx=-2,
-X N2,
X *-2.

Wiit\ieveziink kveckrtikus egyerierne?
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731. ° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) X- 5x2+ 4 = (; 4) x4+ 14x2- 32 = (;
2) X4 -5x2  +6 =0 5) 4x4- 92+ 2 = 0;
3) x4 -Sx2 -9 =0 6) 3x4+8x2-3 = 0

732. ° Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x4- 29x2 + 100 = 0; 4) x4+ 3x2- 70 = Q;
2) X4 -9x2 +20 = 0; 5 9x4- 10x2+1=0;
3 x4 -2x2 -24 =0 6) 2x4-5x2+ 2 =0
733. ° Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket:
) +3 v =0; 7) 2itil 9£+50 =0.
x+1 x-5  x-5
2) x2- 6x-7_¢ . 8) *2-6.v+j5"2£=0
x-7 X-3 X-3
3) N 4"
x2-8_ 20 £+ .
4) x+10 x+10 10) i _5 =X
x2-14 5x .
- +m—
5 x+2 x+2- 11) x+1 '
6 X2+10x _ 12x+48 . 12) 5-4t=—1
) X-8 ~ x-8 CX2 X
734.° Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
)Q 5X X2+12X HS_O
x-6 8- 0; O Tyia Txed
4x2- Ix N o X2- 3X _
-2 6) s+ :
Ix2+6 _ 13x . 2-33y _ .
x+8 x+8’ 7 y -4 L
Xx2+4x _.5x+56 _ |
X+ x+1 7 8) ySS.= 10!

735.* Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
D (x+3)4- 3 X+ 3)2-4=0;
2) 2x + 1)4- 10 (2x + N2+ 9 =0;
) (6x- 74+ 4 (6x- 72+ 3=0;
4) (X- a4+ 2 (x- 4)2- 8=10!

736/ Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
) (Bx - 1a- 20 3x - 12+ 64 =0
2) (2x + 3)4- 24 (2x + 3)2- 25 = 0!
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737. *Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket:

1) x-3>fx +2=0; 4) 8Vx+jt+7=0;

2) x->fx -\2 =0; 5) 6</r-27+x =0;

3) 3x-10>/x+3=0; 6) 8x-10Vx+3 =0!
738. *Oldjatok meg az aldbbi egyenleteket:

1) x-6-/x+8=0; 3) 2x-3-%/x+1=0

2) x-5>/x-50=0;
739. *Oldjatok meg a kovetkez0 egyenleteket:

2
X2- 9x+18 _ . X _
D e 3 7 =0
2) 3x2_-14x-5_Q. 4) 95 . =01
jx~+X XT ¢ X
740.* Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
1) V~?'v~10=0; g) X2*5x-1_g,
x~-1 X2-6.Xx +8
741.* Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
2y _ 3y+3. 3 5x+2 4x+13
y-3 oy ) i xn
2) 3x+4  2x-9 4) 2.v--3v+|=3Jf_4!
X-3  *+1 X1
742.* Hatarozzatok meg a kovetkezd egyenletek gyokeit:
1) 2x-13  X+6 2) 3e2-4-v-20_2-y-5!
X-6 X X+ 2
743* Hatarozzatok meg a kovetkezd egyenletek gyokeit
0 9_ 10 3- X
D x2 X 6) = - X-55
48 48 4x X-2
2) 14-x 14+Xx 7) X+4x+4 X+2x X
3 e X g O 3 X2 _g
) X+2 x-2 -4 ) 30-36 x2-6x  x2+6.x
X-1 x+1 2x+18 9) x +x+1- 83-5x
4) X+3 X-3 X2-9 ° Tox+1 x-1 X2-49°
4%-10  X+6 _ 4. ' 10
5) X-1  x+1 =4 10" X2-10.x+25
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

744 .* Oldjatok meg a kdvetkezd egyenleteket:

(13 60 1
1 -
) X .+10 5°
. +2 16
2)

X+2 x-2 x2-4 °

9 + 14 2.
3) v+3 y-3 x °

2 27+3  y+l +-1 =0
2>+ 2 2y-2 y2-1
3v y-3 _ 1
5 x2- 10a+25 .2-5a «

) a- 20 Lo 10 -
a2+ 10a a2-100 A2-10a

745.* A valtoz6 mely értékénél lesz:

1) a 52:‘1—2 esa © tort dsszege 3;

0!

2) a — tort értéke —del tdbb a 3Bn tort értékénél?
X 4 x+20
746.* A valtozd mely értékénél lesz:

1) a L tort értéke ’2——del kevesebb a — tort értékénél,

. - i - Artakandlo
2) a A tort értéke 9-cel tbbb a Ag()lg— tort értékeénél?

747.**01djatok meg az alabbi egyenleteket:
A 2a-10 | 4 5a-1
A+l A+l A-A+1
5-2a 3
2) A-4a+3 x~-\  a-3
da-6 __a 14
at2 a+tl a2+3a+2
4 a 3a-1 2
) A-4 a2+A-6 A+batb e *
748.**01djatok meg a kdvetkezd egyenleteket:

3)

1) 3X+2 | a2+39 _ 5
a2+2a+4 a3-8 a-2°

2) -i-+£ii=—8

a—l a+3 a2+2a-3
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21. Masodfokdra visszavezethetd egyenletek megoldasa

749. ** Qldjatok meg a kovetkezd egyenleteket! Vezessetek be (j
Vvéaltozot:
D) (x2- 2)2- 8 (x2- 2) + 7= 0;
2) (x2+ 5x)2- 2 (x2+ 5x) - 24 = 0;
3) x2- 3x + 1) (x2- 33X + 3) = 3;
4) X2+ 2x + 2) (x2+ 2x - 4) = -5!
750. * Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket! Vezessetek be (j

ismeretlent:
) r£zIlY -6(2-1)+5=0;
vox o J X

23 3£zi+U + =31l
x+1 3x-1 3'

751> Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
1) (x2- 6x)2+ (x2- 6X) - 56 = 0;
2) (x2+ 8x + 3) (x2+ 8x + 5) = 63;

3 ¢/} 4x2 _5 :0’
(x-2)2 X-2

4) y+4 -3 3i
x-3 x+4 2'

752.* Oldjatok meg az alabbi egyenleteket! Vegyétek figyelembe,
hogy a valds szam:

1) *2-8+T=0; 3) \2- (3a-2)x+6a_q.
X-a ’ X-6
X-a - - i
«=0; 4) ( pi
2) X2- 8Xx+7 X+ 3

753.* Az a mely értéke mellett lesz az 2—Xﬂ15— q egyenletnek egy

gyOke?

HsMETLO FELADATOK

754. lgaz-e, hogy az
| 1
;7-Dr
er) .a,-1 az2-2a+\) o+l
kifejezés értéke az a barmely értékére pozitiv?
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

755 R _’\ +2 V6-2
' V6-2 V6+2
szam?

kifejezés értéke racionalis vagy irracionalis

i— hax<-

756. Abrazoljatok az y = 2 fiiggveny grafikonjat!

[¥2 ha;c>-2
NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA
757. A szamitogép monitoran az 1-gyes szamjegy lathatd. A gép
minden masodpercben a monitoron lévo szdmhoz hozzaadja a

szam szamjegyeinek 6sszegét. Lehetséges-e hogy bizonyos ido
mualtan a monitoron a 123 456 789 szam legyen lathat6?

HA ELKESZULTEL A HAZI FELADATTAL

b'gytHfotrk mcgM &sai Ujj vaitoz6 bevezetésévei
A 21. pontban megismerkedtetek az egyenletek megoldéasanak azzal
a modszerével, mikor Uj valtozét vezettink be. Tekintsiink &t meg
néhany példat ennek a mddszernek az alkalmazasara, melyek igazoljak
a mabdszer hatékonysagat.

1. PELDA
Oldjuk meg az *?-3*-6 8 =_2 egyenletet!
J g X X2- 3x- 6 gy
Megoldas
Jeloljuk az \2- 3x- 6 kifejezést /-vel, akkor 8 =_. Behe-

] N O . - — ¢
lyettesitve az egyenletiink t- —=-2 alakd lesz, amely ekvivalens a

/2+2i-8 =0,
0 egyenletrendszerrel. Megoldva ezt az egyenletrendszert

azt kapjuk, hogy /, = -4 és t2= 2
Tehat az adott egyenlet megoldasat visszavezettiik két tortes
egyenlet megoldasara:

) X2~3x~6 — 4.

x2- 3Y-6_2
2) -
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Ha elkésziltél a hazi feladattal

Ezeket az egyenleteket oldjatok meg onalldan.
Felelet -3;-1; 2; 6.

2. PELDA

Oldjuk meg a (2x2+ 3x - 1)2- 10x2- 15x + 9 = 0 egyenletet!
Megoldas
Alakitsuk at az egyenletet:
(2x2+ 3x - 1)2- 10x2- 15x+ 5+ 4 = (;
(2x2+ 3x - 1)2- 5(2x2+ 3x- ) + 4 =0.
Vezessunk be (j valtozét: 2x2 + 3x - 1 =t Ekkor az egyenlet
i2- 5t + 4 = 0 alakban irhaté fel, melynek megoldasa /, = 1 és t2=4.
Vagyis 2x2+ 3x - 1= 1vagy 2x2+ 3x- 1= 4.
A kapott masodfokd egyenleteket megoldva kapjuk meg az eredeti
egyenlet megoldasat.

Felelet -2, y, — 1
3. PELDA
Oldjuk meg a (2x2- 3x + 1) (2x2 + 5x + 1) = 9x2 egyenletet!
Megoldés

Konnyen leellendrizhetd, hogy az x = 0 érték nem gydke az adott
egyenletnek, ezért osszuk el az egyenlet mindkét oldalat x2-tel:

letet kapjuk.

Vezessiink be (j valtozét: 2xH----3- t .

Ekkor t ( t+ 8) = 9. A kapott masodfokd egyenlet gyokei: /, = 1
és t2=-9.

Ezeket az értékeket visszahelyettesitve két egyenletet kapunk:

1) 2x+1-3 =I;

2) 2x +7 3=-9.

Az egyenleteket oldjatok meg onalldan.

Felelet
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JAIPELDA

Oldjuk meg a 7fx+—-2 +4rj =9 egyenletet!
Megoldas

Vezessink he ujvéltozét: *+7:t Ekkor

Noady = i2 w2424+ -v=i2; X2FE-i2.2
K x) X- X~

Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve:
It-2 (t2- 2) =9;
2t2- It + 5 = 0.

A kapott masodfokd egyenletet megoldva: /, = 1és t2=-j.

4 +—= +———
Tehat v X 1 vagy x SRS

Ezeket az egyenleteket oldjatok meg onalldan.

Felelet ji 2.

U példa
Oldjuk meg az (x2- 2x + 2)2+ 3x (x2- 2x + 2) = i0*2egyenletet!
Megoldéas
Konnyen meggy6zodhetiink arrél, hogy az x = 0 nem gyoke az
egyenletnek. igy az egyenlet felirhato
[x2-2x +If | 3{x2-2x+2)_1Q

X2 X
alakban, mivel az egyenlet mindkét oldalat elosztottuk x2tel.

Az SiZZTNZ—y (g valtozo bevezetésével a

X J
2+3t—10=0
masodfokd egyenletet kapjuk.
Fejezzétek be onélldan.
Felelet 2-V2; 2+72;-1; -2.
Ezen példak megoldasa kdzben felmerilhetett bennetek, hogy miért
nem alkalmaztunk azonos atalakitasokat?
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Ha elkésziltél a hazi feladattal

Az igazsdg az, hogy a kijeldlt azonos atalakitasok utdn az axA+

+ bx3+ ex2+ dx + e = 0 alaki egyenletet kapjuk (gydzodjetek meg
rola onalléan). Ha a * 0, ezeket az egyenleteket negyedfoku
egyenletnek nevezziik. Ha a = 0 és b * 0, akkor harniadfokunak.
Ezen egyenletek részesete a bikvadratikus egyenlet, amikor b = 0 és
d = 0. Ezeket az egyenleteket mar meg tudjatok oldani.

Altalanos esetben a harmadfok( és negyedfokd egyenletek megol-

dasahoz ismerni kell a megoldoképletet. A megolddképlet kivezetésének
torténetérdl olvashatsz a kovetkezo értekezéshol.

FELADATOK

1 Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

J) 3ff €72 =3;
2 X2-3X

, 6 . 8 B
T+ IXY+2) (x- DXY+4) T

I Xx+ 3 (x + 5 (x+ § =10
HX+2) X+ x+ 8 (x+ 12 =4x2
5 7(x+i)-2 ™ +-L)=9;

6) 2()(2+X+ |)2- 7(X . |)2: :]3()(3_ 1)’
7 (x - 6)4+ (x- 4y+= &2

Felelet )-1;, L 2 4 2 -3, O 3 -4+£\VJT;

4) -6; -4, 51;2;6024-1 -i; 3 7

Scipione del Ferro titkos fegyvere

Koénnyen meg tudjatok oldani a kdvetkezé harmadfok( egyenleteket:
X3- 8=0,xXx3+ x2=0, x3- X =0.
Ezek az egyenletek részesetei az ax3+ bx2+ ex +d = 0 egyen-

letnek, ahol x a valtozd, a, b, ¢, d valés szam és a * 0. A harmadfokd
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

egyenlet megoldokepletenek kivezetese nehez feladat. Nemhiaba
tekintik a XVI. szazad egyik kiemelkedd matematikai felfedezesenek.

El0szor Scipione del Ferro (1465-1526) olasz matematikus vezette
le az + px = g egyenletet, ahoi p es q pozitiv szam. Scipione del
Ferro a felfedezeset titokban tartotta. Abban a korban egy tudés
ervenyesilese sokban fuggott a inatematikaversenyeken elert ered-
menyeitol. Ezert volt szdmara kifizetédd, hogy titokban tartotta fel-
fedezeset, mert titkos fegyverkent tudta alkalmazni.

Scipione del Ferro haldla utan egyik tanitvanya Fiore, aki ismerte
a titkos kepletet, kihivta Nikolo Tartagliat, egy velencei szdmolémestert
(1499-1557) egy tudomanyos péarbajra. Nehany nappal a parbaj elott
Tartaglia is felfedezte a harmadfoki egyenletek megoldasanak eljarasat
es 1535. november 20-an folenyes gy0zelmet aratott.

Eloszor a titkos kepletet Girolamo Cardano (1501-1576) ismert
olasz matematikus jelentette meg a A nagy muveszet, avagy az
algebrai szabalyokrdl cimi kdnyveben. Ebben a miben talalkozunk
eloszor a negyedfokii egyenlet megoldéasi eljarasaval is, melyet Lu-
doviko Ferrari (1522-1565) dolgozott ki.

A XVII - XVIII. szdzadok matematikusai sok energiat fektettek
az 6todfokil egyenletek megoldasaba. Az elert eredmenyekhez sokban
hozzajarultak Paolo Ruffini (1765-1822) es Niels Henrik Abel (1802—
1829) Fiatalon elhunyt norveg matematikus. Az eredmeny meglepo

Nikolo Girolamo Niels Henrik
Tartaglia Cardano Abel
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22. A racionalis egyenlet, mint a redlis problémak matematikai modellje

volt: bebizonyitottdk, hogy az &ltalanos 6tédfokd és magasabb fokd
segyenletek véges szdmul algebrai mivelettel (osszeadas, kivonas,
szorzas, 0sztas és gyokvonas) nem oldhatok meg.

A 7. pontban mar tanultatok a racionalis egyenletek alkalmazasat
a reélis problémak megoldasara, matematikai modelljére. Nézziink
meg néhany mas példat js.

1. PELDA

Az A helységbol egy kerékpéros induit el, majd 45 perccel késobb
ugyanabba az iranyba egy teherautd. A teherauté az A helységtdl
15 km-re utolérte a kerékparost. Mekkora atlagsebességgel haladt a
kerékparos és a teherautd, ha a teherautdé sebessége 18 km/h-val
tobb volt?

Megoldas

Jeldljuk a kerékparos sebességét x km/h-val, akkor a teherautd

sebessége (x + 18) km/h. A kerékpéaros a 15 km-es utat oOra alatt

tette meg, a teherautd x'JIfis_ Ora alatt. Mivel a teherauté ezt az utat

5 _ 3
X+18 4

45 perccel, —oOraval mvidehh ido alatt tette meo eyért

15 5 _ 3.
X Xx+18 4~
5 5 1
X X+18 4°
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20x +360-20.y-.y2-18.y _ Q.
4y(y+18)

J2+18x-360 =0,
-X"0O,
XN-18;

x = 12 vagy x = -30.
A -30 nem fele! meg'a feladat feltételeinek.
Tehat a kerekparos sebessége 12 km/h, a teheraut6é pedig
12 + 18 = 30 (km/h).
Felelet 12 km/h, 30 km/h.

2. PELDA

Az Utjavitast 7 6ran keresztil egy brigad végezte, majd csatlakozott
hozzajuk egy masik brigdd. Két 6ra k6zos munkaval be is fejezték az
Utkarbantartast. Hany 6ra alatt végzett volna kilén-kilén a két brigad
az Utjavitéssal, ha az elsonek 4 oraval tobb idore van sziksége?

Megoldas

Jelbljik Ar-szel azt az idét, ami alatt az elsd brigad elkészll az

Utjavitassal, akkor a masodik brigdd (x - 4) 6ra alatt. 1 6ra alatt az

elsd brigad az (it X—-ed részét javitja ki, a méasodik az ut —!4— ed
-

A An . 9 .
részét. Az elsd brigadd 9 6rat dolgozott, igy az Ut —ed részével
végzett, a masodik brigdd 2 érat dolgozott, tehat az (it —Zj—ed részét

javitotta ki. Mivel a munkat kézbésen fejezték be, igy ——- =1.

Az egyenletnek két megoldasa van: x, = 12 és x2= 3. A masodik
gy6k nem felel meg a feladat feltételeinek, mivel akkor a masodik
brigdd x = 3 - 4 = -1 o0ra alatt fejezné be a munkat.

Tehat az elsd brigdd 12 6ra alatt, a masodik 8 Ora alatt végezné
el az Gtjavitast, ha egyedul dolgozna.

Felelet 12 0ra, 8 oOra.
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3. PELDA
Egy sboldat 120 gramm vizet tartalmaz. Miutan az oldathoz hoz-
zdadtak 10 g sot, az oldat koncentraci6ja 5%-kal megnétt. Hany
gramm sO volt eredetileg az oldatban?
Mego Idas
Jel6ljik az eredeti oldat sotartalméat x-szel. Akkor az oldat tdmege

(x + 120) gramm, tehat a tdménysége “+p () * Miutdn az oldathoz
10 g sot adtak, akkor az oldat sétartalma (x + 10), és az oldat tbmege

(x + 130) gramm, a tdbménysége pedig — e« Ez a tbménység

5%-kal, azaz -"--dal tdbb az eredeti oldat tdbménységénél. Tehat

at+10 x _1
L+130 y+120 20"
A kapott egyenletnek két gybke van x, = 30 és x2=-280, melyek
kéziil a mésodik nem felel meg a feladat feltételeinek.
Vagyis az eredeti oldatban 30 gramm sb volt.
Felelet 304

758. * Az A és B varosok kozOtti tdvolsdg elsd 150 km-ét egy
személygépkocsi meghatarozott sebességgel tette meg. Majd a
tovabbi 240 km-en a sebességét 5 km-rel ndvelte. Hatarozzatok
meg a személygépkocsi kezdeti sebességét, ha a két varos
koz6tti utat a személygépkocsi 5 oOra alatt tette meg!

759. * Egy motorkerékparos a 90 km-es utat 18 perccel rbvidebb idb
alatt teszi meg, mint egy masik motorkerékparos, mert a se-
bessége 10 km/h-val nagyobb. Hatarozzatok meg a motor-
kerékparosok sebességét!

760. * Az egyik helységhdl a masik helységbe, melyek kb6zbtt a
tavolsag 240 km, egyszerre induit el egy személygépkocsi és
egy autdbbusz. Az autbbusz atlagsebessége 20 km/h-val kisebb,
mint a személygépkocsié, és igy 1 6raval késdbb érkezett meg.
Mekkora a személygépkocsi és az autdbusz atlagsebessége?

761. * Egy vonat 10 perces késését ligy probalta behozni, hogy az
ut utols6 80 km-es szakaszdn az atlagsebességét novelte
16 km/h-val. Hat&rozzatok meg a vonat kezdeti sebességét!
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763.

764.

765.

766.

767.

768.

769.

3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

" A Meggyes es Kortvelyes kozotti 15 km-es tavolsagot egy
lovas valamilyen atlagsebesseggel tette meg. A visszaiiton a
sebesseget 3 km/h-val novelte, igy 15 perccel révidebb ido
alatt ert vissza. Hatarozzatok meg a lovas kezdeti sebesseget!
* Egy gepirononek meghatarozott ido alatt 180 oldalt kellett
legepelnie. O viszont 5 6raval hamarabb vegzett a munkaval,
mert Orankent a tervezettnel 3 oldallal tdbbet gepelt le. Hany
oldalt gepelt drankent a gepirond?

* Az egyik szivattyn 90 km3vizet 1 6raval rovidebb idd alatt
pumpal at, mint egy masik szivattyl 100 km3t. Mennyi a
szivattyiik teljesitmenye, ha az elsd Orankent 5 km3rel tobb
vizet pumpal at?

*Egy munkasnak 72 alkatreszt kellett meghatarozott id¢ alatt
legyartania. Mivel naponta 4 alkatresszel tébbet keszitett, igy
a munkat a tervezettnel 3 nappal hamarabb fejezte be. Hany
nap alatt vegzett a feladattal?

* Egy setahajo a folyon lefele 16 km-t tett meg es felfele 30 km-t.
Az egesz (it 1ora 30 percig tartott. Hatarozzatok meg a liajo
atlagsebesseget allovizben, ha a vizfolyas sebessege 1 km/h!
* Egy csonak 15 km-t tett meg a folyon lefele, majd visszafordult.
Visszafele az it 1 draval hosszabb volt. Hatarozzatok meg a
csonak sebesseget a folyon lefele, ha a vizfolyds sebessege
2 km/h!

* Az egyik kikotobol a folyon lefele egy tutaj indult el, majd
4 oréval kestbb egy csonak. A csonak a kikototol 15 km-re
utolerte a tutajt. Hatarozzatok meg a vizfolyas sebesseget, ha
a csonak sebessege allévizben 12 km/h!

* Egy setahajo 4 ora alatt 45 km-t tett meg a folyon lefele es
28 km-t a folyon felfele. Hatarozzatok meg a vizfolyas se-
besseget, ha a setahajé sebessege allovizben 18 km/h!

198



770.

771.
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776.

22. A racionalis egyenlet, mint a redlis problémak matematikai modellje

* Egy turista az uto|--ét hajon, a tobbit személygépkocsival tette

meg. A személygépkocsi sebessége 20 km/h-val nagyobb a
hajé sebességénél. Személygépkocsival 1 6ra 30 perccel ke-
vesebbet utazott, mint hajon. Hatarozzatok meg a személy-
gépkocsi és a hajo atlagsebességét, ha a turista 160 km-t tett
meg 0sszesen!

* A menetrend szerint az autébusznak 72 km-t kellett megtennie.
24 km megtétele utdn egy sorompoénal az autébusz 12 percet
varakozott. Hogy tartani tudja a menetrendet, az autdbuszvezetd
a sebességét 12 km/h-val novelte és igy csak 4 percet késett.
Hatarozzatok meg az autobusz kezdeti sebességét!

* Az iskolasok egy csoportja turistautat szervezett A varoshél B
varosba. Odafelé autobusszal mentek, visszafelé pedig vonaton.
Visszafelé az Gt 30 perccel révidebb volt. Hatarozzatok meg a
vonat és az autObusz atlagsebességét, ha a vonat sebessége
20 km/h-val kevesebb a busz atlagsebességénél, és a két varos
kozott a miat 160 km, a vasdtvonal pedig 150 km!

* Egy turista kajakkal 4 km-t a tavon és 5 km-t a folyon lefelé
ugyanannyi ido alatt tett meg, mint 6 km-t a folyén felfelé.
Mekkora sebességgel haladt a kajakos a tavon, ha a vizfolyas
sebessége 2 km/h?

* Egy gozos 1 ora alatt 16 km-t tett meg a tavon és 18 km-t a
tobol eredd folyon. Hatarozzatok meg a gozos sebességét
allovizben, ha a foly6 sebessége 4 km/h!

* Egy kozlnséges tdrt nevezdje 3-mal tdbb a szamlaléjanal. Ha
a tort szamlalojat 4-gyel, a nevezdjét pedig 8-cal noveljiik, akkor

a kapott tort értéke E—dal tobb az eredeti tort értékéneé!.

Hatérozzatok meg az eredeti tértet!
* Egy k6zdnséges tort szamlaldja 5-tel kevesebb a nevezo6jénél.
Ha a tort szamlaldjat 3-mal csékkentjik, a nevezéjét pedig 4-
gyel noveljiik, akkor a kapott tért 7 -dal kisebb az eredeti
tortnél. Hatarozzatok meg az eredeti tortet!
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778

779

780

781

3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

. * Két munkas egyutt a kijel6lt feladatot 20 nap alatt végzi el.

Hany nap alatt késziilnének el kilon-kilén a munkaval, ha az
egyikiknek 9 nappai tobb iddre van sziiksége?

. * Egy épulet homlokzatanak kifestésére az egyik munkésnak 5

oraval tobb idore volt sziksége, mint egy masik munkésnak.
Az egyik munkas 3 0rat dolgozott, majd felvaltotta 6t a masik
munkés. Két oraval késébb a homlokzat 40%-a volt kifestve.
Hany o6ra alatt ké.szilne el az egész munkaval kulon-kilon
mindkét munkas?

. *Az egyik traktoros 6 6rat dolgozott a mezdn. Masik nap

besegitett neki egy masik traktoros, igy 8 6rai kézds munka
utdn befejezték a szantast. Hany 6ra alatt szantana fei kilon-
kalon mindkét traktoros ezt a mez6t, ha az egyiknek erre 3
oraval kevesebb iddre van sziiksége?

. * A 20 gramm s0t tartalmaz6 séoldathoz 100 g vizet ontottek, igy

az oldat toményseége 10%-kal csokkent. Mennyi vizet tar-
talmazott az oldat eredetileg?

. *Egy 10 kg cinket tartalmazé cink-réz 6tvézethez hozzaolvasz-

tottak 10 kg rezet. A kapott 6tvdzet 5%-kal tébb rezet tar-
talmaz, mint az eredeti. Mennyi rezet tartalmazott az eredeti
Otvozet?

782.*2 bra 40 perccel késdbb, mint ahogy az A kikétobol el induit egy

tutaj, a B kikotobol a folyon felfelé elinduit egy motorcsénak.
Hatarozzatok meg a folyOviz sebességét, ha a tutaj és a
motorcsonak az A kikototol 14 km-re talalkozott! A motorcsdnak
sebessége allovizben 12 km/h, és a két kikdtd kozott a tAvolsag
32 km!

783. **Egy medencébe két csd vezet. Az egyik csdvon keresztll toltik

meg a medencét vizzel, a masikon keresztil engedik le a vizet.
A viz leengedése 1 draval tovabb tart, mint a medence meg-
toltése. Ha mindkét cs6 nyitva van, akkor a medence 30 6ra
alatt telik meg vizzel. Hany ora alatt lehet megtdlteni vizzel az
ures medenceét?

200



22. A raciondlis egyenlet, mint a redlis probléméak matematikai modellje

784. **Egy medencét harom csapon keresztiil lehet inegtélteni vizzel.

Az els6 csapon keresztll annyi id6 alatt telik meg a medence,
mint a masik ketton egyutt. Az elsd csapon keresztil 2 6réval
gyorsabban telik meg a medence, mint a masodikon és 8 6raval
hamarabb, mint a harmadikon. Hany o6ra alatt teine meg a
medence az egyes csapokon keresztil?

785. **A 400 km-es tavolsagot egy autébusz meghatarozott atlag-

786.

787.

sebességgel szerette volna megtenni. Az elsdé két 6raban a
tervezett sebességgel haladt, de megallt 20 percre pihenni.
Ahhoz, hogy idejében megérkezzen, az Gt hatralévd részén
10 km/h-val nagyobb sebességgel haladt. Mekkora volt az
autébusz tervezett sebessége?

** Egy munkasnak meghatarozott ido alatt 360 alkatrészt kell
legyartania. Az els6 6t napban a tervnek megfeleléen dolgozott,
majd naponta 4 alkatrésszel novelte termelését, igy a hataridore
372 alkatrészt készitett el. Hany alkatrészt kellett elkészitenie
naponta a terv szerint?

* Egy meghatarozott feladatot az egyik munkas 12 6raval gyor-
sabban fejez be, mint egy masik, és 4 oraval késbbb, mintha
egyitt dolgoznénak. Hany 6ra alatt végzi el a kijel6lt munkat
az els6 munkés?

| ISMETLO FELADATOK

788.

789.

790.

791.

Szamitsatok ki:.
1) (27 « 342 2) ------- : 3) (1092« 1000"6!

Hatarozzatok meg az a2-2jJa +2 kifejezés értékét, ha a =
= V5-3!

Abrazoljatok az y —-2x + 4 fuggvény grafikonjat!

1) Mi a fuggvény zérushelye?

2) Hatarozzatok meg x azon értékeit, melyeknél y > 0!

3) Rajta van-e az M{-36; 68) pont a fuggveny grafikonjan?
A k mely értéke mellett illeszkedik az A (-->I\2 ; -%4J) pont az
y =L fiuggvény grafikonjdhoz? Rajzoljatok meg a grafikont!
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

792. Az alabbi egyenlosegek koziil melyik igaz? A valaszotokat

indokoljatok meg!

-2J=VJ-2 vagy Jh/3-2f =2-J3 .

793. Egyszeriisitsetek az alabbi kifejezeseket:

NEM HAGYOMAMYOS MODSZEREK HASZNALATA

794. Egy tanyeron 9 kUIonbozo tomegii sajtdarab van. Bizonyitsatok

be, hogy az egyik darabot kette lehet osztani ugy, hogy a
kapott sajtdarabokat ket tanyerra rakva azokon egyenlo tomegii
sajt legyen!

ELLENORIZZNTEK MAGATOKAT! 6. SZ. TESZTFELADAT

. Hatarozzatok meg az 5x2- x - 6 masodfoku polinom gyokeit!
A) 2; -0,6; B) -2; 0,6; C 1 -1,2; D) -1; 1,2

. Alakitsatok szorzatta a - x2- 4x + 5 polinomot!

A x- 1) x+5) C) -(x- 1 Kx+5);

B) x + 1) (x - 5); D) -(x + 1 (x- 5).

X* +7x +\2
X2+x-6

. Egyszeriisitsetek az tortet!

. Oldjatok meg az xA+ Ix1- 18 = 0 egyenletet!
A -3;3 B)-JI;2 C)-3;, JI;-JI1;3 D) Jl;3
. Hatarozzatok meg az (x2- 4x)2- 2 (x2- 4x) -15 = 0 egyenlet

gyokeit!

A -1; 1 3; 5 B) -1; 5; O 1L 3 D) 1, 3; 5.
. Oldjatok meg az x-V x-12 =0 egyenletet!

A)-3; 4 B)-2; 2 C) 16 D) 9; 16.
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Ellendrizzetek magatokat! 6. sz. tesztfeladat

7. Oldjatok rz_A egyenletet!
: jatok meg az . . €gy !
A) -2; B) 3; C -2; 3 D) -3; 2
A 3a-1 10-9a |
8. Oldjatok meg a 9 roa egyenletet!
A -f; 2 B) f;-2; Q -f; D) 2.

Az egyik varosbol a masikba, melyek kdzott a tdvolsdg 350 km,
egyszerre es egy iranyba elindult egy teherautd es egy szemely-
gepkocsi. A tehergepkocsi atlagsebessege 20 km/h kisebb a sze-
melygepkocsi sebessegenel, igy 2 oOréval kesébb erkezik meg.
Jeldljuk x km/h-val a teherautd sebesseget, akkor az alabbi egyen-
letek kozll melyik a feladat matematikai modellje?

p) B 0 2. f) 350 30 _2 -
A a+20 a+20 A

d. 350 | 350 _, D) 350__ 350 _
a a+20 A A2

10. Egy gozos 30 km-t tett meg folyon lefele, majd visszafordult.
Oda-vissza az utat 3 ora 10 pere alatt tette meg. A vizfolyas
sebessege 1 km/h. Jel6ljik a g6zos sebesseget allévizben x km/h-
val. Az alabbi egyenletek kozul melyik felel meg a feladat felte-
teleinek?

30 30 _oq4. 0
A A+1 A—1_3’1’ Q) art= =

30 30 ... 30 _a.
B) A+1 A—1_3’1’ D) A+1'A331 36'

11. Egy munkasnak meghatarozott ido alatt 96 alkatreszt kellett
legyartania. Mivel naponta a tervezettnel 2-vel tobb alkatreszt
keszitett, igy a munkat 3 nappal hamarabb fejezte be. Jel6dljik x-
szel a munkas napi termelekenyseget. Az alabbi egyenletek kozil
melyik felel meg a feladat felteteleinek?

9% 96 % 96
A A-2':§ C) A A3

% 9 _ % _gp=
B) a2 =3 D) a3 96=2
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3. 8. AMASODFOKU EGYENLET

12. Két munkas egyiitt 10 oOra alatt készul el a kijeldlt feladattal.
Ugyanezt a munkat egyedil, az egyik munkés 15 éraval hamarabb
vegzi el.

Jel6ljuk X éraval azt az idot, ami alatt az egyik munkas egyediil
elvégzi a kijelolt feladatot, akkor az alabbi egyenletek kozil melyik
lesz az adott probléma matematikai modellje?
A) |X5+101§*-1; C) T ee1s

—1- _
B) I><5+*-]f0 o D) x X1
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Osszefoglalas

OSSZEFOGLALAS

Ebben a fejezetben

az aldbbi kifejezéseket vezettik be:

>

>
N

V VVVV VYV

elsofokd egyenlet;

masodfokla egyenlet;

a masodfokl egyenlet egyitthatoi;
hianyos méasodfokd egyenlet;

redukalt masodfoku egyenlet;

a masodfokd egyenlet diszkriminansa;
masodfoku polinom;

a masodfoku polinom gydkei;

a masodfokl polinom diszkriminansa;
bikvadratikus egyenlet;

elsajatitottatok:

>
>
>
>

a hianyos masodfoku egyenlet megoldasat;
maéasodfokld egyenletek megoldoképletét, gyokképletét;
Viete tételének alkalmazaséat;

a nemnegativ diszkriminansd maésodfokd polinomok
szorzattd alakitasat;

masodfoklira visszavezethetd raciondlis egyenletek
megoldasat;

az egyenletek megoldasara az Uj valtoz6 bevezeté-
sének modszerét;

megtanultatok:

>

>
>
>

a hianyos masodfoku egyenletek megoldasanak algo-
ritmuséat;

a masodfoku egyenletek megolddképletét;

Viete tételét és annak megforditasat;

a masodfokd polinomok szorzattd alakitasat.
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Ismétlo feladatok a 8. osztély

tananyagahoz
795. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezések értékét:
3m—m . - — 2
O von’ liam=-4,n=3;
2) ajﬁ'f? . ha a —-0,8!
796. A valtoz6 mely értékeire vannak értelmezve az aldbbi kife-
jezések:
. A-2 .
1) Ib - 11; 8) Lup7
b 7 ; 9) a2 ‘E ’
3
, 1
%) 2-y % ns;
m- 3. A
4 , 11 ,
) ) g. 4
3+/
5 4-t° 2 6.1
2* 3
6 x4 1-6 1) (a-3x*-4)
5 a+ 8
7) L8+3 14) (2 +8%Xa-3) j

797. Egyszerusitsétek a kdvetkezd kifejezéseket:
1) (5a- 7y) (5a+ ly) + (Ta- 5y) (7a + 5y);
D@+ 4)2- (a- 2 (a+ 2
3) (Sa - 3b) (8a + 3b) - (6a - 5b)2
4hdy m-3 M+ 4) - (mM+2)2+ (4 - m) (m+ 4);
5) 0,4tf (5a- 1) (5a+ 1)- 0,5 (5 - 2a)2+ 0,3 (3 + 2a) x
X (3 - 2a)!
798. irjatok fel az alabbi hanyadosokat tort alakban, majd egy-
szerlsitsétek a kapott torteket:
1) 4mn2 : (28m2ipb);
2) -30aV : (36aV);
3) - 63 :(-724d)!
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Ismétld feladatok a 8. osztdly tananyagahoz

799. Egyszerisitsétek az alabbi torteket:

3x-6y a3+64 .
1) 3x 7 7 3a+12 ’
3a+96 X6 - By +56 - xy
2) 4a+126 8) x2- 25
a2- 49 . Inf-Im +7
3) 3a+21° 9 4T7B3+14
4 12x2- 4x . 10) a2+6*-b2+ac .
) 2-6.x (6+c +ac-0“
xX2-9 20mn2- 10nrn + 5/«3
5) 11) _
X+6x+9"’ 10/wj - 5/«2
67+64 X2-yz+xz-y2
6) 62+65 " 12) x2+yz- XZ - y2 1

800. Hatarozzatok meg az aldbbi kifejezések értékét:

1) X-VXFXr\'L -hax =-0,2, y = 0,5;
y

4a2-36 o
2 sa3ffalb 2 7= 2
(3a+36) * 1 « 1

3) VF 'haa=T’" é="6;

20.x2- 140xy + 245y?2
XWTEEVE ha 2x - 1y = -0,5!

4x-14y
801. Egyszerusitsétek az alabbi kifejezéseket (n természetes szam):
100" 18"
1) 2143 jofi+l ° 4) Y 2B’
21 yHl 49"
2) 6_28" 7 5) %-'2+g/ i
5"*1-5"
8 5
802. Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:
H@+2) X=1, 3) @+ 3)x=a2+6a + 9
2) (@ +6) X=a+ 6 4) R2- Hx=g- 2
803. Az aldbbi kifejezéseket adjatok meg tort alakban:
7a -2y 3
2 2 3 1 Bp
8x _5x . Xty X
3y 3y’ Y o 9p
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6)

7)

Ismétlo feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

0 0-6 .

8 8

M7 ' 7-2p .
5¢, 5

602- 40 02+0
150 150

rr s

8)

9

A--v | x+y m
8 8
10a-6 4da+1l

804. Egyszeriisitsétek az alabbi kifejezéseket:

1
2)

3)

4)

)

2>

14

/2. 45
7V- 25 .
25-/ "

97+5 107—12 ! 9p-1
3p+6 3p+6 3p+6’

Ta+5 ! ba+11.
3-A a-3

ly
y2-4

/-3y
25-/

+

5)

6)

7)

8)

3

4)

(3a-\f + (a-3f
40- 4 4-40
a2-3a a-4
(a-2)2

7 6

0-2 2-0°

60 4o ,

5-0 0-5°

:0kat és kivonasokat:
5 7

2as  Bav -

562- 86+1 26-1 ?

a~h2 a~b

(2- a)2

806. Végezzétek el a kijelolt muveleteket:

D 0-4

2)
3)
4)
5)
6)

7)

30+2
2(a-4) >
A+2 4—A
3a+9 b5a+15’
m+1 m+2
ni-3 m+3

20-1

3/«2- 3mn
Im2- 12w + 4«2
0+3 0-2 ,0+2
02- 20 50-10 + b5«

3 0-1
30-3 202-40+2

2- ¥ _m;
m- 2

m
3m- 2n
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Ismetlo feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

9) 2+ 1 8 2x-1
- 6jct9 x2-9 x2+ +9
807. lgazoljatok a

2 2 2 =0
(b-c\c-a) (a-bXc-b) (a-c\b-a)
azonossagot!
808. Irjatok fel az alabbi torteket egy egesz es egy tortkifejezes
osszegekent:
a-1 a'+2a- 2 * +3v-2
1) 2) a+2 3) X- 3

809. Ismeretes, hogy “*=4. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezesek

erteket:
X +y 2n 3x+4v (
1) X X

810. Hatarozzatok meg az n azon termeszetes ertekeit, melyekre az
alabbi kifejezesek erteke is termeszetes szam:

1) 12«2-5« +33 3) 10-4«
2) P -6/1-+54 ) 12~37]
811. Az alabbi egyenlosegekbol fejezd ki az x valtozot:
D x+t-1; 2) —+—=6; 3) £+E=%1i

812. lgazoljatok az alabbi azonossagokat:
144
D £/'+12a+36 36-a2 a2- 12a+36 (a2_35"
02 b2 c2
2 (a-bra-c) (b-a)(b-c) (c-alc-b)-
813.* Egyszeriisitsetek az

1!

a@a+l (@+d«+6) (a+6Xr+9 (@+Ma+1?)

kifejezest!
814. * I?iz?nyitsatok be, hogy haa1 +-5r_’::+c ?3'-C+L akkor ¢>=0 vagy
815. S/e_geoz.zetek el az alabbi szorzasokat:

3% 3) ;66? Iggazz

4) 26m2
) 26m2
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816.

817.

818.

819.

820.

821.

Ismetlo feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

5) 2417 3405 6) 4aV  2\xb2 25a% ,

16M) Ict'b  1OvVr 3x*b

Vegezzetek el az alabbi szorzasokat:

1 2xy-y2 3 . 3) m~- 64 nNr-81

) g - am~ m-+8P
al-lab a2 +2ab2 a) 2x2—6jc+32 X3+8

a2+2ab az2-lazy ’ 3X2-6x+12 4x2-64
Adjatok meg tort alakban az alabbi kifejezeseket! Vegezzetek

el a hatvanyra emelest:

3 10x-V
) (B) ) e
4) 2a*b4v 5x2
2> 25.x5 4«263
Vegezzetek el az alabbi osztasokat:
x2- 10v+25. x-5 0 a2-1l.a2+2a+1
D - 100 je-10%* a-8 a-8
ab+b2.ab+a2.
3) 8b 2a
2¢-3
4) ((2c3);

16v2 . x2+8X)'+ 16v2
5) 25x2-4y2 25x2+ 201+ Ay
- 3n n*-21n
49/72—1 49«_- 14« +1
wi2-/75 . 5m8+5/n4»5+ 5/
In 0. & 31 + 6
5a2- 20c/6 .30(0-46)2
8) a2+62  9a4- s
Tudjuk, bogy az alabbi tortek egyszerusithetetlenek. Helyette-
sitsetek az x es y valtozokat olyan egytagii kifejezessel, hogy
az alabbi egyenlosegek azonossagok legyenek:

6)

7)

y _ 60Y2 36w/2/74 .y 2107

l) laZh2 4c 2) Tox 35/7%" 577173

Ismeretes, hogy 3.x-—=8. Hatarozzatok meg a 9x2+— ki-
fejezes erteket!

Ismeretes, hogy 4x2+§<1r=6. Hatarozzatok meg a 2x—X-
kifejezes erteket!
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Ismétlé feladatok a 8. osztdly tananyagahoz

822. Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:
X3 xhk . . ) .
1) — X—, ba k és n is egesz szam;

dA+5 -Li5<'+3 A+3 ik+2 ] ' r
5\ — jn r~ m-—— ha]k €gesz Sszam,
@ +3/y-12X-V. X2' - 9y 2

, ha n egész szam
a3 +27/" (x"-3y'3 +\2x"y"

3)

823. Egyszerusitsétek az alabbi kifejezéseket:

(a+4 o0-4~ 16-a"
a-1 a+4J 323

da i l4a-50
2) [7x- X—3) 3a-9 °
_2a_ jr+7_ __32_
3) R1Rg-4« [l+fi2
4) 7c 9c- 65 8c+64
c-8 c2-16c+64J) c~—64 c-8
.2 .3
5) tft+6 i/2+c/6 +62) a2-b2)’

b + 36+hb2 b ).6b +b~
6) 6+6 36-b2 6-6J (6-6)2°
7y 2 A+ 2 pR-2a+1.A-11
i a3+l M- A+l x- 1) 4 A+ 1
824. lgazoljatok, hogy a valtozok megengedett értékeire az
1 ~42R-9) 2a2
,(a-3)2 9-a2 (a+3)2)° 8l-a4 9-a2
kifejezés értéke allando!
825. Egyszerusitsétek a kovetkezd emeletes torteket:

4t 2516
a+ . [N E——
) 2) 1 : ! !
o 1
826. Oldjatok meg az alabbi egyenleteket: a+l
) Aa+§ 2; 2) A+4 -



827.

828.

829.

830.

831.

832.

Ismetld feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

3) _2_2(_-_9_+. 3x =2 4y 5x2+8_ 2x=1 3x-1,
2x+5 3x-2 ’ 7 x2-16 x+4 4-x
Oidjatok ineg az alabbi egyenleteket:
1) ££1=0 2) - =01
x+a X —\

Hatérozzatok meg a kovetkezd kifejezesek erteket:
1) 2'3+ 4'2

2) ‘+(-1,8)% 5-; 4) 2-3- 6'1+ 3'2!
Az aldbbi torteket irjatok fei olyan alakban, melyben nines se
negativ se nulla hatvanykitevo:

XVVZD _1,001°w-'Vp“4
U 7a°b-v -’ ] 2'3%-~"ak2
Az aldbbi kifejezeseket irjatok fei hatvdnyalakban vagy hat-
vanyok szorzatakent:

Hal < 9) (@a-'2

2) a9 100 (@ @y (a'v:
3) N7 b4 e T 11) (77"3«V 7)-4;

4 x2 X3 12) (a -

5) au 13) &V)%:i (xV33

6) a'7 a;

7) a~n : a De a4

8) (a3'5

Hatarozz&tok meg a kovetkezd kifejezesek erteket:

D HN"BellZ5 4) 10"6: 10"4 - 10-2

2) 317 « 3-14 5) (14-10)5 « (147T8§,
3-,2-(36)'3

3) 4~6: 4~2 6) ----—-- i_ ?—'
T Q42

Hatérozzatok meg az aldbbi kifejezesek erteket:

1) 25'3 + 58 -y "

2. 29 a 15 5
2) 64'3: 32-3 5) 533

3) 10"D: 1000~3 (0,001)-5; 6) (012"2V— !
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833.

834.

Ismétld feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

Egyszeriisitsétek a kovetkezd kifejezéseket:

2) 0,2anb-9 « 50,ri6 D0 ;

3) -0,36ikb67 * 5a % 6,

4) 0,36<afF6c3el - 2-|-jtf4 rrs;

5) 2x7 ¢ (-3x-y)3

6) (a29'2 m(-2ah"y,

7 (-5aDx-y2 « (CAaDd’'Ty2
8) 0,1//7~V (0,01 ni~hY2

9

10) -(4  a-V)-2 :

ION-B 11/

Egyszerusitsétek a kovetkez6 kifejezéseket:
D(al'- 1) (ab+ 1) - (as- 2)2

, ai-38% a"" +3A"
UL g6 a8 412 6 12
m +n  m n~- +n-]Q

4) N

c2 j.4c6+3 [ 2

213



835.

836.

837.

838.

8309.

840.

841.

Ismetl6 feladatok a 8. osztdly tananyagahoz

Vegezzetek el a kijelolt miveleteket! Adjatok meg az eredmenyt
normalalakban:

1) 13 « 104 + 1,8 m 105 3) 56 « 103- 3,2 « 102

2) 15« 102- 28 « 102 4) 4,8 « 103+ 6 « 10'4!
Egyszerisitsetek a kovetkezd torteket (n egesz szam):

ad+a2 +a'| ~
1) 5) a -ter +a
6"42- 6-
2w ® " s
3 5"z - 5"
3) 12 7) 5n
2"+l
I
4) a +a 8 2041
Az y Ch. keplettel megadott fiiggvenyre hatdrozzatok meg:

Da fuggveny helyettesitesi ertekeit a -4; 8; 1,2 argumentum
helyen;

2) azon argumentum erteket, melynel a fliggvenyertek 24;
-18; 60!

Az ——keplettel megadott fiiggvenyre hatirozzatok meg:

1 a fuggveny helyettesitesi ertekeit a 2; -1,5; 4 argumentum
helyen;

2) azon argumentum erteket, melynel a fliggvenyertek -2; 3;
—4,5;

3) azon argumentum ertekeket, melyeknel a fliggvenyertek
negativ!

Abrazoljatok az y—Fl fiiggveny grafikonjat!

K6z0s koordindta-rendszerben rajzoljatok meg az y =— es
X

y = x - 3 fiiggvenyek grafikonjat! Olvassatok le a metszes-
pontok koordinatait!
Hatédrozzatok meg a p erteket, ha ismert, hogy az alabbi pontok

rajta vannak az y~- fliggveny grafikonjan: 1) A(-3; 2); 2)
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Ismétlo feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

842. Abrazoljatok a kovetkezo fiilggvények grafikonjat:
L II, hax<-3,
) y=i x
il —x, hax>-3;
3x- 1, hax<2,

2) y={J° ha2<x<5,

X-3.hax”b.
843. Abrazoljatok a kovetkezd fiiggvények grafikonjat:
4V+ 12 _32-2x
D y- X2+3x 2) “xJ- 16x
844. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:
1) 0,4"625 - i Vid4; 4) -0.04M10000 ;
2) Tm -70¢{5 W 2449 ; 5)A-"625 -~72891

3) 37075-V/7.+242;

845. Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

2) GVIiT)2-(157))2;
3) 50.(-iV7)!-i.(3V2)2;

4) 71089-i-VaTeéVv,;
5) (739,69 --—759,29 +(-1775T;

6) ¢MI72152+[27¢] -0,37900!

846. Oldjatok meg a kdvetkezd egyenleteket:

1) 71=2; 4 277-7 =0;
2) Tv =g 5 77+5=0;
3) 7x-3 =0; 6) 177 +5=0;
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847.

848.

849.

850.

851.

Ismétlo feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

7) yflx -4 =0; 10) 4" =7,
)y ) 49
-N- 5 _,.
8) JIx-4 =0; 11) Vjt+4—3,
9) -JIx-4=2; 12) Vi+VI+T =5!
Vonjatok gyokot az alabbi kifejezésekbol:
1) ~9 100; 5
2) VO-49-16 ;. 6) £
A . 9 ,1024
3) 676 0,04; 7) en /1080
4) Vv0,64-0,25-12" ; 8) A 49
Vonjatok gyokot az alabbi kifejezésekbdl:
1) V75-234; 3) Vi6-121 ;
2) 72800 ; 4) V2890-2,5 !
Hatérozzéatok meg az alabbi kifejezések értékét:
1) Vios-vs; 4) Vm V79,
- V288
2) V52-VI3; 5) i
3) Vi6O-V250 ; 6
) - ) ) mQ225 -
Hatarozzatok meg az aldbbi kifejezések értékét:
1) VvO7id ; 5) VTF;
2) VTU7; 6) V(-23)* ;
3) IV (6If; T)V2 T4
4) -2AjEAT; 8)

Egyszerusitsetek az alabbi kifejezéseket:

1) VF>ha 4 > 0;
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852.

853.

854.

Ismétld feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

2) M7, hat< Q; -
3) VY778 ha m > Q;
4) VOMlaes©,ha >0, <0

5) -jxVIOOx® , ha x < 0;

g) JANE3 o 250 ¢ <0
ab ¢
7 > i ,hay >0, X<

8) -0,I*Vh96x,8/ 6, ha x < O
Egyszerusitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) V(lo-vTT)2;

2) V(AO-IIy ;

3) V(VIO-VIT): ;

4) V(3-V6)2W (2-V0)2;

5) NV24-5)2-V(V24-4)21]
Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:
1) VI8+8>/2 ;

2) V38-12V2 ;

3) V16+6V7 +V23- 8V7 ;

4) V26- 6VT7 -V66-14VIT ;

5) >/46+10/ET +V46—30-%21 !
Emeljetek ki tényez6t a gyokjel aldl:

1) 724; 3)7700; 5) j71% ;

7) -1.6V50;

. A . _ . H 1
2)763;  4) yi082;  6) -2,47600 ;8) i£1] !
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855.

856.

857.

858.

859.

860.

Ismétld feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

Emeljetek ki tényez6t a gybkjel alol:

1) VIGa2, ha a" 0,
2) J\5b2, ha <Q0;
3) /IPyT7;

4) V36ma , ha m < 0;
5) J4x6/5, ha x > 0;
6) JIOOa'b2, ha b < 0!

Vigyetek be tényez6t a gyokjel ala:

1) 3/i0; 3) 0,3/7;

2) 2VTT; 4) 1175 ;

5)1/98; 7) -0,5/30;

6) -5/7 ; 8) 4/7 1

Vigyetek be tényez6t a gyokjel ala:

1 als;
2) bJ-b;

3) ;c/P;
4) nJ-m, han< 0

Hasonlitsatok 0ssze az alabbi szamokat:

1) 5/6 és 6/7;

2) VB5* és 3/6 ;

Egyszerisitsétek az alabbi kifejezéseket:

1) Vo&Z+34a-/121a ;
2) 115 +/20-/720;

3) 6/125a - 2/807 +3/ 80« !
Végezzétek el az alabbi szorzasokat:

1) (/80-/45%)/5;

2) (2/6+/54-V%)V6 ;
3) (12-116)(3+/Td);

4) @V5+/7)(2V7-17);
5) (/19-/13*)(/19+/i3*);

6) (4/7+9/«)@/P -9/ 7)

7) (/TPWFTN2;
8) @IT-2/10)!
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861.

862.

863.*

864.

865.

866.

867.* Egyszerisitsétekaz +

Ismétld feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

Egyszerusitsétek az alabbi torteket:

*2-19 29-V 29

X+Vi9 "’ 4 vo

VT-6. 5 a-bJZb+n >Qb>0
X-36"' ) i1-96

M+8V/J . 6 1-v33,

m- &4 ) \33-3

Gyoktelenitsétek az alabbi tortek nevez6jét:

)
2)

3)

a3 ; 6
\VANR. 4> ) VTT+VIiT ’

7 a T+9 .
2) avy AV 8) v47-v0

3 vir: o Vig
Gyoktelenitsétek az alabbi tortek nevezojeét:
1 B 2
D vi+tvi+r Vi) +VI-VT
Hatarozzatok meg a kovetkezd kifejezések értékét:

5 5
D 4-avr a+3vi-
1 1
V4+Vi5 +1  J4+VIT- 1°

3) "5-2"6 W 5+2V6\] '

Egyszerusitsétek az alabbi kifejezéseket:

M X y VI VW
D vis x_o ) VI-VI VTI VIVT

* Egyszerlsitsétek az alabbi kifejezéseket:
D +55 - 20dIc +Hyfx- 45 H\6-JX ;

2) VA+2V<7+3+4 + V<T7-2V<T+3+4 |

+ ...+ 0
V50+V47
kifejezést!
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868.

869.

870.

871.

872.

873.

874.

875.

876.

Ismétlo feladatok a 8. osztaly tananyagahoz
* Bizonyitsatok be, hogy:

J2+4Js -yll+JI4+J1 A\2+yi2+yi2+M3 -V2-V2+V2W? =1 !
Rendezzétek ndvekvo sorrendbe az aldbbi szamokat: 13; >/I65 ;
12,7 Vm ; 134!

Abrazoljatok kozds koordinata-rendszerben az y = és
y = X- 6 flggvények grafikonjat! Jeldljétek a inetszéspontot!

Az aldbbi szamok melyik két egész szam szomszédai: 1) VT7;

2) >/67 ;3) JIO3 ; 4) -1512%5°?
Mely egész szdmok vannak az aldbbi szamok kozott:

1) 6 és V67 ; 3) -V53 és -4,9;
2) Vi4 és V52 ; 4) -VIT és 2,7?
—_— ha X <0,

X

Adott az f (x) = 3, ha 0<x<4, fiiggvény.
-Jx, ha X>4

1) Hatarozzatok meg /4(-8,5), /"(O), /"(4), /"'(9) helyettesitési
értéket!

2) Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjat!

Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) XR- 4x —32= 0 5)x2+ 6x - 15 = 0;
2) X- IOx + 21=0; 6)3x2- x- 5=0;
3) 6x2- 5x + 1= 0; 7)4x2+ 28x + 49 = O;
4) 8x2+ 2x - 3= 0 8)x2- 16x +71=0!

Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

Dx-4)x+2 - 20Bx+ 1 (x-3) =x(x+27);

2) (4x - 3)2+ 3x - ) (x+ 1) =09;

) x+4) (x2+x - 13- x+7) X2+ 2x- 5)=x+ 1

N {x2-9) x+1_ x- 41 .

} 5 2 4
A WRHB x 43 2X2- 2
3 2 . 8

Oldjatok meg az aladbbi egyenleteket:
1) x2+ (57- 1) x + 4tf2- a = 0;

220



877.

878.

879.

880.

881.

882.

883.

884.

885.

886.

Ismétld feladatok a 8. osztly tananyagahoz

2) x. - (2a + 3) + 6a = 0;

3) aX2- 10ax + 16 = O

Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:

D |x2- 2x - 6] = 6 3) x|x|+2x - 15 =0

2) xo - 6Ix1- 16 = 0; 4) Nx2- 6x - 4|- 3| =1
Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

1) x2- 6x+3(—_22—=7=—
2) (>/7-5)(15x2-7x-2)=0;

3) (x2-f-6jc)(V3c-4)(,x2-8jc-48)=0 !
Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:
1) Wx2+3x-4 +Vx2+6x+8=0;

2) X2-4X +4+|x2-3x +2|=0;

3) V25- je2HlLje24+8r- 201=0!

A diszkriminans kiszdmitasa nélkll hatarozzatok meg az a azon
értékét, melynél az alabbi egyenleteknek egy gyokik van:

) x2+ 22x + r=0; 2) x2- ax + 81 = 0.
Szémitsatok ki ezt a gyokot!

A b mely értéke mellett lesznek az x2+ bx - 23 = 0 egyenlet
gyOkei ellentett szadmok? Hatérozzatok meg ezeket a gyokoket!

gyoke a 12x - bx + 5 = 0 egyenletnek. Hatarozzatok
meg a b értékét és az egyenlet maésik gyokét!
0,2 gyoke a Sx2- 3,2x + k —0 egyenletnek. Hatarozzatok meg
a k értékét és az egyenlet masik gyokét!
Az x2- bx + 20 = 0 egyenlet x, és x2 gyoOkeire igaz, hogy
X, = 5x2 Hatarozzatok meg a b egydltthatdt és az egyenlet
gyokeit!
Irjatok fel olyan masodfokl egyenletet, melynek a gyokei

1-gyel kisebbek az x2- 3x - 5= 0 egyenlet megfeleld gyokeinél!
Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

3x2+4x _ 3-4xm
) x2-9 ~x2-9’

*oX —2X-2.
} 4x-3 ~ 7-je ’
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887.

888.

889.

890.

891.

892.

Ismétlé feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

5 63 2 _ 7.
) A2+3A A2-3A X
2a 3 da- 2

6) i a4 (as8Xa-2)

N a2+ 2a a2-4 5a(2'a) ’
A2- 2a+1l Aa3-1 aA2+a+l

Oldjatok meg a kovetkezd egyenleteket:

n Y~~ a+5_ io.

" a+5 a-1 ~ 37
2) — —+6+ - Ix— =3;
A A2- 3a+ 6
4a
S -5 =0;
3) (3*_')7 3a-1
4) 13 -2 »
a2+2a-8 a2+2a-3
* Az a mely értékei mellett lesz az - +2=0 egyenletnek
egy gybke?

Igazak-e a alabbi allitasok:

1) hamesnaz ax2+ bx + c= 0 egyenlet gybkei,a * 0 és
c * 0. akkor a -m és -n gydkei az ax2- bx+c¢c =0
egyenletnek;

2) ha m és naz ax2+ bx + c= 0 egyenlet gybkei,a » 0 és

c * 0, akkor az r és—n gyokei a ex2+ bx+a =0

egyenletnek? A feleletet indokoljatok meg!

* Hatarozzatok meg a b azon egész értékeit, melyekné! az alabbi
egyenlet gyokei is egész szamok: *

) X2+ bx - 6 =0; 2) X2+ bx + 21 = 0!

* Xi6és x2az x2- (2a- 5) x + a2- 7 = 0 egyenlet gyokei. Az
a mely értéke mellett igaz, hogy 2a, + 2a2 = a,a2?

* Az a mely érteke mellett lesz az x2+ (@ + YX + a2+ 2a -
= 0 egyenlet gyokeinek szorzata 15?
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893.

894.

Ismétld feladatok a 8, osztaly tananyagahoz

Egy autbbusznak 255 km-t kellett megtennie. Miutdn megtette
az lit —-ét, 1 orara leparkolt. Az Gt hatralévd részén a se-

bességét 5 km/h-val csokkentette és igy 9 6ra mulva érkezctt
meg. Mekkora volt az autébusz kezdeti sebessége?

Egy réz-cink 6tvozetben 20 kg cink van. Az 6tvdzethez hozzé-
olvasztottak 3 kg rezet és 4 kg cinket. Az igy nyert 6tvozet
5%-kal tobb rezet tartalmaz, mint az eredeti. Mennyi rezet
tartalmazott az eredeti 6tvozet?



HH A 7. osztadlyban tanultak ismétlése

Egész kifejezések

1. Véltozét tartalmazd kifejezések.
Egész racionalis kifejezések.
A Kkifejezés helyettesitési értéke

Azokat a kifejezéseket, melyekben valtozok (vagy csak valtozo,
ha egy van), szdmok, zérdjel van, melyekre a négy alapmuveletet
véges sokszor alkalmaztdk, valtozét tartalmazd kifejezéseknek ne-
vezzik.

Ha a valtozok helyére behelyettesitiink konkrét szdmokat, akkor
szamkifejezést kapunk. Ennek a szamkifejezésnek az értékét nevezzik
a valtozot tartalmazo kifejezés helyettesitési értékenek.

A szamkifejezéseket és a valtozot tartalmazé kifejezéseket algebrai
kifejezéseknek nevezzik.

Azokat a kifejezéseket, melyek nein tartalmaznak véltozéval vald
osztast egész kifejezésnek nevezzik.

Az ab jelblést azokra a kétjegyu szamokra alkalmazzuk, melyekben

a tizes és b egyes van, tehat ab = \0a + b. Hasonl6képpen, abc-
vel jeldljik azokat a haromjegyl szamokat, melyekben a szdzas van,

b tizes és c egyes, vagyis abc = 100a + 106 + c.
2, Azonosan egyenld kifejezések. Azonossagok

Azok a kifejezések, melyek barmely helyen vett helyettesitési értéke
egyenld, azonosan egyenld kifejezéseknek nevezziik.

Azt az egyenldséget, amely a valtozok barmely értékére teljesl,
azonossagnak nevezzik.

Ha egy kifejezést vele azonosan egyenld kifejezéssel helyettesitink,
akkor azonos atalakitast végzink.

Azonossag bizonyitasa annyit jelent, hogy igazolni kell az adott
egyenlbségrdl azt, hogy az azonossag.

Az alabb felsorolt lehetoségekkel igazolhatunk azonossagot:

224



A 7. osztalyban tanultak ismetlese

e azonos atalakitassal az egyik oldalt olyan alakra hozzuk, amilyen
a masik oldal;
» azonos atalakitassal mind a ket oldalt egyenlo alakra hozzuk;
* igazoljuk, hogy a ket oldal ktilonbsege nulla.
Ahhoz, hogy bebizonyitsuk egy egyenlosegrol, hogy nem azonossag,
elegendo felhozni egy ellenpeldat: megnevezni a valtozonak egy olyan
erteket, melyre az egyenloseg nem teljesul.

3. Termeszetes Kkitevojii hatvany

Az a szam /7-edik hatvanyanak nevezziik azt az n tenyezos szor-
zatot, melyben minden tenyezo a, a * 0.

Az a szam w-edik hatvanyanak jelolese: a" (olv. a /7-edik hatvanya,
a az /7-ediken). A 2. es 3. hatvanyra kiilon szavunk van: negyzet es
kob.

A szam elso hatvanya maga a szam.

Az elobbi meghatarozasok alapjan:

a'=aa..a,n>1
n tervezd

ax = a

Barmely nemnegativ szam hatvanya nemnegativ.
Negativ szam paros kitevojii hatvanya pozitiv, paratlan kitevojii
hatvanya negativ.

4. Termeszetes Kkitevojii hatvanyozas azonossagai

Barmely a szamra es termeszetes m es n szamra igaz, hogy:
cTcf = cr+\
azonos alapii hatvanyok szorzasakor a hatvanyalapot a kitevok ossze-
gere emeljiik.
Barmely a szamra es termeszetes m es n szamra, ha m > n igaz,
hogy:
am: an= am\
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A 7. osztalyban tanultak ismetlese

azonos alapu hatvanyok szorzasakor a hatvanyalapot a kitevok kiilonb-
segere emeljtik.
Barmely a szamra es termeszetes ni es n szamra igaz, hogy:

(cry = cT\

hatvanyok hatvanyozasakor az alap uj kitevoje a kitevok szorzata
lesz.
Barmely a es b szamra es termeszetes n szamra igaz, hogy:

(ab)n = a'b",

a szorzat /7-edik hatvanya a tenyezok «-edik hatvanyainak szorzataval
egyenlo.

5. Egytagu kifejezesek

Azokat a kifejezeseket, melyekben szamok es valtozok szorzassal
vannak osszekapcsolva egytagu kifejezeseknek nevezziik.

Azt az egytagu Kifejezest melyben csak egy szamtenyezo van, ami
az elso helyen all, a tobbi tenyezo pedig kiilonbozo alapu hatvany, az
egytagu kifejezes normalalakjanak nevezziik.

A nulla is egytagu kifejezes. A nullaval azonosan egyenlo egytagu
kifejezeseket nulla ertekii kifejezesnek nevezziik. Nem soroljuk oket
a normalalaku egytagu kifejezesek koze.

Az egytagu kifejezesek szamtenyezojet egyiitthatonak nevezziik.

Azokat az egytagu kifejezeseket, melyek legfeljebb egyiitthatoikban
kiilonboznek, egynemu kifejezeseknek nevezziik.

Az egytagu kifejezesek fokszamanak nevezziik a benne szereplo
valtozok hatvanykitevoinek osszeget. Azon egytagu kifejezesek fok-
szamat, melyek nullatol kiilonbozo szamok, nullanak tekintjuk .

A nulla ertekii kifejezeseknek nines fokszamuk.

Ket egytagu kifejezes szorzata is egytagu kifejezes. Egytagu
kifejezes hatvanya egytagu Kifejezes.
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A 7. osztalyban tanultak ismétlése

6. Tobbtagu Kifejezések

Egytagu kifejezések osszegét tobbtagl kifejezésnek (polinomnak)
nevezzik.

A tobbtagu kifejezés osszeadandoit tagoknak nevezzik.

Azokat a polinomokat, melyeknek két tagja van, kéttagt kife-
jezésnek, melyeknek harom tagja van, haromtagu kifejezésnek ne-
vezzlk. Az egytagu kifejezések a tobbtagl kifejezések részesete. Ezek
olyan polinomok, melyeknek egy tagja van.

A tobbtagl kifejezések, egytagu
kifejezések és a szdmok viszonyét a
35. abra szemlélteti.

Ha a tobbtagu kifejezések tagjai
kozott vannak egynemiek, akkor
ezeket a tagokat a polinom egynemu
tagjainak nevezzik.

Az egynemil tagok Osszevona-
saval a tobbtagu kifejezés helyettesithetd egy egyszeriibb, kevesebb
tagbdl allo vele azonosan egyenld kifejezéssel.

Ahhoz, hogy osszeadjunk két tobbtagu kifejezest, a kifejezéseket
zarbjelbe vesszik és kdzéjuk plusz jelet tesztink, majd a zarojel
felbontasa utan osszevonjuk az egynemi tagokat (ha van ilyen).

Ahhoz, hogy kivonjunk két tobbtag( Kifejezést, a kifejezéseket
zarbjelbe vesszik és kozéjlik minusz jelet tesziink, majd a zardjel
felbontdsa utan osszevonjuk az egynemdi tagokat (ha van ilyen).

A tobbtagu kifejezés szorzatta alakitasdnak nevezzik azt az eljarast,
amikor a kifejezést tobb tényez6 szorzatara bontjuk.

A szorzattd alakitasra nines univerzalis szabaly. Viszont alkal-
mazhat6 az alabbi algoritmus:

1) ha lehetséges, kézds tényezét kell kiemelni;

2) nevezetes azonossagot kell alkalmazni;

3) ha nem lehetséges nevezetes azonossagot alkalmazni, akkor a
csoportositds mddszerét alkalmazzuk a szorzatta alakitashoz.
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7. Egytagu kifejezés szorzdsa tobbtaguval

Ahhoz, hogy egy egytagu Kkifejezést megszorozzunk egy tobb-
taglval, a tobbtagu kifejezés ininden tagjat meg kell szorozni az egytagu
kifejezéssel és a kapott szorzatokat dssze keil adni.

Az egytagl és tobbtagl kifejezések szorzasara érvényes a Szorzas
felcserélhetdségi torvénye. Ezért az elobb megfogalmazott szabalyt
alkalmazhatjuk abban az esetben is, ha egy tobbtagu kifejezést szorzunk
egytaguval.

8 Tobbtagu kifejezés szorzasa tobbtaguval

Ahhoz, hogy egy tobbtagu kifejezést megszorozzunk egy tobb-
taguval, a tobbtagu kifejezés minden tagjat meg kell szorozni a mésik
kifejezés minden tagjaval, és a kapott szorzatokat 6ssze kell adni.

Tobbtagu kifejezések szorzata is tobbtagu kifejezés.

Nevezetes azonosségok
9. Két tag osszegének és kulonbségének szorzata

Egy kéttagu kiilonbség és ugyanazon tagok osszegének szorzata
egyenld az elsd és a masodik tag négyzetének kilénbségével:
@a- b) (a+hb)=a2- b2

10. Két tag négyzetének kulonbsége

Két tag negyzetének kilonbsége egyenld ezen tagok osszegének
és kilonbségének szorzataval:
a2- b2=(a- b) (a + bh).

11. Kéttagu o6sszeg és kuldénbség négyzete

Egy kéttagl 6sszeg négyzete megegyezik az elsd tag négyzetének,
az elsd és masodik tag kétszeres szorzatanak és a masodik tag
négyzetének odsszegével:

(a + b)2= a2+ 2ab + b2

228



A 7. osztalyban tanultak ismétlése

Két tag kulbnbségenek négyzetét megkapjuk, ha az elsd tag
négyzetébdl kivonjuk az elsod és a masodik tag kétszeres szorzatat, és
hozzaadjuk a masodik tag négyzetét:

{a- b)2=2a2-2ab + b2.

12. Tobbtagu kifejezések atalakitdsa kéttagu 0sszeg vagy
kilébnbség négyzetévé

Az alabbi képletek lehetoséget adnak a haromtagl kifejezések
kéttagl Kifejezés négyzetévé ,tomoritésére”:
a2+ 2ab + b2=(a + b)2
a2- 2ab +b2=(a- b)2
Azokat a haromtagu kifejezéseket, melyek atalakithatok kéttagu
kifejezések négyzetéve, teljes négyzetnek nevezzik.

13. Két tag kobeinek 0sszege és kilénbsége

Két tag kobeinek 6sszege egyenld a tagok 6sszegének, valamint a
tagok négyzetei 6sszegének és szorzatuk kilénbségének szorzataval:
a3+ b3=(a + b) (a2 ab + b2.

Két tag kobeinek kildnbsége egyenl6 a tagok kiilonbségének és a
tagok négyzeteinek, valamint szorzatuk 6sszegének szorzataval:
a3- b3=(a- b) (a2+ ab + b2.

Egyenletek
14. Az egyenlet gyoke

Az egyenlet gydkének nevezziik a valtozé azon értékét, melyre az
egyenléség teljesdl.

Az egyenlet megoldasa olyan eljaras, amellyel meghatarozzuk az
egyenlet gyokeit, vagy igazoljuk, hogy nines megoldas.

Gyakran a szOveges feladatok redlis probleméak felvetése. A
feltételek alapjan felirt egyenletet a probléma matematikai modelljének
nevezzik. Ezért az egyenlet gyoke nem ininden esetben lesz a feladat
megoldéasa. Ellendrizni keli, hogy a kapott érték nem mond-e ellent a
feladat feltételeinek.
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Szoveges feladatok megoldasanal célszerii az aldbbi algoritmiist

kovetni:

1) a feladat feltétele alapjan irjunk fel egyenletet (allitsuk Ossze a
feladat matematikai modelljét);

2) oldjik meg a felirt egyenletet;

3) ellendrizzik le, hogy az egyenlet gytkei megfelelnek-e a feladat
feltételeinek.

15. Az egyenletek azonos atalakitasai

Az egyenlet gyokei nem valtoznak, ha az egyenlet mindkét oldaldhoz
hozzaadjuk (vagy mindkét oldaldbol kivonjuk) ugyanazt a szamot.

Ha egy olyan egyenlet mindkét oldaldhoz, melynek nincsenek
gyokei, hozzdadjuk vagy mindkét oldalabdl kivonjuk ugyanazt a szamot,
olyan egyenletet kapunk, melynek szintén nincsenek gyokei.

Az egyenlet gyokei nem valtoznak, ha az egyenlet mindkét oldalat
megszorozzuk (vagy mindkét oldalat elosztjuk) ugyanazzal a nullaval
nem egyenld szammal.

Az egyenlet gyodkei nem valtoznak, ha az egyenlet egyik oldalardl
atviszlink a masik oldalra egy tagot ellenkezd eldjellel.

16. Egyismeretlenes linearis egyenletek

Egyismeretlenes linearis egyenletnek az ax = b alaki egyenletet
nevezzik, ahol x az ismeretlen, a és b adott szdmok.
Ha a * 0, akkor az egyenlet mindkét oldala eloszthatd ¢/-val. Az

egyenletnek egy megoldasa van: X=

Ha a = 0, akkor a Ox = b alaku egyenletet kapjuk, és két részesetet
kell figyelembe venni: b = 0 vagy b * 0.

Az elsd esetben a Ox = 0 alaki egyenletet kapjuk. Tehat, ha a = 0
és b = 0, akkor az ax = b alakd egyenletnek ininden szdm a megol-
dasa, végtelen sok megoldéasa van.
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A ndsik esetben, ha b * 0, akkor az x barmely ertekere a
O0x - b egyenléseg hamis. Tehat, ha a = 0 es b * 0, akkor az
ax = b egyenletnek nincs megoldéasa.

ax =b a* o0 a=0esb=0 a=0eb”0
alakii egyenlet X = g— X - barmely szam  nincs megoldéas
Flggvenyek

17. A fuggveny.
A flggveny ertelmezesi tartoménya es ertekkeszlete

Ha a fliggetlen valtozd6 minden ertekehez meghatérozott szabaly
szerint csak egy ertek tartozik, akkor az ilyen megfeleltetest egyertelmdi
hozzérendelesnek, fliggvenynek nevezziik.

A fiiggetlen véltozot &ltaldban x-szel, a fiiggd véltozot y-nal, a
hozzérendelesi szabalyt f-fei jeloljuk. Ha az y es az x véltozok kozott
egyertelml a hozzérendeles, akkor az y - f(x) jeldlest hasznaljuk
(olv. y egyenld f az x helyen).

A flggetlen valtozot argumentumnak nevezzik.

Az f fliggveny minden x argumentuméhoz az y fiiggd valtozé egy
erteke tartozik, amit a fliggveny helyettesitesi ertekenek neveziink es
f (x)-szel jeldljik.

Az argumentum 0sszes erteke alkotja a flggveny ertelmezesi
tartoméanyat. A flggo valtozo &ltal felvett 6sszes ertek alkotja a
fiiggveny ertekkeszletet.

Nehény flggveny jeldlese:

y = [X] egeszresz fliggyeny. A flggvenyertek egyenlé az argu-
mentum ertekenel nem nagyobb egesz szdmmal.

y = {¥} - tortresz fuggveny. {#} = x - [X].

18. A fuggveny megadasi modjai

Egy fuggvenyt adottnak tekintink, ha ismerjuk az ertelmezesi
tartoményét es a hozzarendelesi szabalyt.
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Mivel a fiiggveny a egy egyertelmu hozzarendeles, ezert meg-
adhato szavakkal, koriilirassal.

A leggyakoribb megadasi mod az analitikus, vagyis keplettel.

Ha egy fiiggveny olyan keplettel van megadva, melynek jobb oldala
egesz kifejezes es nines meghatarozva az ertelmezesi tartomanya,
akkor iigy tekintjiik, hogy a fiiggveny ertelmezesi tartomanya minden
szam.

A fiiggvenyek meg egy megadasi modja a tablazat. Egy ilyen
tablazat ket sorbol all. Az elso sorban szereplo szamok alkotjak a
fiiggveny ertelmezesi tartomanyat. Az oszlopok tartalmazzak a fiig-
getlen valtozo - fiiggo valtozo ertekparokat. Ezt a modot akkor
celszerii alkalmazni, ha az ertelmezesi tartomany nehany szam.

Ha az ertelmezesi tartomany szomszedos ertekei kozott a Kii-
lonbseg 1, akkor azt mondjuk, hogy a tablazat 1 lepeskozzel van
osszeallitva.

19. A fiiggveny grafikonja

Az ["fiiggveny grafikonja olyan gorbe, mely a koordinatasik azon
es csakis azon pontjaibol all, melyek abszcisszaja egyenlo a fiiggveny
argumentumaval, ordinataja pedig az f fiiggveny helyettesitesi er-
tekevel.

Ha egy gorbe az /"fiiggveny grafikonja, akkor az alabbi ket feltetel
teljesiil:

1) ha x0 a fiiggveny valamely argumentiima es az f (x0) a hozza
tartozo fiiggvenyertek, akkor az (x0; f (xQ) koordinatajii pont illesz-
kedik a grafikonra;

2) ha a grafikon valamely pontjanak koordinatai (x0; y0), akkor x0es
y0 megfeleloen a fiiggveny fiiggo es fiiggetlen valtozoi, vagyis
fo = f(x0.

A koordinatasikon abrazolt alakzat nem lehet egy fiiggveny gra-
fikonja, ha az argumentumnak letezik olyan erteke, melyre az y erteket
nem lehet egyertelmiien meghatarozni.
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Egy gorbe akkor tekinthetd egy ftiggvény grafikonjanak, ha az
abszcisszara bocsatott barmelyik merdleges egyenesnek az adott
gorbével csak egy kdzds pontja van.

20. A lineéris flggvény, grafikonja és tulajdonsagai

Az y = kx + b képlettel megadott fliggvényt linearis fliggvénynek
nevezzik, ahol k és b adott szdm, x a fliggetlen valtozé.

A lineéris ftiggvény értelmezési tartomanya barmely szam, gra-
fikonja egyenes. Mivel az egyenest egyértelmien meghatérozza két
ktilonb6z0o pontja, igy a lineéris fuggvény grafikonjanak abrazolasahoz
elegendd valasztani ket ktilonboz6 argumentum értéket és kiszamitani
a hozzajuk tartozo ftiggvényértéket, majd a két meghatarozott és a
koordinatasikon felttintetett ponton keresztiil meghl(zni az egyenest.

Az y = kx, k * 0 képlettel megadott fliggvényt egyenes ara-
nyossagnak nevezzik.

Az egyenes aranyossag a linearis fugg-
vények részesete (ezt az osszefliggest
szemlélteti a 36. abra).

Az egyenes aranyossag grafikonja
olyan egyenes, ami &atmegy az origon.

Ezért az egyenes aranyossag grafikonjanak

abrazolasahoz elegendd meghatarozni egy,

az origotdl ktilénbozd pontot, meghlzni ezen a ponton és az origon
0(0; 0) keresztiil egy egyenest.

Ha az y = kx + b képletbe k = 0 értéket helyettesitlink, akkor
y = b. Ebben az esetben a ftiggvényérték valtozatlan barmely argu-
mentum helyen. A ftiggvény grafikonja olyan egyenes, amely par-
huzamos az abszcisszatengellyel.

Kétismeretlenes linearis egyenletrendszer
21. Kétismeretlenes egyenlet

A két valtozot tartalmazo egyenloséget kétismeretlenes egyenletnek
nevezzik.
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A véltozok azon értékparjait, melyre az egyenloség teljesiil, a
kétismeretlcnes egyenlet gyodkeinek nevezzik.

Ha X = a és y = b érték az egyenlet megoldéasa akkor ez (a; b)
alakban is felirhat6. A zargjelben elsd helyen az x valtoz6, méasodik
helyen az y valtozé értékét irjuk. Ha az egyenletben a valtozékat nein
x-szel és y-nal jelolték, akkor meg keli beszélni, hogy melyik valtozo
értékét tintetjik fei a szamparként megadott feleletben az elsd helyen,
és melyiket a masodikon. Altalaban a latin abécé sorrendjének meg-
felelden jarunk el.

A kétismeretlenes egyenlet megoldasa azt jeleni, hogy megha-
tarozzuk azokat a szamparokat, melyekre teljesul az egyenloség vagy
igazoljuk, hogy nines iiyen szampar.

A kétismeretlenes egyenletekre érvényesek azok az azonos atala-
kitasok, melyek az egyismeretlenes egyenletekre is (lasd a 15. pontot
a 230. oldalon).

A kétismeretlenes egyenlet grafikonja a koordinatasik azon, és
csakis azon pontjai, melyek koordinatdi (szamparok) az egyenlet
gyokei.

Ha egy gorbe az egyenlet grafikonja, akkor az alabbi két tulajdonséag
teljesul:

1) az egyenlet gyokei olyan pontok koordinatai, melyek illeszkednek

a grafikonra;

2) a grafikon barmely pontjanak koordinatai olyan szampar, ami az
egyenlet gyoke.

22, Kétismeretlenes linearis egyenlet grafikonja

Kétismeretlenes linearis egyenletnek nevezzilk az ax + by = ¢
alaku egyenletet, ahol a és y ismeretlen, a, b és ¢ adott szamok.

Barmely esetben, ha b * Ovagy b=0ésa* 0azax + by =c¢
egyenlet grafikonja egyenes.

Ha a = b = 0 az ax + by = ¢ egyenletben, akkor a Ox + Oy = ¢
egyenletet kapjuk.
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Ha ¢ * 0, akkor ennek az egyenletnek nines megoldasa, vagyis
nem letezik a koordinatasikon olyan pont, mely szolgalhatna az egyenlet
grafikonjakent.

Ha ¢ = 0, akkor a

X+ 0Oy=0
egyenletet kapjuk. Ebben az esetben az egyenlet megoldasa az egesz
koordinatasik.

Az alabbi tablazat osszefoglalja az ax + by = c egyenlet grafi-
konjanak minden reszesetet:

Egyenlet Az a, b es c ertekei Grafikon
_ b*0,desc nem meroleges
ax+by=c barmely szam egyenes
_ b-0,a*0,
ax+hy=c ¢ barmely szam meroleges egyenes
ax +by=c a=b=c=0 az egesz koordinatasik
ax+by- c a=b=0,c"0 nines megoldas

23. Ketismeretlenes linearis egyenletrendszer

Ha tobb egyenlet kozos megoldasat kell meghatarozni, akkor azt
mondjuk, hogy egyenletrendszert kell megoldani.

Az egyenletek rendszerbe foglalasahoz kapesos zarojelet haszna-
lunk.

A ketismeretlenes egyenletrendszer megoldasanak nevezziik a
valtozok azon ertekeit, melyekre egyidejiileg teljesiil mindket egyenlet.

A ketismeretlenes egyenletrendszer megoldasa azt jeleni, hogy
meghatarozzuk azokat a szamparokat, melyekre teljesiil az egyenloseg,
vagy igazoljuk, hogy nines megoldas.

24. A Kketismeretlenes linearis egyenletrendszer
grafikus megoldasa

Az egyenletrendszer grafikus megoldasa abban rejlik, hogy:

» kozos koordinata-rendszerben abrazoljuk a rendszer mindket
egyenletenek grafikonjat;

* meghatarozzuk a grafikonok metszespontjainak koordinatait;
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e a meghatarozott szamparok lesznek a rendszer megoldasai.
A grafikus modszert akkor celszerii alkalmazni, ha a gyokok szamat
keressiik.
Ha a rendszerben foglalt egyenletek grafikonjai egyenesek, akkor
a rendszer megoldasa az egyenesek kolcsonos helyzetetol fiigg:
* ha az egyenesek metszik egymast, akkor a rendszernek egy
megoldasa van;
« ha az egyenesek illeszkednek egymasra, akkor az egyenlet-
rendszernek vegtelen sok megoldasa van;
» ha az egyenesek parhuzamosak, akkor az egyenletrendszernek
nines megoldasa.

25. A ketismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa
behelyettesito modszerrel

Ezzel a modszerrel a ketismeretlenes linearis egyenletrendszer
megoldasa visszavezetheto az egyismeretlenes linearis egyenlet megol-
dasara.

Ahhoz, hogy a ketismeretlenes egyenletrendszert behelyettesito
modszerrel oldjuk meg, a kovetkezo lepeseket kell elvegezni:

1) kifejezziik az egyik egyenletbol az egyik valtozot a masikon ke-
resztiil;

2) az igy kapott kifejezest belielyettesitjiik a masik egyenletbe a valtozo
helyere;

3) megoldjuk az igy kapott egyismeretlenes egyenletet;

4) visszahelyettesitjiik a valtozo meghatarozott erteket az elso lepesben
kapott kifejezesbe;

5) kiszamitjuk a masodik valtozo erteket;

6) felirjuk a megoldast.

A Kketismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa
egyenlo egyiitthatok modszerevel

Ezzel a modszerrel a ketismeretlenes linearis egyenletrendszer
megoldasa visszavezetheto az egyismeretlenes linearis egyenlet megol-
dasara.

Ahhoz, hogy a ketismeretlenes egyenletrendszert az egyenlo egyiitt-
hatok modszerevel oldjuk meg, a kovetkezo lepeseket kell elvegezni:

236



A 7. osztalyban tanultak ismetlese

1) megfeleld szorzétenyezoket vélasztunk Ggy, hogy ha megszorozzuk
az egyik egyenletet, vagy mindket egyenletet ezzel a sz&mmal,
valamelyik valtozd egyutthatdi egyenldk legyenek;

2) tagonkent kivonjuk az igy kapott egyenletek jobb es bal oldalét;

3) megoldjuk a mésodik lepes eredmenyekent kapott egyismeretlenes
egyenletet;

4) visszahelyettesitjik a valtozé meghatdrozott erteket az eredeti
rendszer valamelyik egyenletebe;

5) kiszdmitjuk a masik véltozo erteket;

6) feiirjuk a gyokoket.

A szam abszolit erteke

27. A szam abszollt erteke

Az a szdm abszoliit ertekenek nevezziik a szdmegyenesen az a
szamot jel616 pont es az origd tavolsagat.
Az a szdm abszolit ertekenek jeldlese: | a\ (olv. az a szém
abszollt erteke).
A pozitiv szdm abszoliit erteke magédval a szdmmal, a negativ
szam abszolut erteke pedig ellentettjevel egyenld.
10| =0.
Kapcsos zardjelet alkalmazva az abszolit ertek tulajdonsaga igy
irhato fei:
ia, ha a > 0,
lal~ | -a, haa <0.

Az abszolit ertek nein negativ.
Ellentett szdmok abszolit erteke egyenld:

M =1.F
Koordinatasik
28. Derekszogu koordinata-rendszer
Huzzunk a sikon ket egymésra merdleges szdmegyenest, tigy hogy

az origok egybeessenek. Ezeket az egyeneseket koordindtatengelyek-
nek, a metszespontot, az O pontot a szdmlalas kezddpontjanak (ori-
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gbnak) nevezzilk. A vizszintes tengely az abszcisszatengely, melyet x-
szel jel6link, a fuggbleges tengely az ordinatatengely és y-nal jel6ljik.

Az abszcisszatengelyt x tengelynek, az ordinatatengelyt y ten-
gelynek is szoktuk nevezni. E két tengely egyitt alkotja a derékszogl
koordinata-rendszert, melyet Descartes-féle koordinata-rendszernek
is nevezink.

Azt a sikot, melyen koordinata-rendszer van, koordinatasiknak
nevezzlk.

A koordinatatengelyek négy részre osztjak a sikot, melyeket
koordinata-negyedeknek nevezink, és a 37. abran lathatdé maodon
szamozunk.

y‘k y*k
Il. nogyed I. negyed -3
2- -2
1- . ﬁ
11 1, ! 1 1§ ] R
3-2-1," 12 3x 218 12 Bx
fi i
||.negyed'2‘ IV, negyed 2, n
-3- -3-
37. &bra 38. 4bra

Jeldljiik a koordinatasikon az M pontot (38. abra). Az M ponton
atmend az abszcisszatengelyre merbleges egyenes az abszcissza-
tengelyt az A pontban metszi, az ordinatatengelyre meréleges egyenes
ezt a tengelyt a B pontban metszi. Az A pont koordinataja az x
tengelyen 3, a B pont koordinataja az y tengelyen -2.

A 3-as szdmot az M pont abszcisszajanak, a -2-t az M pont
ordinatajanak nevezzik. Ezért ezeket a szdmokat az M pont koor-
dinatainak nevezzik. Jelblése: M(3; -2).

A pont koordinatainak felirasakor dso helyre az abszcisszét,
masodikra az ordinatat irjuk.

He egy pont az abszcisszatengelyen van, akkor az ordinataja nulla,
ha az ordinatatengelyen van, akkor az abszcisszaja nulla.



Feleietek es utmutatasok

50. 0,3- 51. 5. 53. — 54. Nem. Utmutatas. Irjuk fel az adott

tortet 241 alakban. 58. 1) x - barmely sz&m, kiveve a —i-et;

2) nines megoldasa; 3) nines megoldasa. 59. 1) nines megoldasa;
2) -7. 60. 1) Ha a = 0, akkor nines megoldasa; ha a * 0, akkor

x=a—; 2) ha a = 0, akkor x barmely szdm; ha a * 0, akkor x = 1;

3) ha a - 6, akkor x - barmely szdm; ha a * 6, akkor x = a - 6;
4) ha 4= -2, akkor nines megoldas; ha a = 2, akkor x - barmely

szam; ha a * -2 es a * 2, akkor *=a+2 . 61. 1) Ha a = -3, akkor

8 ; 2) ha = 0, akkor nines
+3

megoldas; ha <=9, akkor x - barmely szdm; ha <* 0 es 4* 9,
akkor Xzaa—g . 64. -4, ha a = 2b. 65. 48 km/h, 60 km/h. 76. 1) -

nines megoldas; ha a * -3, akkor x =,

3,09 TLDi; 2 781,12 7,3 m

2>m+2"’

19D (g D4y 8.2 53 41.8 2 -3 3) 45

80. 1) 1,2 3,62 1,2 7, 14,3) 1,2;8 9. 11309 2 1 2
4; 8 3) 2. 91. 15 km/h, 12 km/h. 92. 1) -2; 2) nines megoldas.
112- 6> 7) 8> 113- 5> 7 ; 6> y+2-
16. 2) 4 117. 1) i; 2) 25 3) 01 118 1) 12 2

273 2-26 a+b

121 2) ) ap g 12220 90 2) Y 124, 1y o

2) —;3) t---rp-tgr; 4) ——r. 128. — 7;7—rr. Utmutatas. Ierétok
2X (a2-25b2J y~2 (a-1Xa-4)

fel az 6sszeadandokat ket tort kilonbsegekent. Peldaul =
3 . .
<30 . - 129 (a-Na-\) - 132. Utmutatas. A bal oldalon minden
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torthéz adjatok hozza 1-et, a jobb oldalon 3-at. 135. 270 km. 160. 1) -5;

40
2) 09; 3) -5; 4) -3,2. 161 1) » 2 162. 83. 163. 10

164. 7 vagy -7. 165. 2 vagy -2. 166. 1) 1 2) 1 167. 1) yove
+

2) 1 170. 1) 0,5; 2) x - barmely szdm. 172. 1,2 ora. 173. 50 (iter,

30 liter. 174. 5 ferfi, 1ng, 6 gyerek. 178. 1) E; 2) b? 3 :3)

6) frry 1™- 1) 2)-1:3) a+y; 4) ¢

: a—
180. i) 4~ 2) @a4:3) (;4) — ;5) 2 6)a -2 181 I) X fi,—

2)c- 5 3)-2; 4) >:2. 184. 1) Nem; 2) igen. 186. 1) - 2)a- 3

Sc 1’
4) ;5) (,7 2

a+5b

2
a+b g7 g @ L 2) - 188 ) -TF %

2ab N

3 a+ 1 4

189. -y. 192. 1) 2) 1193 1) -1j; 2) 4- 195 Utmutatas.

Trjatok fel a kifejezest 10 - 3" —5 «2" alakban. 196. 480 kg. 197. 500
hrivnya, 700 hrivnya. 198. 2 ora. 199. 90 alkatresz. 200. 9 vereb, 10
galamb, 11 pacsirta. 207. 2) nines megoldas; 3) -2; 4) x barmely
szadm, kiveve a 2-t; 5) x barmely szdm; 6) 3; 7) 0,5; 8) nines megoldas;

9) -4; 10) 17, 11) 12 12) JJ; 13) -4; 4 14 0; 15) 4. 208. 1) -1;

2) nines megoldas; 3) 10; 4) nines megoldas; 5) 4; 6) x barmely szam,
kiveve a 0-at; 7) 6; 8) x barmely szam, kiveve a -0,5-et; 9) -3; 3.

209. 7. 210. 10. 212. 1) 2) nines megoldas; 3) 7; 4) 0; -2;

5) nines megoldas; 6) -17; 7) 0; 8) nines megoldas. 213. 1) 10; 2) -0,5;
3) -3; 4) -4; 4; 5) nines megoldas; 6) -5. 214. 2 km/h. 215. 29 kmvh.
216. 9 km/h. 217. 1) nines megoldés; 2) 9; 3) 0. 218. 1) 0.6; 2) 0.
219. 1) Ha a * 1, akkor x = 1, ha a - 1, akkor nines megoldas;
2) ha a * -5, akkor x = a; ha a = -5, akkor nines megoldas; 3) ha
Jd =0, akkor x - barmely szdm, kiveve a 3-at; ha ¢ * 0 es ¢ * 3,
akkor x = a; ha 7= 3, akkor nines megoldés; 4) ha (7”7, akkor
X =¢gvagy X = 6; ha (7= 7, akkor &= 6; 5) ha 7" 4 es g" -2,
akkor a = 4 vagy a = -2; ha ¢ =4, akkor a=-2; ha 7= -2, akkor
a=4;6) hag™*4esg*-2, akkor a= ¢ ha 7= 4 vagy 7= -
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akkor nines megoldas. 220. a = 2 vagy a = -2. 221. a ----9 vagy
a=-3vagy 7= 0. 222. 70 000 lakos. 223. 60 km. 251. 1) 2,7;

2) 955 . 258. 5. 259. 6. 265. 31 darab vastomb. 266. 80 000 lakos.

267. 2 km. 280. 6) 6 7) 9 8) ; 281. 5) 16; 6) 144.
291. 1) -3; 2) -5; 3)-2; 4)-7; 5 0;6) 2. 292. 1) 4, 2) 1, 3) -1;
4) 6. 295. 8 pere. 296. 5,34 kg. 297. 81-szer. 298. 1) ; 2) -4b2-

3) 156¢3+ 5;4) —T.299. 1) -ff- ;2) . 300. 1)-1 vagy O;

2) 3 vagy 4; 3) 4 vagy 5; 4) 2 vagy 3. 301. 1) 6 vagy 7; 2) 4 vagy
5; 3) 4 vagy 5; 4) 4 vagy 5. 302. 28; 8. 303. 31,6%-kal. 304. 5 ora
45 pere. 305. Igen, 5 darab 5 hrivnyas cimlet es 3 darab 2 hrivnyas
cimlet. 331. 1) 2; 2) -1; 3; 3) nines megoldas. 332. 1) 2; 4; 2) -1;
1, 3) nines megoldas. 345. Nines megoldas. 346. 9%-kal csokkelit.
347. 36 erme, 24 erme. 348. 12 km/h. 353. 1) Nines megoldas;
2) -1; 3; 3) 2. 354. 1) -3; -1; 2) nines megoldas; 3) -1. 369. 4.
371. 5 km/h, 3 km/h. 397. 1) -10; 2) 25; 3) -23,8; 4) 13; 5) 216;
6) -20. 398. 1) 13/4; 2) 21; 3) -20. 399. 2) x < 0; 3) x - barmely
szam; 4) x = 0; 5) x > 8; 6) x < 8; 9) x - barmely szdm kiveve a
8-at; 10) x >0esx*9; 11) x >0; 12 x = 0; 13) x-nek nem letezik
olyan erteke; 14) x - barmely szdm; 15) x = 0; 16) x - barmely szam,
kiveve a O-t. 400. 2) y < 0;3)y > 0;4)y<0;5y=0,6)y>0;
7))y >0esy > 1 401. 6) -10; 10. 402. 4) -7; 7. 405. 1) 167,
2) 2116; 3) nines megoldas. 406. 1) 4900; 2) nines megoldas. 407.
D) Maa*0 es b* 0, akkor a es b azonos eldjeliek; ha a = 0, akkor
b -barmely szdm; ha b = 0, akkor a barmely szdm; 3) ha b * 0,
akkor a > 0; ha b - 0, akkor a barmely szdm; 5) ha ¢7*0, akkor
b < 0; ha ¢ = 0, akkor b barmely szam. 408. 2) Utmutatas.
X2- 4x + 5= (x - 2)2+ 1 409. Utmutatds. -x2 + 6x - 12 =
= ~(x - 3)2- 3. 410. 2) kifejezes. 411. 1) 0; 2) nines megoldas;
3) 1, 4) -2; 5 -1; 1, 6) L 412. 1) 0; 2) nines megoldas; 3) 1,
4) 3. 413. 1) 7> -1; 2) a=-1; 3) 7<-1. 416. 1) ha ¢ = 0, akkor
x> 1 hag* 0, akkor x - 1 2) ha (7=1, akkor x - barmely szam;
ha 7* 1, akkor x - 0; 3) ha 7= 0. akkor x » 1, ha a * 0, akkor
x = 2; 4) ha a <0, akkor ninesenek gytkok; ha a > 0, akkor x =

= R+ 2. 417. i/ < Ovagy (7=1. 418. 13. 419. 420. 10 darab
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5 hrivnyas cimlet, 20 hrivnyasbdl 21 cimlet. 438 Utmutatas. Legyen
—6s q—azadott raciondlis szam Akkor az tsszegik |

j,ad0s gz te N 439 Utmutatas. Ha feltetelezzik, hogy az
adott Gsszeg raciondlis szam akkor az adatt irraciondlis szam meg-
adhat0 ket raciondlis szam kiilonbsegekent. 440. 1) Nem, peldaul
VT+(-VT)=0; 2) nem peldau vT-vT=(vT) =3; 3) nem peldau
VT-0=0. 441. A harmadik lepcsthézban, a hatodik emeleten.
R —. M4 BLAA D Nem letezik dyan * ertek 2) 3 3) -1;
3 4/ 1) -4; 2 2 476. -4. 477. 120 ha 506. 1) 6VT; 2) 1UVT;
3 loVT, 4 9VJF, 5 -aVTF; 6) o. 507. 1) -06VT,; 2) 6V7F;
3)10a3/F. 509. 1) 6+VT; 2)-10VJ-5; 3)1; 4)1; 54
510. 1) 10-4"2 ;2) 74, 3) 4, 4) 3 517. 1) VF-2; 2) ———2\/7;

r\ 4a4+4b N N o\ /- ,
~7T~" 6)— ; 7)7F|-_|_;
9 4é\-/é71b 10) \7518 D3 2 e 3 T A LS

5) VT: 6) 92_2 519, ])mA]" Q) rr/lfVE: 3)T-2x

A nfrrdnm ;  5) -3;cy?V5F;  6) 8abAlb ; 7)) -1 Xm'tfJIm ;
8 mnpu-p ; 520. 1) -wON7;, 2) fSA/F;  3) -TtfVF;
4) aMbAJab ; 5) ~3XW' VTT; 6) -5nr'2r'p*J-2p . 521 2) Mivel a
feltetelek szerint b < 0, ezert bJ*b =-J-bJ; 3) Vc7, 5) -/Fy7;

8) VFFF 522 2) -VFiF7;3) J]?; 6) -ViFFF. 524 1)

2) VF. 525. 1) VT+l; 2) VT+2; 3) VF+VT. 526. 1) VT+I;

2) VF+3; 3) VT+VT.527. 9. 530. 1) 4+VT,; 2) 3VI+l.53L 180
alkatresz. 532 25%-kal. 533. 6 km/h, 2 km/h. 534. 17 vagon.
552 1)0; 1, 2)0; 1 3)nines megoldas; 4) 1, 5)4; 6)1.

554, 4) 5- 2VT. 556, 2) —V/T. 556. 0. Utmutatas. Az egyenlet bal
oldala csak nemnegativ erteket vesz fei, a jobb oldala csak nem
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pozitivat. 561. 1) JT-\\  2) VJ-V2; 3)3-JT; 4) 6-y/i.
562. 1) VIJ-2 ; 2) 3) 5-273 . 563. Ha 7 > 0, akkor egy
gyok van, ha a < 0, akkor nincs megoldas. 564. 2Va+l, ha a > 0,

3, ha0<a< 1565 12 haa=>36 2Ja4a, ha 0 < a < 36.
566. 63 kg. 567. 3 km/h. 569. 1 ora 12 pere. 586. 6; 7. 587. 9; 10.

589. 1) 0; 14; 2) nincs megoldas. 590. 1) 0; 2) -272; iJT.

596. -3; -2 vagy 3; 4. 597. -1; O vagy O0; 1 598. 1) 4; 2) O; -8;
3)-9; 9.603. 1)0;-3; 3,2 0, 1,3 1 4 -2; 2 604. 1) 0; 7;
-7;2) 0; 5, -7; 3)-1,5; 15. 605. 1) 2; 2) 3; 3) 0,5; -2; 4) nem letezik
ilyen ertek. 606. 1) a =4, x2=-4; 2) =0, x2= 2 vagy a = -1,

X2=|;a =3,x2=-2. 610. 35.617. 1) 1, -£,2) 1, 9; 3) UNII,
618. 1) 2 -1; 2) -3; 619. D 4, -35,2 L -x;3) 2 f;

4) -3xV15 ;5) 3; 6; 6) 3t, .620.1)3;9; 2 A 3) nincs
megoldés. 621. 7. 622. 38 cm. 623. 6 es 14 vagy -14 es -6.

624. 10; 11. 625. 13; 14. 626. 1) V J; 2)-1; JZ; 3) 6
4)-1; 627. 1) -J1\ 1 2)2; VIJ;3) L |. 628. -20; 4
629. 1 630. 8 cm. 631. 6 cm vagy 12 cm. 632. 16 cm, 30 cm.

633. 9 cm, 40 cm. 634. 9; 11; 13. 635. 4; 6; 8, 10. 637. 16 majom
vagy 48 majom. 638. 9 csapat. 639. 15 oldal. 640. 1) -8; -7; O; L

2) -1; 1, 0,6; -0,6; 3) -3+VTT; 4) -2; 2,5 3, 5, -3; -5; 6) 2
-2. 641. 1) -12; 2; -2; -8; 2) 3; 3) 15, -7xV34; 4) 9; -9.
642. 1) -10; 2) 3. 643. 1) lC;) 2) 3.644. 1) b=-2; 2) b=-12 vagy
b=12 645. 1)6= 135 2) 6 =-8vagy 6 =8.649. h)x=2a+ 1
vagy X = a; 2) x = 2a vagy x = 4; 3) ha a t- 0, akkor x = — vagy

X = ; ha <7=0, akkor nincs megoldas; 4) ha g=», akkor x = -j,

ha <7*-2!,, akkor x = -3vagy X== 650. 1) x = 3a - 5 vagy

2a- 1
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a=-a;2) X =-3avagy a=4; 3) haa =0 akkor a= 1 ha
a + 0, akkor a =1 vagy a = a=— 651. 1) &= 0 vagy

2) b= -5 vagy b= iJZvagy b= -2-JZ; 3) b= 19. 652
vagy b = -0,5 vagy b = 0,5; 2) 6 = -3 vagy b =-5. 653. Q"

654. 9. 655. 4, VT7, 3V J. 656. 45 tonna, 75 tonna. 657. 14 lap.
671. a2= 10, q = -20. 672. a2= -6, p = -1. 673. a2= 2, b = 14.
674. a2= 16, Ww=-1,28. 675. -20,5. 676. -7. 681. a, = 1, a2= 9,
c—9. 682 a=14, a2=-6, J=84.683. a, =9 a2= -2, m=
=-18. 684. a,= 1,a2=-5, n=-5. 687. 1) 1,5; 2) 69. Utmutatas.

X; + a2 = (a, + ad2—2a,a2 3) 57; 4) 567. 688. 1) 80; 2)

3) v89. Utmutatds. |a2- a,\=m}p2-x1)~. 689. a2 + 12a + 17 = 0.
690. a2- 18a + 49 = 0. 691. 6a2- 1l4a+ 3 = 0. 692. a2- 15a +
+ 8=0 693. a =2 vagy a = -2. 694. a —6 vagy a = -6.
696. 1) 7; -7; 5; -5; 2) -11; 11; -1; 1, -4; 4. 697. 1) -9; 9; -6; 6;
2) -17; 17; -7; 7; -3; 3. 698. b =c - Ovagy £ =1 c = -2.
699. 1) a - 2; 2) nincs ilyen értéke az c/-nak. 700. <= 2. 702. 4

sor, minden sorban 12 fa. 704. 18%. 713. 1) d—_é; 2) 20-_1 X

3 cHl 4 n2+/nh+1 atd N 147 i X 4V-3 N 2y+5
) ¢-2° ) 5) 6>tttt-714- ">t t 2>~ :

1 . . .
3) ::5; 4) +4- 715 1)-3; 2) -2; 3) 716 1) -4; 2) -14.

717. 1) 1; 2) 3) -+ 4) 4. 721. 1) (x y)(x - 5y);

2) (a + 9@ - 4>); 3) B +wW(l;; - 3); 4) (4a- y) (x - ).
722. 1) (a - 4b) (a - 10); 2) (3b - 2c) (4b + 3c). 723. 1) Ha
a = 3, akkor a -barmely szam, ha a = -2, nincs megoldas, ha a + 3
és I+ -2, akkor a = Z:g ; 2) ha a =7, akkor a -barmely szam, ha
2a+\
£7-1
724. Ha # = -8, akkor a - barmely szdm, ha a 1, akkor nincs
a<8

megoldas, ha a t- -8 és a * 1, akkor a = Ul 727. 6,8%.

<7=1, akkor nincs megoldas, ha & 7 és &7+ 1, akkor a =
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729. 1) nincs megoldas; 2) -4; 3); 4) y- barmely szam, kiveve

a-4-et es az 5-6t. 733. 1) -4; 1, 2) -1; 3) -j; 4)-2; 10, 5) 7,

6) -6; 7)-5; 10; 8) 5; 9) 2; 8 10) -2; 9; 11) -3; 2; 12) 4; -0,4.

734. 1) -1; 2) -0,25: 3) 0,5; 6; 4) 8 5)-3; 6) -3; 12;7) -1; |;
8 -3; 13 739. 1) 6;2) 53) 7;4) 6.740. 1) 10; 2) -7.

741, 1) 3+VTS; 2) -23; 1, 3) -27; -1; 4) 3. 742. 1) 4, 9; 2) 5.
743. 1) -1; 18; 2) -98; 2; 3) -1,5; 4) -2; 5) -3; 4, 6) -3; 7) 2
8) 9;9) 1 10) 9. 744. 1) -60; 50; 2) -3; 3) -9; 24; 4) 2; 5) -20;

2: 6) 15. 745. 1) 14; 2) -56; 60. 746. 1) -15; 12; 2) -20; 2.
T47. 1) -5; 2) nincs megoldas; 3) 3™ 4) 1 748. 1) -15; 1; 2) 15.
79, 1) -J71; J3;-3;3;2) -6; -4; -1;1, 3) 0, 3; 4-1; -3; 1

70. 1) -j; 12 05751 1 -1; 7 24, 2) -6; -2;-4+xV20;

3) -2; 1,4) ;10 752. 1) Haa- 1, akkor x = 7; ha a = 7, akkor
x=1haa* lesa*7 akkorx= 1vagy x=17; 2) haa™* les
a* 7, akkor X=a; ha a = 1vagy a = 7, akkor nincs megoldas;

3) haa*2es a* -j,akkor x =3a vagy x = 2; ha a = 2 vagy

a- j, akkor x = 2; 4) ha & = 0, akkor * - barmely szdm, kiveve
a -3-t; ha a = =3, akkor nincs megoldas; ha ai 0 es a t-3, akkor

X =a 793, a= 2/5 vagy §=-2"5 vagy a = 6. 798. 75 km/h.
759. 50 km/h, 60 km/h. 760. 80 km/h, 60 km/h. 761. 80 km/h.
762. 12 km/h. 763. 12 oldal. 764. 30 m3 25 m3 765. 6 nap.
766. 31 km/h. 767. 10 km/h. 768. 3 km/h. 769. 2 km/h vagy
2,25 km/h. 770. 60 km/h, 40 km/h. 771. 60 km/h. 772. 60 km/h.

773. 8 km/h. 774. 32 km/h. 775. 776. yj. 777. 45 nap, 36 nap.

778. 15 ora, 10 ora. 779. 21 ora, 24 ora. 780. 80 g. 781. 30 kg.
782. 3 km/h. 783. 5 ora. 784. 4 ora, 6 ora, 12 ora. 7/85. 80 km/h.
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813.

867.
892.
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. 24 alkatrész. 787. 12 ora. 789. 6. 804. 3) j. 810. 4) 1,2, 3.

A890. 1) -5; 5; -1; 1, 2) -10; 10; -22; 22. 891.

pj . 814. Utmutatés. Vizsgaljatok a két oldal killonbségét!

1



asa

Az Ellanérlzzetek magatokat!
A tesztfeladatok sorszama

feladatsorok megold

tesztek

12

1

10



Targyvnutato

A
alaptulajdonsag

- racionalis tortkifejezésé

aranyossag
- egyenes
- forditott
azonossag

D

diszkriminans

- egyenleté

- méasodfok( polinomé

E
Egyenlet

- bikvadratikus

- ekvivalens

- grafikus megoldasa
- masodfoku
-——-redukalt
----hianyos
-racionalis

GY
gyokvonas

gyok alatli kifejezés
gyokképlet, masodfokul
egyenleté

H 1
halmaz
- egész szdmoké

n
78
78
79

177
177

149
52
82

149

130

97
97

157

108

- természetes szamoké

- racionalis szamoké
- valos szamoké
hatvany

- egeész kitevoju

- negativ egész kitevoju

- nulia Kitevoji
hipérbola
- &gai

k

kifejezések

- azonosan egyenlo
- egész

- tort

m

masodfokd egyenlet
- diszkriminansa

- gyokképlete

- megoldoképlete

N
négyzetgyok

négyzetgyokjel
nevezd gyoktelenitése
nofmalalak

P

parabola
- 4gai
- cslcsa

248

109

62

RR

157

130

97

a9

92
92
92



polinom

- lineéris tényezokre
bontasa

- masodfoku

R

racionalis kifcjezések
racionalis tort
részhalmaz

SZ

szam normalalakja
szamok

- egesz

irracionalis
racionalis

- természetcs

- valés

szamtani négyzetgyok

177
157

109

108
110
109
108

97

T

tényezo bevitele a gyokjel

ala

tényez6 kiemelése a gyokjel

alol
tizedestort
-, Végtelen
-, - szakaszos
-, - nem szakaszos
tort alatti kifejezés
tort szakasza

Vv

valés szamok halmaza

valtozok megengedett
értékei

Viete tétele

- megforditasa

249

126

110
110

97
109

167
168



Melléklet.

Tanmenetjavaslat
Sorszam Tananyag
I. Algebrai tortkifejezések (32. éra)
1 Tortkifejezések
2 A tortkifejezések alaptulajdonsaga
Azonos neve20ju tortkifejezések dsszeadasa
és kivonasa
4 Kiilonb6zo nevgzbju tortkifejezések
Osszeadasa és kivonasa
5 1 szdmu témazaro6 dolgozat
6 Tortkifejezések osztasa és szorzésa.
Tértkifejezés hatvanyra emelése
7 Tortkifejezések azonos atalakitasai
8 2. szaml témazaré dolgozat
9 Azonosan egyenld, ekvivalens egyenletek.
Tortes egyenletek
10 Negativ egész kitevoji hatvany
1 Az egész kitevojl hatvany azonossagai
12 Az y =—fuggveény és grafikonja
13 3. szaml témazaré dolgozat
1. Négyzetgyok. Valos szamok (14 ora)
14 Azy =x~fuggveény és grafikonja
15 Négyzetgyok. Szdmtani négyzetgyok
16 Szamhalmazok
17 A szémtani négyzetgyokvonas azonossagai
18 Négyzetgy6kos kifejezések azonos
atalakitésai
19 Az y =Jx fuggvény és grafikonja
20 4. szdml témazard dolgozat
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Tanmenetjavaslat

A tablazat folytatasa

Sorszam Tananyag Oraszam
I11. Masodfoku egyenletek (18 éra)
1 Masodfoku egyenletek. Hianyos mésodfoku

. 2
egyenletek megoldasa
22 A mésodfokl egyenlet megoldoképlete 4
23 Viete tétele 2
24 5. szamU témazaro6 dolgozat 1
25 Maésodfoku polinom 2
26 Masodfokura visszavezethetd egyenletek 3
megoldéasa
Egyenlettel megoldhat6 szdveges feladatok
27 (Az egyenlet, mint egy valds probléma 3
matematikai modellje)
28 6. szd&mU témazard dolgozat 1

A tananyag ismétlése és rendszerezése (6 6ra)
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Arkagyij Merzljak, tdbb mint 40 matematika-tankonyv es
segedkdnyv szerzoje, Ukrajna kivalo oktatdsi dolgozoja,
modszertani szakember, a Kijev-Pecserszki 171. szami
Lider liceum matematika-tanara.

Vitalij Polonszkij, tébb mint 50 matematika-tankényv,
konyv es cikk szerzoje, Ukrajna erdemes tanéara, a Kijev-
Pecserszki 171. sz&mi Lider liceum matematika-tanara.

Mihajlo Jakir, tobb mint 50 matematika-tankényv, kényv
es cikk szerzOje, Ukrajna erdemes tanara, Kimagaslo erde-
mekert erdemrend Il. es Ill. fokozatanak Kitiintetettje, a
Kijev-Pecserszki 171. sz&mi Lider liceum matematika-
tanara.
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