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A szerzöktöl
KEDVES NYOLCADIKOSOK!

Ebben a tanevben toväbb folytatjätok az algebra tanuläsät. Re- 
meljük, hogy a mült tanevben megszerettetek ezt a fontos es szep 
tantärgyat, es ezert fokozott erdeklödessel fogtok hozzä az üj ismeretek 
elsajätitäsähoz. Bizunk benne, hogy a kezetekben tartott tankönyv 
segitsegetekre lesz ebben.

Ismerkedjetek meg a tankönyv felepitesevel!
A tankönyv harom paragrafusböl all, amelyek pontokra tagozödnak. 

Itt ismerkedhettek meg a tananyag elmeleti reszevel. Forditsatok 
különös figyelmet a felköver betükke! szedett szövegreszekre. Jöl 
jegyezzetek meg a dölt betükkel kiemelt szavakat is.

A hagyomänyoknak megfelelöen az elmeleti anyagot gyakor- 
löpeldäk es feladatok követik. Ezeket a feladatmegoldäs egyik lehet- 
seges vältozatänak tekinthetitek. Minden pontban önällö munkära 
kijelölt feladatok vannak, amelyek megoldäsähoz csak az elmeleti resz 
elsajätitäsa utän fogjatok hozzä. A gyakorlatok között vannak könnyüek, 
közepesek es nehezek (különösen a *-gal jelöltek). Tudäsotokat az 
„Ellenörizzetek magatokat!” cimü rubrikäban talälhatö tesztfeladatok 
megoldäsäval ellenörizhetitek. Minden pont egy különleges rubrikäval 
fejezödik be, amelynek a „Nein hagyomänyos mödszerek hasznälata” 
cimet adtuk. Ezekben olyan feladatok szerepelnek, amelyek megol­
däsähoz legtöbbször nem matematikai tudäsra van szükseg, hanem 
csak a jözan eszeteket, talälekonysägotokat, felfogökepessegeteket 
keil hasznälni. E feladatokkal problemamegoldö gondolkodäs fej- 
leszteset tüztük ki celul, hogy ne csak a matematikai feladatok 
elvegzesekor kerüljetek a szokvänyos megoldäsokat, hanem az eiet 
minden területen.

Ha a häzi feladat megoldäsa utän meg marad szabad idötök, es 
szeretnetek többet tudni, akkor ismerkedjetek meg „Többletfeladatok” 
cimü rubrikäban leirt feladatokkal. Az ebben közölt tananyag nem 
tartozik az egyszerüek közze, de itt aztän igazän kipröbälhatjätok 
kepessegeiteket.

Sok sikert es kitartäst kivänunk!
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TISZTELT KOLLÉGÁK!

Oszintén reméljük, hogy e tankönyv megbízható segítségül szolgál 
egy nemes cél érdekében végzett áldozatos munkájukhoz. Szeretnénk, 
lia a könyv elnyerné tetszésüket.

A tankönyv széles körü és változatos didaktikai anyagot tartalmaz. 
Egy tanév alatt a tankönyvbcn található valamennyi feladatot lehetetlen 
megoldanu de erre nines is szükség. Sokkal kényelmesebb úgy dolgozni, 
hogy boségesen válogathatunk a feladatokból. Ez az individuális 
módszerek alkalmazását teszi lehetové az oktatásban.

A pirosszámozású példákat házi feladatra, a kékszámozásúakat 
pedig szóbeli feladatként ajánljuk.

A „Többletfeladatok’-ban olyan példák találhatók, amelyeket 
matematikai körökre, illetye fakultativ foglalkozásokra javaslunk.

Az alkotó munkához eröt, kcdvet és sok sikert kívánunk!

I EGYEZMÉNYES JELEK:

n° alaesony és közepes felkészültségíi tanulók részére ajánlott 
feladatok;

ir  megfelelö felkészültségíi tanulók részére ajánlott feladatok;
kiváló felkészültségíi tanulók részére ajánlott feladatok; 

n* matematikai körök részére és fakultativ foglalkozásokra 
ajánlott feladatok;

© tételek bizonyítása megfelelö felkészültségíi tanulók részére; 
© tételek bizonyítása kiváló felkészültségíi tanulók részére;
A vége a tétel bizonyításának.



1. §. RACIONÄLIS KIFEJEZESEK
> Ebben a paragrafusban olyan törtekkel ismerkedünk 

meg, amelyek nevezöiben es szämlälöiban vältozökat 
tartalmazö kifejezesek vannak; megtanuljuk összeadni, 
kivonni, megszorozni es elosztani az ilyen törteket; 
megismerkedünk az ilyen törtekböl ällö egyenletekkel.

> Megismerkedünk azokkal a szabälyokkal, amelyek 
segitsegevel az adott egyenlet egyszerübb alakra hoz- 
hatö;

> Bövitjük a „hatväny” fogalmät. Megtanuljuk a szämokat 
negativ egesz kitevöjü hatvänyra emelni.

> Megtanuljuk a folyamatok matematikai modellezeset, 
amelyekben az egyik mennyiseg nehänyszoros nö- 
velese (csökkenese) egy mäsik mennyiseg nehäny­
szoros csökkeneset (növekedeset) vonja maga utän.

Racionälis törtek
Mielött hozzäfognätok e pont tanuläsähoz, ismöteljätek ät a
224. oldalon talälhatö 1-es, 6s a 227. oldalon levö 6-os 
pontokat.

A 7. osztälyos tananyagban egesz kifejezesek ätalakitäsäval fog- 
lalkoztunk. Ezalatt olyan kifejezeseket ertettlink, amelyekben szämok 
es vältozök összeadäsa, kivonäsa, szorzäsa es nullätol kiilönbözö 
szämmal valö osztäsa szerepel.

Egesz kifejezesek peldäul: x -  y,
d c - +■—, jr : 5, y, 7.

a + b m2 + 2/7? + /?2, --V-4 ,

A 8. osztälyban a törtkifejezesekkel fogunk megisnierkedni. A 
törtkifejezesek abban különböznek az egesz kifejezesektöl, hogy 
bennük vdltozöt tartalmazö kifejezessel valö osztcis is elöfordul. 

Törtkifejezesek peldäul:
a

2x + ± - ( x - y )b (x + v); f ;  f -
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1. §. racionAlis kifejezesek

Az egesz es tortkifejezeseket egyutt racionalis kifejezeseknek 
nevezziik.

Ha a racionalis kifejezesekben a valtozokat szamokra csereljiik, 
akkor szamkifejezest kapunk. A cseret csak akkor szabad elvegezni,

ha az nem vezet nullaval valo osztashoz. Peldaul a 2 + 0 + 2 kifeje-
a — 1

zesnek nines ertelme, ha a= 1, azaz a kifejezesnek nines szamerteke. 
Az a osszes tobbi ertekenel a kifejezes ertelmezve van.

M e g h a t a r o z a s : A  valtozok azon ertekeit, amelyekkel 
a racionalis kifejezes ertelmezve van, a v a l t o z o k  
m e g e n g e d e t t  e r t e k e i n e k  nevezziik.

A fenti kifejezesben peldaul az a valtozo megengedett erteke az 
1 kivetelevel valamennyi szam.

Az egesz kifejezesekben szereplo valtozok megengedett erteke az 
osszes szam.

A racionalis kifejezesek reszesete a racionalis tort, amelyekben 
a szamlalo es nevezo is tobbtag1. Peldaul:

x x 2 - 2  xy 12 a + b
7 ’ x + y  ’ T *  5 '

Megjegyezziik, hogy a racionalis tort lehet mind egesz, mind 
tortkifejezes.

A racionalis tort nevezoje nem lehet olyan tobbtag, amely azonosan 
egyenlo nullaval.

Racionalis kifejezesek

1 Emlekeztetunk ra, hogy a szamok 6s az egytagok a tobbtagok korehez tartoznak 
(lasd 227. oldal 6. pont).

6



1. Racionális törtek

A racionális törtekben a változók megengedett értékei azok, ame- 
lyekkel a nevezö nein egyenlö nullával.

Az 1. ábrán látható vázlatrajz ebben a pontban megtalálható

számra értelmezve van.
Tehát az a megengedett értékei a 0 és 5 kivételével valamennyi 

szám. Vagy másképpen fogalmazva: a kifejezés nines értelmezve, ha 
X = 0 vagy x = 5.

?  1. Miben különböznek a tortkifejezések az egész kifejezésektol?
2. Hogyan nevezzük az egész és tórtkifejezéseket alkotó hal- 

mazokat?
3. A változók mely értékeit nevezzük megengedett értéknek?
4. Milyen törteket nevezünk racionálisaknak?
5. Milyen kifejezések részesete a racionális tört?
6. Milyen többtag nem lehet egy racionális tört nevezöje?

I) egész kifejezések; 2) tortkifejezések; 3) racionális törtek?

fogalmak közötti kapcsolatot szemlélteti. 
PÉLDA:

I 3 tHatározzátok meg a változó megengedett értékeit az —+ ̂ - r  kife-

jezésben!
Me go Idas

Az — tört nines értelmezve, ha x = 0. Az összes többi szám
X

esetén értelmezve van. A —— tört az x = 5 értékén kívül az összes

2.° Mivel egyenlö a -— — tört értéke, ha:
2c + l 1

1) c = -3; 2) c = 0?

3.° Határozzátok meg a 
1) m = - 1, n = 1;

3/72+2/7
— —— kifejezés értékét, ha:

2) m = 4, n = -5.
4.° Határozzátok meg a kifejezés értékét:

2) — La - 5 ha a = -4; ha x = -5, y  = 6!



1. §. RACIONÄLIS KIFEJEZESEK

5»® Hatärozzätok meg a kifejezesben szercplö vältozö megengedett 
ertekeit:

1) 2x -  5; 5) 2 + -*'- 
; i+;; ’ 9)

2) - ; 6) ^ lt ; 10)m x" + 4

3) - ± - \ 7) 11)x-5
4) x-5 

7 9 ■8) A - 4 ;  
\x\ 12)

2 3x ■ +x-2  x + \ ’
x + 4 .

x(x-6) ’

"y
___ £1___ i
(x-3X-v + 5)

6.° A vältozö mcly ertekenel nincs ertelmezve a

2) x + 7

3)

4)

m - 1 
tn2 -9

•v -3

5)

6)

x — 8 x — l ’ 
2.V-3

(.V + 2X.V-10)x + 9 7 
kifejezes?

7.* Irjatok fei olyan vältozöt tartalmazö racionälis törtet, amely
l) x = 7; 2) x = - l ;  3) x = 0 es x = 4.
ertekeinel nincs ertelmezve!

8. * irjatok fei olyan vältozöt tartalmazö törtet, amelynek megengedett
ertekei:
1) 5 kivetelevel valamennyi szäm;
2) -2 es 0 kivetelevel valamennyi szäm;
3) 3, -3 es 6 kivetelevel valamennyi szäm;
4) valamennyi szäm!

9. * Egy gepkocsi 75 km/h sebesseggel a km-t tett meg müüton, es
40 km/h sebesseggel b kilometert földüton. Mennyi idö alatt tette 
meg a teljes utat a gepkocsi? Ällitsatok fei kifejezest, majd 
hatärozzätok meg az erteket, ha a = 150, b = 20!

10. * Egy tanulö m hrivnyäert 60 kopijkäs, n hrivnyäert pedig 90
kopijkäs füzeteket väsärolt. Häny füzetet väsärolt a tanulö? 
Ällitsatok fei kifejezest, majd hatärozzätok meg erteket, ha 
m = 2,4; /? = 4,5!

tt„* Bizonyitsätok be, hogy az x valamennyi megengedett ertekenel 
a tört erteke:

1) — pozitiv; 2)
x- + \

6x -  9 -  x negativ!

8
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1. Racionális törtek

12.* Bizonyítsátok be, liogy az x valamennyi megengedett értékénél 
a tört értéke:

-x 2 -21) —=—  nein pozitív;x +5
^‘ + 4.v + 4 j.' i2) —-—— nem negativ!
x - 2 x + \

13.* Ismert, hogy 5x -  15y = 1. Határozzátok meg az alábbi ki- 
fejezések értékét:

18y -  6x .
91) X -  3y; 3)

4) -  !^  2 x - 6 y  ’ x s - 6 x y  + 9y~
14.* Ismert, hogy 4a + 8b = 10. Határozzátok meg a kifejezés értékét:

51 ) 2  b + a; 2)
^  ¿r + 4ab + 4b~ t

a + 2b ’ y 2 a+ 46
15. ** Határozzátok meg a fiiggvény értelmezési tartományát:

d  2) ■v=~2t !4 - — x ----* *
16. ** A változó mely értékeinél van értelmezve a kifejezés:

*
O 9x —  

x
2> * ’

FELKESZULES AZ UJ TEMAHOZ

17. Egyszerüsítsétek a törteket:

I) — • 
; 15 ’ 2) - •  ; 18 ’ 3) ü -  

} 45 ’
30
484)

18. Legyen:

1) a j  tört nevezöje 14;
g

2) a — tört nevezöje 60!
19. Adjátok meg hatványkifejezés alakjában:

1) a3 a3; 3) a5 : a3;
2) (a5)3; 4) (a8)4 : (a2)8!

20. Bontsátok tényezôkre:
1) 6a -  156; 5) ab + a2;
2) 2a + ab; 6) 12/;?2/? -  4nm;
3) lam  + Ibn; 7) 2x2 -  4x3 + 10x4;
4) 4x2 -  12x7 ; 8) 10¿7362 -  15a2 b + 25ab2\

21. Adjátok meg szorzat alakjában a kifejezést:
\) ab — ac + bd — cd; 2) 3m + 3n — mx — nx;
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

3) a5 + a3 + 2a2 + 2; 4) 8a2b -  2a2 - 4 b2 + b\
22. Adjátok meg a háromtagokat kéttagok négyzeteinek alakjában:

25. Melyik azonosság az alábbi egyenlóségek közül:
1) 3x2 -  36xy + 108y2 = 3(x -  6y)2;
2) 4m3 -  500/?6 = 4(m -  5/7)(/?7 -  5mn + 25/?2)?

Frissítsétek fel a 2. pontban tanultakat (224. o 1 da 1 )!

I r  NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA
26. a = 44..A, b= 33...3. Megválaszthatók-e úgy az ni és az n

A 3a -  1 + 2a + 5 = 5a + 4 egyenlôség azonosság, mivel az a 
valamennyi értékénél teljesül.

nosságnak tünik, de az egyenlôség az a = -1  értéknél nein teljesül. 
a = -1 esetén kapott racionális tort nines értelmezve. Vagyis a
7. osztályban bevezetett azonosan egyenlö kifejezések és azonosság 
meghatározásait pontosítani kell.

1 ) a2 -  Sa + 16; 3) 40xy + \6x2 + 25y2;
4) a% -  4aAb + 4¿>2!2) 9x2 + 6x + 1;

23. Bontsátok tényezokre:
1) X2 -  9;
2) 25 -  4y2;

4) a2b2 -  81; 7) c3 -  d3;
5) 1 00/776 -  1 ; 8) a2 + 8;
6) a '° -  b6; 9) 21 ni6 -  n9\3) 36m2 -  49z72; t 

24. Bontsátok tényezokre:
1) 2a2 -  7;
2) 3b3 -  3b;
3) 2x3 -  2;cy2;

4) - 8úí5 + 8¿/3 -  2a;
5) X — 4y + X2 -  \6y2;
6) ab6 -  ab4 -  b6 + bA\

m n
értékei, hogy:
1) az a szám oszthatô legyen b-ve 1;
2) a b szám oszthatô legyen <7-val?

^  3a -1 + 2a + 5 _ 5a + 4 
¿7+1 ¿7 + 1

egyenlôség elsô rânézésre ugyancsak azo-
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2. A racionâlis törtek alaptulajdonsâga

M e g h a t â r o z  a s: Ket kifejezest azonosan egyenlönek
nevezünk, ha a vâltozök minden megengedett ertekenel meg- 
felelö helyettesitesi ertekeik egyenlök.

M e g h a t â r  o z a s: Azonossâgnak ncvezzük az olyan 
egyenlöseget, amely a vâltozö minden megengedett ertekenel 
igaz.

level a vâltozö valamennyi ertekenel igaz.
A 7. osztâlyban tanultuk az egesz kifejezesek azonos âtalakitâsait. 

Most pedig a törtkifejezesek azonos âtalakitâsâval fogunk foglalkozni.

b es m bârmely ertekeivel, ahol b * 0 es m * 0.
A racionâlis törtek az arâny alaptulajdoıısâgâhoz hasonlö tulaj- 

donsâggal rendelkeznek:
ha a racionâlis tört szâm/âlöjât es nevezöjet megszorozzıık 

egy es ııgyanazzal a nail atol elterö többtaggal, akkor az adottal 
azonosan egyenlö törtet kapunk.

A fenti tulajdonsâgot a racionâlis tört alaptulajdonsâgânak
nevezzük.

— = ̂ -^ r, ahol A, B es C többtagok, s emellett B es C nem egyenlö
B B • C

tâsokat a törtnek C tenyezövel valö egyszerüsitesenek nevezzük.

1. PELDA.

Peldâul az ——=- = ! egyenlöseg azonossâg, mivel az a = 2 kivete-

Az arâny alaptulajdonsâga szerint az j  = ̂  egyenlöseg teljesiil a,

nullâval.

A fenti tulajdonsâg felhasznâlâsâval a kifejezest helyette-
B • C

sithetjük a vcle azonosan egyenlö — törttel. Az ilyen azonos âtalaki-
B

törteket!

Megoldâs
l) A 6a3b2 es 24a2bA egytagoknak van közös 6a2b2 tenyezöjük. 

Ezert:

l l



1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

6a^b2 _ a ■6ci2b2 _ a
24a2b3 4 ~ 4b2 6a2b2 ~ 4 T 2 '

2) A tört számlálóját tényezôkre bontjuk:
3.x + 15 y _ 3(.x + 5 y)

3x 3x '
A kapott törtet a közös 3 tényezôvel egyszerüsítjük:

3.x + 15 y _ 3(-x + 5y) _ .x + 5 y 
3a 3a .x

3) A tört számlálóját és nevezôjét tényezôkre bontjuk, majd a kapott 
törtet a közös y+  2 tényezôvel egyszerüsítjük:

y 2 + 4y  + 4 _ (y + 2)2 _ y  + 2 
y 2 + 2y  y(y + 2) y

A tört alaptulajdonságából következik, bogy

és =A=j L
B -B  B - B ‘

—A A • AA —  és —r törtek mindegyikét felírhatjuk alakban, vagyisB — B B
-A A A 
B - B~ B '

2. PÉLDA

Egyszerüsítsük a —— törtet!
5a -  a

Megoldás
4r/-20 _ 4(fl-5) _ 4(<r/-5) _ 4 
5a - a 2 a{5-a )  - a ( a - 5) a '

3. PÉLDA

Alakítsuk át:

1) az - 7-3- törtet úgy, bogy nevezöje \5abJcs legyen;
5 be

2) az ^  törtet úgy, bogy nevezöje a2 -  Ab2 legyen;

3) az törtet úgy, bogy nevezöje 3b -  2a legyen!
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2. A racionális törtek alaptulajdonsága

Me go I dás
1) Mivel \5ab3c5 = 5be3 • 3ab2c2, ezért az új nevezö a 3ab2c2 

tényezôvel különbözik az adott tört nevezôjétôl. Tehát az adott tört

3) Az adott tört számlálóját és nevezôjét -1-gyel szorozzuk:

egytagot választani, amelynek egylitthatója (18) az adott nevezök 
együtthatóinak (9 és 6) legkisebb közös többszöröse; mindegyik 
változót (a és b) a törtek nevezöiben szereplö legnagyobb kitevökkel 
vesszük.

Mivel 18a4bb = 9a2b(> • 2a2 , ezért a tört pótszorzója a 2.a2

egytag lesz. Figyelcmbe véve, hogy 18a4bb = 6a4b3 • 3b' , ezért
5n2

az tört pótszorzója a 3Ir egytag.

Tohát 2m -  2m-2('2 4“2,n •lLIldl . A » 'İ - t~ ~ 1 ...

számlálóját és nevezôjét a 3ab2c pótszorzóval keil megszoroznunk:

5be3 5bc3 ■ 3ab2c2 15ab3c5‘

a a ( f l -  2b) _ q2 -  2 ab

o - b  _ (a -/?)•(-!) _ b - a
2 a - 3 b  ( 2 a - 3 b ) ( r \ )  3 b - 2a

4. PÉLDA

Hozzuk közös nevezöre a törteket:

Me gol dás
1) Az adott tört nevezöinek szorzata 9a2b(l • 6a4fr' = 54abfr’ egyúttal 

közös nevezöjük is. Azonban célszerübb közös nevezönek a 18a4bb

9a2/?6 9a2/?6 • 2a2 18a4/)6 ’

5n2 5n2 • 3/)3 15Z)V
6a4/)3 6aV -3 /)3 18a4/)6 '

2) Az adott törtek közös nevezöje egyenlö nevezöik szorzatával.
így:

13



1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

1 _  a - b  _  a - b
a + b (a + b ) { a - b ) a2 - b 2 ’

1 _  a + b _  a + b
a - b  ( a - b ) ( a  + b) a2 - b 2 '

3) A racionális tortek kózós nevezójének meghatározásánál hasznos 
lehet nevezóinek tényezókre bontása:

a2 -  36 = (a + 6)(a -  6), a2 + 6a = a(a + 6).
Tehát az adott tortek kozos nevezójévé az a(a + 6)(a -  6) kifejezést 

választhatjuk.

Felírjuk az adott egyenletet (a + 3)(a -  3)x = a + 3 alakban, és 
megvizsgálunk három esetet.

1) a = 3.
Ebben az esetben a Ox = 6 egyenletet kapjuk, amelynek nincs 

megoldása.
2) a = -3.
Az így kapott Ox = 0 egyenletnek számtalan megoldása van.
3) a 3 i a * —3.

Ekkor
a2- 3 6  (a + 6 \ a - 6 )  a(a + 6 \ a - 6 )  a2- 3 6 a ’

6 o _  6a - 3 6  _  6a -3 6
a* 1+6a a(a + 6) a(a + 6 X a - 6 )  a2-36a

5. PELDA

Ábrázoljuk az y  =---— -  függvény grafikonját!
Megoldás

Az adott függvény értelmezési tartománya 
az x = 1 kivételével valamennyi szám. így:

x
Tehát az adott függvény grafikonja az 1 

abszcisszájú pont kivételével az y = x+  1 egye- 
nes (2. ábra).

= x + l , x ^ l  .

2. ábra

6. PÉLDA
Oldjuk meg a (a2 -  9)x = a + 3 egyenletet!

Megoldás

14



2. A racionâlis törtek alaptulajdonsâga

Ekkor x = a + 3
(a + 3X a-3) a -  3

F e 1 e I e t: ha a = 3, akkor az egyenletnek nincs gyöke; ha 
a = -3 , akkor az egyenletnek szâmtalan gyöke van; ha a * 3 es
¿7 * -3, akkor x = —!—.

a - 3

* 1. Milyen kifejezeseket nevezünk azonosan egyenlöknek?
2. Mit nevezünk azonossâgnak?
3. Fogalmazzâtok meg a racionâlis törtek alaptulajdonsâgât!

, 2
27.° Az alâbbi kifejezesek közül melyikkel azonosan egyenlö a tört:

3a4 „

» T >
2) — •'  4 5 3) 12o3 . 

48a ’ 4)
Azonossâgok-e az alâbbi egyenlösegek:

1)  ̂'  İm
_ 3 m . 

7 ’ 3) 26 _ 
5c3

8 b
20c5 ’

4.x8 .x2 4) 8 m2 8m5 n
2) 4 ’ 9n 9 nn?

12 a~

29.° Egyszerüsitsetek a törteket:
-10nw .
5/î4

3 p V  ,
-9 A 7 ■

30.° Adjâtok meg a hânyadost tört alakban, majd egyszerüsitsetek 
azokat:

1 )
1 4 a 3 . 

2 1 a  ’
3 )

5 x

2 0 x  ’
5 )

4 a ö c  

1 6 a 6 4 ’
7 )

2 )
8 b \ 2 . 

1 2 6 c 3 ’
4 )

2 4 . x V  

3 2 .x y  ’
6 )

56/775/77 

42/7757710 ’
8 )

31.

1) 6a : (18tf5);
2) 1667 : (48/>4);
Egyszerüsitsetek a törteket:

3) 35A 6 : (-49c/668)!

1)
3x
21 y ’ 3) 5c< • 

’ 10c5 ’ 5)
16a64 . 
40a62 ’

2)
5x2 . 
6.x ’

4) ^ ¡ 1 -  
V  m3 ’ 6)

63x5/
42.x4/

7)
12 a8 

- 4 2  a-

32.° Egyszerüsitsetek a törteket:
2)  — - •; A ’ 3) - -b  ’

-13A 5 , 
8) 1 ^ !

4) - E f l
33.° Pötoljâtok a hiânyzö kifejezeseket az egyenlösegben:

ı \ a__ _ _ _4cı c
'  3~6^’_ 9?’_T5b ’

15



1. §. RACIONÄLIS KIFEJEZESEK

m _ 4m _ __
Z) n 2n2

34.° Alakitsätok ät:

____ 3mW_ (
mnp

1) az pr kifejezest b5 nevezöjü törtte;

2) az -p- kifejezest 21nA nevezöjü törtte;
6

3) a 7x2y kifejezest 35x y nevezöjü törtte;

4) az 6 s kifejezest 24p9c nevezöjü törtte!
35. ° Alakitsätok ät:

1) az ~  alakü törtet y nevezöjüve;

2) az -p  alakü törtet £>Z>3 nevezöjüve;

3) a ppp  alakü törtet \2n fir  nevezöjüve;
1 lc4) a p p -  alakü törtet 30bei1 nevezöjüve!

36. ° Egyszerüsitsetek a törteket:

1)
a(:r + 2)

5)
7.x-2 ly

9) y2 -  25
b(x + 2) ’ 5.x-15y ’ 10 + 2y ’

2)
4(a -  6)' 
(* -6 )3 ’ 6)

4a-20b  . 
12 ab 10) a2 + 4a + 4 

9a + 18

3)
c3(c- 4 ) 5

7) 6.X + 12
11)

c 2 -6 c  + 9
c6(c - 4 ) 3 ’ 6.x ’ c2 - 9  ;

4)
2a + 2b

8)
a -5 b

12)
/?/' +1 (

7(a + b) 5 a1 -5ab  ’ //72 -  777 + 1
.° Egyszerüsitsetek a törteket:

1)
a - b

3) /7/2 -  5/77/7 5)
*2 -2 5

2(b -a )  ’ 15/7-3/77 ’ 5.x2-.x3 ’

2)
3jc -  6 y

4) la A- a 3b *
6)

y 2 -12y + 36
4 y - 2 x  ’ bA- l a b 2 ’ 3 6 -y 2

'.° Egyszerüsitsetek a törteket:

1)
3/77 — 3/7 
7/77-7/7 ’ 3)

4.x -1 6y 
16 v ’ 5) 12a2 -6i/ . 

3 -6  a ’

2)
5a + 25b 4) -x2 -  49 .

6) 9b2 - 1
6a-+ 42 ’2a2 + 1 Qab ’ 962+66 + l ’



2. A racionälis törtek alaptulajdonsäga

7) f r  - f r

65- 66 ’
39.° Alakitsätok ät:

8)
I m 2 + 7 in+ 7 

m3- 1 9) 64- x 2 
3a-2 -2 4 a-

1) az — törtet 4a + 8 nevezöjü törtte;

2) az

3) az

m
m -3/7 

x
2x - y

törtet m2 -  9n2 nevezöjü törtte; 

törtet ly  -  \4x nevezöjü törtte;

4) az ——— törtet 4a2 + 12ab + 9b2 nevezöjü törtte;
'  2a + 3b

5) az x + l
x + x +1

törtet x3 -  1 nevezöjü törtte!

40. ° Alakitsätok ät az x -  5y kifejezest:
1)2; 2) x; 3) 4y3; 4) x2 -  25y2 nevezöjü törtte!

/
41. Alakitsätok ät a -—- törtet:

b - 4
1 )5 6 -2 0 ; 2 )1 2 -3 6 ;  3) b2 -  46; 4) 62 -  16 nevezöjü törtte! 

42.° Alakitsätok ät az aläbbi törtpärokat azonos nevezöjü törtekke:

5) 2x+l es

4 y .
2 .4 >

^  3x2) z  TT es , 7m n 3m~n
a + b , 23) ----r  esa - b

. .  3 d  4) -----  es

a2 - b 2 ’ 

8 pes , o , m-n (m-n)

a - b
6) esja + jo

3a
7) i — r es4a- 4  

^a8) -—r es

3a - 2  ’ 
a

2 i2a - b  
2a

5 - 5 a ’

c
6 -3 9 - b 2

43. Hozzätok közös nevezöre a törteket:

1)

2)

4
es

1
5)

x + 1 y -1
15x2/ IOaV ’ a2 -  xy es x y - y 2

c es d
6) 6a es 3a

6aAb5 9ab2 ’ a -  26 a + b ’
A es

z
7) 1 + c2 es c

y-5 y 2 - 2 5  ’ c2 -16 4-c ’
.. m + n , 2m -  3n4) —5-----  es —2— - ;m -mn m -n

44.* Egyszerüsitsetek a törteket:

(3a + 36)2 .
1) a + b

8)

2)

2m+ 9
m2 + 5m + 25 

(6a - 1 8y)2

es i-5 ‘

x2 -  9y ,2 j

17
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

3)
xy + X -  5y -  5

4y + 4 ’
45.* Egyszerüsítsétek a törteket:

.. a~ -  ab + 2b-  2a ,4) ---- ------------ '
a~ - 4 a + 4

2m2 - 1 2 n 2
^  (4/h + 24a)2 ’

a -  8 ^  a 3 + 2a26 + a/?2 J
c i b - a - 2 b  + 2 ’ a2- a b 2

46.* Egyszerüsítsétek, majd határozzátok meg a tört helyettesítési 
értékét:

O

2)

3)

—, ha a = -2; b = 0,4;15a~ + 10a6
lab + 2b
9b2 - 4 c 2 i L 1— ;------7 , na o = -  ; c = - 6;

1 2¿rc -  86c2 ’ 3 ’
36-y2-12.vy + /  

y2 -36.V2 , ha X = 1,2; y = -3;

4) 4 - 4 ,  ha a = -0,1!
47." Határozzátok meg a kifejezés értékét:

1)

2)

16a2 - 4 y z 
6a- — 3 y

49c2- 9

, ha X = 2,5; y  = -2; 

, ha c = -4!
49c2 + 42c + 9 

48.* Hozzátok közös nevezöre a törteket:

d  2" - 15 p -15 eS p3- 27»

2)

3)

4)

5)

3a +1
9a' -  6a +1 

a

es

es
a2- l a  

2x
x 2 - \  ’ je2 -  2a +1

q - 2  
9a2 -1 ’ 
q + 3

a 2 -1 4 a + 49 
3a es

a2 + 2a + 1 ’ 
6 , a6es

a2 - a b - a c  + bc ’ 2a -  26 4a -  4c
49.* írjátok fei a tôrtkifejezéseket azonos nevezöjü törtek alakjában:

1)

2)

3a
3 a - 2 ’ 9a + 6 

1 1
es

9a2b - 4 b

es
a - 5 b  ’ a~ +lac  

50.** Határozzátok meg a

— = 2 !
y

a2 + lac -  5ab -  356c
~-3- kifejezés helyettesítési értékét, ha

3a>»+a

18



2. A racionâlis tôrtek alaptulajdonsâga

51 /'Hatârozzâtok meg a 4a kifejezés helyettesitési értékét, ha
—=5 ! 
b

ab + \4b

52.**Hatârozzâtok meg a kifejezés helyettesitési értékét, ha tudjuk,
hogy 2a -  6b = 1 :

8 a2-9 b 2
1) a -3 b  ’ 2) 0,5a +1,56

53."Hatârozzâtok meg a ~n\_ _*ĵ 2 kifejezés helyettesitési értékét,
ha 4m + 3?i = 8!

54. ** Létezik-e az a-nak olyan értéke, amelynél az —,——,—
a +a~+a+ 1

negativ lesz?
55. ** Âbrâzoljâtok az alâbbi fliggvényeket grafikusan:

tort

1) y  =

2) y =

x2 - 4  . 
x + 2 ’ 

jc—3

3) y =
4) y=-

x 2 - 1 Ox + 25 2x2 -  4x
jc- 5  x

3 — jc * 7 x + 4 x + 4
56.** Âbrâzoljâtok az alâbbi függvényeket grafikusan:

1) 7  = x2 -  8x + 16 
jc- 4

3) y = ^-3 .v_2^r-2 |
'  y  X X2 - \

2) y = x - ± ;
57.** Abrâzoljâtok az alâbbi függvényeket grafikusan:

1) y - ' 2) y = X  —  1

58.** Oldjâtok meg az egyenleteket:

1)
O

1)

X+l 2) 2Lz | 5 =10;
x+ \ ’ '  X -5

59.•• Oldjâtok meg az egyenleteket:

8:

3) = q !
W-6

2) ü _ L  = 0 !
x +4 7 x - 1

60. *Az a valamennyi értékére oldjâtok meg az egyenletet:
1) ax = 1; 3) (a -  6)x = a2 -12a + 36;
2) ax = a\ 4) (a2 -  4)x — a — 2!

61. * Az a valamennyi értékére oldjâtok meg az egyenletet:
1) {a + 3)x = 3; 2) (a2 -  9a)x = a2 -18a + 81!

r ISMÉTLÔ FELADATOK

62. Hozzâtok egyszerübb alakra a kifejezést:
1) (x + 2){x -  9) -  3x(3 -  2xr);
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

2) (<a +5){a -  2) + (a + 4)(<ar -  5);
3) ( y - 8 ) ( 2 y +  1) -  (3y +  l)(y -  6);
4) (2* -  3y)(2;t + 3y) + (3* + 2y)(3x -  2y);
5) (jf +1)2 -  (X -  3)(x + 3);
6) (y -  4)(y + 3) -  (y -  6 f\

63. Ábrázoljátok grafikusan a függvényt:
1) y = 2; 2) y = 2x\ 3) y = 2x -  1 !

64. Milyen a és b értékeknél lesz az (a -  2){a + 2) + 4b(b -  a) 
kifejezés értéke a legkisebb? Mennyi ez a legkisebb érték?

65. Meggyes faluhoz a vasútállomás 14 kilométerrel közelebb van, 
mint Almáshoz. Autóbusszal Meggyestöl az állomásig 45 percig 
tart az út. Személygépkocsival az út Almásról az állomásra 5 
perece! tovább tartott. A személygépkocsi sebessége 12 km/h- 
val nagyobb az autóbusz sebességénél. Határozzátok meg mind- 
egyik gépjármü sebességét!

¡ FELKÉSZÜLÉS AZ ÛJ TÉWIÁHOZ

66. Végezzétek el a müveleteket:

n  2- + ± -  2) — +— • 3) — • 4) 4- 1— ,’ 18 18 ’ ; 16 16 ’  ̂ 32 32 ’ ; II '

WEM HÄGTOWANYOS MOOSZEREK HASZNALATA

67. A négyzet oldalaihoz 4 természetes számot írtak. A négyzet 
mindegyik esúesában pedig olyan szám szerepel, amely egyenlö 
a csúcsot alkotó oldalakra írt számok szorzatával. A csúcsokban 
szereplö számok összege 55. Határozzátok meg az oldalakhoz írt 
számok ôsszegét!
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Egyenlö nevezöjü racionális törtek 
osszeadása és kivonása

Már tudtok egyenlö nevezöjü kôzônséges törteket összeadni és 
kivonni. Az ide Vvonatkozó szabályok rövid matematikai felírása:

a | b _ a + b a b _ a - b  
c c c ’ c c c

E szabály szerint adjuk össze, illetve vonjuk ki egymásból az 
egyenlö nevezöjü racionális törteket is.

Egyenlö nevezöjü törteket ııgy atlıınk össze, hogy számlálóikat 
össze adjuk, a nevezöt pedig v alt o zati anul hagyjıık.

Egyenlö nevezöjü törteket ııgy vonunk ki, lıogy az elsö tört 
számlálójából kivonjıık a mâsodik tört számlálóját, a nevezöt pedig 
változatlan ııl h agyjıık.

1. PÉLDA
Végezzétek el a kivon'âst:

n  l x - 5  3 x - 5  . y * + 2 y  \ 2 y - 2 5  . 4 2 a - 3  ,
; 8.V2 8.x2 ’ ;  y 2 -2 5  y 2 - 2 5 ’ * 2 a - \  \ - 2 a  '

Me gol d âs
j\  7.x-5  3.x-5  _ 7x -5 -(3 .x -.5 ) 7 .x-5 -3.x+ 5 4.x _ I

8.x2 8.x2 S ?  8.x2 ~87r _ 2 x ' .

2) v2 + 2y 12y  -  25 _ y 2 + 2y  ~ ( \ ' 2 y -  25) _ y 2 + 2y  - 12y  + 25 
; y 2 - 2 5  y 2 -2 5  y 2-225 ~ y 2 - 2 5

_ y 2 -10y + 25 _ (y - 5 f  y - 5
y 2 - 2 5  (y + 5X y-5) ,v + 5 '

3) 4 2a- 3  _ 4 2a- 3  4 [ 2 a - 3
; 2a - 1 I -  2a 2 a - \  ~ { 2 a - \ )  2 a - \  2 a - \

_ 4 + 2a -  3 _ 2a + 1 ,
2a -  1 2a -  1

2. PÉLDA

Hatârozzuk meg a — u  + n  kifej ezés értékét, ha tudjuk, hogy —=-3!
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

Megoldás
Felírjuk a törtet egész része és tôrtrésze ôsszegeként:

2m + n _  2m | n _  2 + İL 
m m m m

Ha — = -3 , akkor Tehátn m 3
2 m + n 2 + — - 2 -  —-1 — 

m m 3 3
3. PÉLDA

Határozzuk meg az n összes olyan természetes értékét, amely 

mellett a 2,1 +j>/,t 15 kifejezés értéke egész szám lesz!n
Megoldás

Felírjuk a törtet egész és tort részének külônbségeként:
2n2 + 3/7-15 _  2 /r | 3n 15 , 3 15

n n n n n
A 2/? + 3 kifejezés bármilyen természetes /? szám esetén termé­

szetes értéket vesz fel. A 2/7 + 3 - —n kifejezés akkor vesz fel egész

értéket, ha a — kifejezés értéke egész szám lesz. Ez csak a következö
n

>1 értékek esetén lehet: 1, 3, 5, 15.
F e 1 e 1 e t: n = 1 vagy n = 3 vagy n = 5 vagy n = 15.

9 1. Hogyan adunk össze egyenlö nevezöjü racionális törteket?
2. Hogyan vonunk ki egymásból egyenlö nevezöjü racionális tör­

teket?

68.° Végezzétek el a müveleteket:

i )
c n. m + n m - 2 n  
^  G 6 ’

2) f - f ; ¿-N. 2 a - 3b  ! 9 b - 2 a  
* 6ab Gab ’

- V m 4 m 
n n ’

5c + 4d ( 4d  + 9c 
’ cd cd

.. 6 c 2c 
4 ) d  d  ’

„V %m + 3 2 m + 3 . 
I0nr  IOm2 '

Irjá tok  fel to rt a lakban  a k ife jezést:
7 k 4 k 

'  I8p 18p » to
 

to
 » i.
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3. Egyenlö nevezöjü racionális törtek osszeadása és kivonása

3s) a ~'26 ! a+\5b
’ 21a + 21a

^  x - l y  x - 4 y
4) -----1------------

5)
10a+ 66 6b - a

l ia 3 l ia 3

„  x 2- x y  2 x y - 3 x 26) ----+ -----------  !
xy xy  ' ' x~y

70.° Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

1) - 2Î - -  9

2)

3)

a+ 3  a + 3 ’
t 4

.. 5 .y + 9 4x + 8
4) 71-------------

t2- 16 r - 1 6  ’

m2 25
(/?/ -  5)2 (m -  5)2

71.° Egyszerüsítsétek a kifejezést:
-2 81 .

1)

2)

c - 9  c —9 ’
a2 36

X — 1 X -1
O b2 20b +100 
'  6 + 10 6 + 10

_c¡___ 14c -  49 ,
c - 1  c - 1

3x + 5 2.V + 7
2 \ 2 7 '•>x - 4  x - 4

(a-6)2 (a-6)2 ’
72.° Végezzétek el a müveleteket:

1 )  a  -

6)

3)

4) y 4 y -4
y - 2

c - 1  1 - c ’

2) J 2 L + J í -

4) °2
9 b - a  a - 9 b  ’

3)

/a -  w n -  m 
2x -  4 y  4x -14  y
X-3y 3y - X ’

73.° Egyszerüsítsétek a kifejezést:

1)> V-

2) -2^—+■

-y  ’ 

3¿/

5)

6)

3)

4)

r  4 ■+-
3 / - 6  6 - 3 /  ’

1 _ 2 y
y - i  i - y

3/72  +  2 /2  2/2 -  8 /2

2/72-3/2 3/7-2/72 ’

49
c — d  d - c  ’ 26-14 14-26

74.* Határozzátok meg a kifejezés értékét:

O

2)

a 2-4 8  16
a-8 a-8

c2 + 3c + 7 c + 3- + -

, lia a =  32;

3 , ha c =  -3!
c3 -8  8 - c 3

■ * Határozzátok meg a kifejezés értékét:

, lia a =  7!

1)
5.Y + 3 6 x - 1

je2 —16 16 - X 2

2 )
a2 + a l a - 9
a2- 9 a2- 9  ’
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76.* Egyszerüsitsetek a kifejezest:
n  5/7 — l 7/7-8 8/7 + 7

' 20/7 20/7 20/7 ’
„. 9 m + 2 //7 — 9 l — İm 

' m2 - 4  4 - m 2 ///2 - 4  ’
77. * Egyszerüsitsetek a kifejezest:

n  6a-1  4 q -7  - 2 a - 2
) 16a- 8  + 16o- 8  + 8-16a ’

2a2+ 1 2 a | 8a - 9  a2-f 1 4 a -16 (
' a2-25  + 2 5 - a 2 a2-25  *

78. * Adjâtok meg tört alakban a kifejezest:
15-8a 14-7a //;2 -  8/7______ 2/7/ - 8/7

' (a —1)~ ( l - a )2 ’ (//7 — 2X̂ 7 — 5) (2-mX5-

362 + 12 ( 126
2)  ( b - 2 ?  + ( 2 - b f  ’

79. * Egyszerüsitsetek a kifejezest:

80.* Bizonyitsâtok be az azonossâgot:

81 .’ Bizonyitsâtok be, hogy az x vâltozö ininden megengedett ertekenel

erteketöl!
82.* Bizonyitsâtok be, hogy az y vâltozö ininden megengedett ertekenel

erteketöl!
83.* Bizonyitsâtok be, hogy a vâltozö ininden megengedett ertekenel

84.* Bizonyitsâtok be, hogy a vâltozö ininden megengedett ertekenel

D
x2- \ 6 x 2x + 49 
( * _ 7)4 + (7 -A')4 ;

2) ■>' +>' + >' + 36 ı
'  ( y - 6 f y +  2) ( 6 - y X 2  + y)

a 12*-25 | 8.Y+10 kifejezes helyettesitesi erteke nem fiigg az x
20jc —15 20jc — 15

\ l y  + 5 9-11 y
a 2 \y - 3  21 v -  3 kifejezes helyettesitesi erteke nem függ az y

( a -2 )4 ( a -2 )4 ( a -  2)‘
cı~ -  6 7 a - 4  | 3a+ 6 kifejezes helyettesitesi erteke pozitiv!

2 - b 2 7 -3 b | 1b- 2 0
a (b -  5)6 (b -  5)6 (b -  5)6

kifejezes helyettesitesi erteke negativ!
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3. Egyenlö nevezöjü racionális törtek osszeadása és kivonása

85.** Adjátok meg az adott törtet egész és tôrtrészük ôsszegeként 
vagy külônbségeként:

-V + 3 ^  a2- 2 a - 5  ,
1) 2)-V a-2

86.** Adjátok meg az adott törtet egész és tôrtrészük ôsszegeként 
vagy külônbségeként:

4 a - b
1)

b~ +1 b + 3 i 
} b + 1 ’

87.** Határozzátok meg a kifejezés értékét, ha — = 4 ;

D z ; 2)
2x -  3 y

y
3) x-+y i

88.** Határozzátok meg a kifejezés értékét, ha — = -2

1)
a - b 2)

4a + 5b 3) a1 -2ab  + b1
a b ’ ab

89.** Határozzátok meg az n összes olyan értékét, amelynél az alábbi 
kifejezés helyettesítési értéke pozitív szám:

O
n + 6 2) 3n2 -  4n -14 3) 4/7+7 i

« ' ' n 2/7 — 3
90.** Határozzátok meg az n összes olyan értékét, amelynél az alábbi 

kifejezés helyettesítési értéke pozitív szám:

1)
8»-9

n 2) n2 + 2/7-8 3) 9/7 4 !
} 3/7-5 '

I ISMÉTLÔ FELADATOK

91. Az egymástól 9 km távolságra lévo két faluból egyszerre, egy- 
mással szemben két kerékpáros induit el. 20 pere múlva ta- 
lálkoztak. Ha a kerékpárosok azonos irányba haladnának, akkor 
az egyik a másikat 3 óra múlva érné utól. Határozzátok meg a 
kerékpárosok sebességét!

92. Oldjátok meg az egyenleteket:
1) 1 -  4(x + 1) = 1,8 -  l ,6x;
2) 3(0,5x -  4) + 8,5* = 10* -  11!

93. Bizonyítsátok be, hogy az a változó minden megengedett értékénél 
az (a + 4)(<7 -  8) + 4(2a + 9) kifejezés helyettesítési értéke nem 
negativ!



1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

FELKÉSZÜLÉS AZ ÚJ TÉMÁHOZ

94. A csillagot helyettesítsétek olyan egytagú kifejezéssel, hogy az 
egyenlôség igaz legyen:
\) a2b - * = a2b2\ 2) 5x ÿ  • * = 10x4y6; 3) 6x5 • * = 12x10!

95. A csillagot helyettesítsétek olyan tobbtagú kifejezéssel, hogy az 
egyenlôség igaz legyen:
\) * • (a — b) = (a + b)(a -  b)2;
2) (a + \0b) ■ * ='a3 -  lOOaé2!

96. Hozzátok közös nevezöre a törteket:

1)
1 , 2 

3a eS 3b ’ 4)

4 ni 3«
2) 3 2 és 2 3 ;p  q p  q ’ 5)

3)
5 6

6)CS } 
m -  n m + n

6a‘ y
x - 2 y  ^  x  + y  ’

y , 1
6 y -3 6  es y 2 - b y  ’

~~2 r es —----a -1  a + a

^  NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA
97. Elöfordıılhat-e, hogy egy páros számnak több páratlan osztója 

legyen, mint páros?

Különbözö nevezöjü racionális törtek 
osszeadása és kivonása

A különbözö nevezöjü törtek osszeadása és kivonása a törtek 
alaptulajdonságának felhasználásával egyenlö nevezöjü törtek össze- 
adására és kivonására vezethetö vissza.

A CAdiuk össze és — racionális törteket!J B D
r  , 4.. , , A A D C C. BFel.rhatjuk, hogy:

Akkor A +£ =¿İ_d +ç_ b_=a .d +C.bA kkor B + D B ' D D _B B _D

Közös nevezöül a törtek nevezöinek szorzatát választottuk.
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4. Különbözö nevezöjü racionális törtek osszeadása és kivonása

Megjegyezzük, hogy a nevezök szorzata nem mindig a legal- 
kalmasabb közös nevezö.

A kôzônséges törtek közös nevezôjének meghatározásakor elöször 
a nevezöket tényezôkre bontottuk, majd megkerestük legkisebb közös 
többszörösüket. Hasonlóképpen járunk el a racionális törtek közös 
nevezôjének meghatározásakor is.

Nyilvánvaló, hogy két racionális tört összege, illetve külônbsége 
szintén racionális tört lesz.

1. PÉLDA
Hozzuk egyszerübb alakra a kifejezéseket:

1N 6+1 l-a  .. 2 a 11) — +—T-; 4Ï ------------ r —:— —:

10/7 +  1 4  6
n2 - 4 9  7 - / 7  ;

Megoldás
1) A törtek közös nevezöje az a2bc egytagú kifejezés. 

Vagyis

2) A törtek nevezöit elöször tényezôkre bontjuk, majd azt kapjuk,

~̂ /6 + 1 | -^1 -  a _ ab + q + b -a b  _ a + b 
abc a2c a2bc ~ a2be

hogy:
m n

7/77 +  7// 1m - I n l (m + n) l ( m - n )  l{m + n \ m - n )
1112 -  777/7 -  777/7 - / r  /77 2 -  2 777/7 -  1?

3)
7 ( " ' 2 - « 2 ]  7(//72 - / 7 2 )

/7 -4 9  7 - / 7  ( n - l X n  + 1)

_  10/7 +  1 4  — 6/7 — 4 2  4 / 7 - 2 8
7 X «  +  7 )  / , -  7  ( / 7 _ 7 X „  +  7 )

4 / > - 2 8  4(/? -  7 )  4
( / / - 7 X / 7  +  7 ) ( / / - 7 X / I  +  7 )  (/7 — 7  X /J +  7 )  n + l '

25-lO a + i/2 3«-15
_ 6 a - q  + 5 5a + 5

2a__ 1 ^ 2  a
3«-15 (5 -  a)2 3 (a -5 ) (rt_ 5)2 3(a -5 )

3(<a -  5)2 3 (a -5 )2 '

27



1 . § .  RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

5) Ebben az esetben a közös nevezö a törtek nevezöinek szorzata 
lesz. Ekkor

x — 4
'x + l  .y(x- 2 ) - ( x + 2X-V-4) _ 
X -  2 (.t -  4Xa‘ -  2)

X2 - 2 x - x 2 + 4 x - 2 x  + S 8
( * - 4 X x - 2 )  ( x - 4 Xx - 2 ) -

2. PÉLDA

2 \cP"Adjuk meg tört alakban a -— --3 c  kifejezést!
Me gol dás

A 3c kifejezést 1 nevezöjü tört alakban megadva, azt kapjıık, hogy:

21c2 2 _ 21c2 - ^ ^ 3 c _ 21c2 - 2 1 c 2 + 6c _  6c
7c -  2 ~ C~ l c - 2 ~  T ” 7c -  2 ~ 7 c - 2  ‘

--------------------------------------------------------
1. Hogyan adunk össze, illetve vonunk ki egymásból különbözö 

nevezöjü törteket?
2. Milyen kifejezés lesz két racionális tört összege, illetve különb- 

sége?

98.° Adjátok meg tört alakban a kifejezést:
i \ x  2.x
»  t + t ; 4) ;

x y
7)  — + —!— •

} b2 ab4 ’
56 b _ 
14 7 ’ 4 ^ + 6 c ’

on 11 2c . 
; 5c 15c6 ’

m n c d  
^  6 ’  ̂ 6 36 ’
Adjátok meg tört alakban a kifejezést:

9) m + C 1 
7 abe abın

l) •'  8 12 3) n m 5) -L¡ + —  \'  ca cp ’

2 ) - + £ ; '  7 4 ’

2x~ V
4) — + — •; 2y  8.x ’

6c 96 
6) 35c5 14c2

100.° Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

1)
c + 7 c -  4

4)
6p + l 2p + 8

------ +
12 9 ’ P 3 p  ’

2)
2 b - 1 c 36 + 2c .

5)
5m — /? m -  6/7

6 15 ’ 14//7 h n

3)
3.x- 2 3 V — 1

6)
a +4 y - 3

A' * ’ 1 1a 11 y  ’
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4. Különbözö nevezöjü racionális törtek osszeadása és kivonása

7)
a + b 

ab H
a - c

5ac
10) 3X

y - x 2

*2y  ’

8) 2, + "
-1  . 11) 2 m - 3 n

2
l m  — 2n 

■+ 2
P P m n mn

9)
k + 4 

k
3 k - 4  . 

k 2 ’
12) c + d 

cdA
c2 - 8 d  ,

c3c/3 •
Végezzétek el a törtek osszeadását és kivonását:

1)
9 - 5  b 7 - 5  c

5)
6fl + 2 2 a + 4

b c ’ ab a2b ’

2)
4d + 7 ¿¿-6 . c2 -16 c —9

I d 6c/ ’ o) c6 c5 ’

3)
5 - k  
5 P

p + 10
5 k ’ 7)

1 1 + X2 
X3 X5 ’

4)
m - n p - n

8)
1 — ab 1 — ad  ,

mn np ’ abe
------- !

acd
102.° Végezzétek el a müveleteket:

i) 2 + i í - l
J X x + \

2) - -
/77

3)

4)

a
a -  3 a + 3 ’ 

c c
n m + n ' 3c — 1 3c +1 ’

103.° Alakítsátok át a kifejezéseket tôrtekké:
a

5)

6)

1)
a

a - b  b
4 5x + 4 .
.X x + 2 ’ 3)

X X
2y + 1 3 y - 2
a - b a - b  ,

b a + b

b 2 1
b - 2  b + 2 '

104.° Egyszerüsitsétek a kifejezéseket: 

1) '

2)
b(a -  b) fl(fl -  6) ’ 

30

4)
y

20 '+  3) 5(y + 3) ’
5m+3 7m+4

3)
Vé;

1)

a fl(fl-6) ’
3 2.x + 2

je -  2 *(x -  2) ’
105.° Végezzétek el a müveleteket:

'  2(m + l) 3(m + l j ’
^  C~“ i C + b 1

' a(a + b) ¿>(fl + ¿>) '

2) T -

fl(fl + 6) b(a + b) ’ 
8

3) 5(x + 7) 6(x + 7) ’

b ¿>(6 + 2 ) ’ ^  3 (« -l)  4 (« -l)
106.° Végezzétek el a törtek osszeadását vagy kivonását:

4n + 2 5n + 3

O

2)
18

b2 + 3b

3a+ 1
3)

2 c -1
3c/-6 c + 1 c 2 + c
_ 6 

b * 4)
d - 1 c/ 

2 d - 8  ' c /-4
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

5)
/» +1 

3 /» - 15
m- 1 _ 

2m -  10 ’
a2 + 2 o + 4 . 

a 2 + 2a 2« + 4

6)

Eg:

i)

m — 2n m — 3n 8)
3x -  4 y  3 y - x

6m + 6/2 4»; + 4» ’ J x~ — 2xy xy — 2y
107.° Egyszerüsítsétek a kifejezéseket:

6 46-1

2) -r-

6 - 5  46 -2 0  ’
16

3)

m m2+Sm’ 
a - 2  a - 1
2a- 6  3a- 9  ’

108.° Végezzétek el a müveleteket:

1)

2)

3)

3 x + 4
x + 3 .V2 -  9 ’

2

a2 -6 4  a — 8 ’ 
6b 1

4)

5)

6)

4)

5)

6)

a2 +b2 1 6 .
2¿r + 2í/6 a + 6 ’ 
6 + 4 a + 4  _

a b - b 2 a2 - a b  ’ 
c - 4  | 4c+ 9 (

4c + 24 c2 + 6c

3a + b t 1
a2-6 2 a + ̂ ’ 

/22 /«2

962 - 4  3 6 -2  ’
109.° Egyszerüsítsétek a kifejezéseket

4.V -  y 1 
1) — -  +X - y

.2

x - y  ’

y

3)

4)y2-81 y + 9 ’
110.° Adjátok meg tört alakban a kifejezést:

Df+ i ;  5)2-

»; + 5 
b

m2 +10/» + 25

b2
a + b a2 + b2 + 2 ab

10 a 1
23a2- 9 5a+ 3 ’

2n « 1
n — 1 »2 -14/; + 49

36 + 2a

2)
X

y
X •

5 6)
36 + 4 t . 
6-2

3)
/»
— +
n

» - —+2; /» 7)
c 12»;2 +1 .6/77

2m

4)
9
P2'

4 , --- + 3 •
P ’ 8) 2062 +5 _ 10¿ ; 

26-1
Végezzétek el a müveleteket:

O a -
4
a ’ 4) *■ 

N> 
i O, 

w 1

2) —+ X - 2 ;
-V 5)

o 9»2 -  2 . 
3” -  3„ ’

3)
»;
3»

- — + m  •
« 6) 5 4> " l 2 i

y - 2
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4. Különbözö nevezöjü racionális törtek osszeadása és kivonása

112.* Egyszerüsítsétek a kifejezéseket:
a2 + 1

1)

2)

3)

4)

a + 1 + ~
a2 -2ci+ \ a - 1 ’ 

a2+ 6: a - b
2 i 2a - b  

c+1

a + b ’ 
28c

c - 7  49- c  ’
5a+ 3 + 6 - 3 a

- + •

5)

6)

7)

8)

a + 4
a2 -  4a + 4 a2 -  4 ’ 
2p 5 , 2 / r

p - 5  /? + 5 2 5 -  p 2 ’
J__ y + 8 2
y 1 6 - /  y —4 ’
26-1

2a1 + 6a a2 - 9  ’
113.* Egyszerüsítsétek a kifejezéseket:

- + ■ 46

1 )
m + n m + n

1 *> ? 4)
m-n //7" -  n~

2 )
x ~ y  , y2

5)x + y  

2a

2xy + x2 + y 2 ’ 
a + 4

3) 6)4a2 -1 2a 2 + a  ’

_______ , + “ ± i¡
46 + 2 462 -1 3 -6 6

6 - 2  6 
62 +66 + 9 62 -  9 ’

x - 3X - 6 | X
X2 + 3x X + 3 
>> + 2 y -  2

X

16
y - 2  y + 2 y 2 -  4 '

114.* Bizonyítsátok be, hogy a változó minden megengedett értékénél 
az adott kifejezés helyettesítési értéke nem függ a változó 
értékétól:
\ ) 2x + l + 2x - 1 x + 7 2)

2 4 -2  a
2 x - 4  6 —3x 6x - 1 2  ’ a1- 16

115.* Adjátok meg tört alakban a kifejezést:

1 ) 1 - a  + a2 - 2  
a + 2

2) i d ^ l +3a_6;

3)

4)

cz +9 
c —3 
8m2

3a+ 6 4 w -3
116.* Egyszerüsítsétek a kifejezéseket:

146

2a -  8 a + 4

- c - 3  ;

-  2m -1 !

1) 6 + 7 - 2 ) 5c -  ——29cjf_10c_ + 2 J
6 + 7 ’ 7 2c -  5

117.* Egyszerüsítsétek a kifejezéseket, majd határozzátok meg az 
értékét:
, ,  7 12 31) ~-----— -—- — —r  , ha a = 5;'  2 a - 4  a " -  4 a + 2 ’

2c + 3 2 c -3  16c , ^
2} —  + ,T ~ 7 T 7 >  ha c = - ° 58;

3)

2c2-3 c  2c2 +3c 4c2- 9
m2 +16 n2 m + 4/7, -, —----„ , ha m = 3, n = 0,5!
/722 -  16/7- 2/7/-8/7 ’

11S.* Határozzátok meg a kifejezés értékét:

l ) 5x-2 0  ~ X2 - 8x +16 ’ ha  X =  5;
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a + 1 <7-1 a - 1

<7 + 1 <7-1 a2 -1 a2 -1 ’
Bizonyítsátok be az azonosságot:

1)
1 1 3o 1

6o -  46 6o + 46 462- 9 o2 3o- 2 6 ’

2)
c + 2 1 —  = 0 1

3cc2 + 3c 3c+ 9
121.* Határozzátok meg a törtek külônbségét:

<7+1 1 _  1 b2-6 b
1)

Hl o;

1)

a3- !  a2 +a + 1 ’ ^ 6  + 3 b3 +21
122.* Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

9 m 2 -  3/77/7 +  /72 9/772 +  3/77/7 +  /?2

2) 1-
3 /7 7 -7 7

26-1
3/77 +  n

2b
4b2 -2 6  + 1 26 + 1 ’

123.* Bizonyítsátok be az azonosságot:
3o2 + 24 6 1 2 .

O3 + 8 ¿72 — 2o + 4 <7 + 2 <7 + 2 '
124.** Egyszerüsítsétek a kifejezéseket:

O
46 < 7 - 6 <7 + 6

a2- b 2 a2 + ah b2-a b  ’

2) —  +
X A- + 4

3)

4)

-v-2 A" + 2 A2- 4  8.x- 2a3 ’
__ 1_______ 2 | __ 1_
(<7-56)2 o2 -25b2 (<7 + 56)2 ’

a2 + 9.x +18 a + 5 .
xy + 3_y — 2a — 6 + -  2

125.*’ Bizonyítsátok be az azonosságot:
0 - 3

1)

2)

a + 3 0 - 3  , 12
o2—3a 3o + 9 9 — 0"
6 - 4  62 - 2 6 - 2 4  _____(
2o-1 2 o 6 - 4 - 6  + 8o 2o-1

32
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4. Különbözö nevezöjü .racionális törtek osszeadása és kivonása

126.**Bizonyítsátok be az azonosságot:

= 0 !
(a - b \ a - c ) (a - b \ b - c ) { c - a \ c - b )

127.** Bizonyítsátok be az azonosságot:
be | ac | ab j ¡

(a -  b \ a  -  c) (b -  a)(b -  c) (c -  a Xe ~ 6) 
128* Egyszerüsítsétek a kifejezést:

l | 1 | 1 i
(a -  \)(a - 2 )  + (a -  2 \ a  -  3) (a -3 X o -4 )

129.* Egyszerüsítsétek a kifejezést:

( a - l X « - 3 ) + ( f l -3 X « -5 )+ (a -5 X o -7 )  ' 
130.* Bizonyítsátok be az azonosságot:

1 1 2 4 8 16---- +----- +---- r +---- - +-----— + ■ 32
- a  1 +a 1 + a4 l + a8 1 + a l 1 -a 32

131.* Bizonyítsátok be az azonosságot: 
3 3 6 12 24■+---- -  +-----r +----r + - 48 i

1 - a 2 1 + a2 l + fl4 1 + a8 1 + a 16 \ - a 2

132.* Bizonyítsátok be, ha £Jl£. + Azli + i_lA = 1, akkor
b + c a + c a + b

a + b b + c a + c A ,------ + -------+ -------= 4 !
b + c a + c a + b

I isMÉTLÓ FELADATOK :

133. Határozzátok meg az egyenlet gyôkét:
.. JC x - \ .
O t +- r =4j 2

2) = 3 iJ 2 5
134. Oldjátok meg az egyenletrendszert:

1)
x + y =

2)
2 x  + 5y = 13,

[3.r-2y = 9; ' [3 x -5 y  = -13!
135. A háromnapos kerékpárverseny elsö napján a versenyzök a

4 2teljes út — részét, a másodikon -  — részét, a harmadikon
pedig a hátralévo 90 km-t tették meg. Mekkora távolságot 
tettek meg a kerékpárosok 3 nap alatt?

136. (Bolgár népi feladat.) Öt testvér úgy akart elesztani egymás 
között 20 bárányt, hogy mindegyiküknek páratlan számú állat 
jusson. Lehetséges-e így osztozkodni?
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1. §. RACIONÂLIS KIFEJEZESEK

137.1gaz-e az alâbbi âliitâs: az /? bârmely termeszetes ertckcnel az 
(5/7 + 7)2 -  (/7 -  l )2 kifejezes maradck nelkül oszthatö 48-cal?

ti FELKESZÜLES AZ ÜJ TEMÂHOZ

138.Adjâtok meg a szâm rcciprok erteket:

^  NEM HAGYOMÂNYOS MÖDSZEREK HASZNÂLATA
142.Egy folyo szemközti partjaitöl a vizfolyâsra merölcgesen ket komp 

iııdult el egymâssal szemben különbözö, de âllandö sebesseggel. 
A kompok 720 meterrc az egyik parttöl talâlkoztak, majd partot 
eres utan megfordultak, es ellenkezö irânyba folytattâk utjukat. 
Eziıttal 400 meterrc talâlkoztak a nıâsik parttöl. Mckkora a folyo 
szelessege?

D f ,  2 )7 ; 3) - 3 | ;  4 ) ^ ;  5)0,12!
139.Hatârozzâtok meg a szorzatot:

140.Vegezzetek el az osztâst:

141.Hatârozzâtok meg a hatvâny erteket:

ELLENÖRIZZETEK MAGATOKAT! 1. SZ. TESZTFELADAT 1

1. Melyik egesz kifejezes az alâbbiak köziil?
D) nı+^~.

2. A vâltozö ıııely ertekci eseten nines crtelmezve a ~c n) kifejezes?2. A vâltozö ıııely ertekci eseten ııiııcs e 3 a

A) 0; B) 10; C) 5; D) 0; 5.
2a -10  k '
D) 0; 5.

r • X "F 23. A vâltozö mely ertekci eseten nines ertclmezve az y  = ,—7
x~ - 1

függveny?
A) -1; 1; B) 1; C) -2; -1; 1; D) -2; 1.
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IRacionális törtek szorzása és osztása. 
Racionális törtek hatványozása

Már ismerjük a kôzônséges törtek szorzásának és osztásának 
szabályát, ami matematikai alakban így írható fel.

Hasonló szabály szerint végezziik el a racionális törtek szorzását 
és osztását.

Két racionális tört szorzata olyan tört, amelynek számlálója 
egyenlo e törtek számlálóinak szorzatával, nevezoje pedig e törtek 
nevezó'inek szorzatával.

Két racionális tört hányadosa olyan tört, amelynek számlálója 
egyenlö az elsö tört számlálójának és a második tört nevezójének 
szorzatával, nevezoje pedig az elsö tört nevezójének és a második 
tört számlálójának szorzatával.

1  PÉLDA
Végezziik el a müveleteket:

21c6 b2 _ 21c6 -b2 3c2
'  b8 14c4 68•14c4 2b6

2) Felírjuk a 2 x -  12 többtagot, olyan tört alakban, amelynek nevezoje
1. Akkor:

a c ac
b d bd

a ' c _ ad 
b d be

2) (2x-12> 4.V
.V2 - 12a-+ 36

Megoldás

2a - 12 
1

2(a -  6) ■ 4a- _ 8a 
(x -  6l2 X -  6

+ lab m cr -  4b2 _ a(a + 2b) 3(a + 9) 3a
a + 9 ha+ 21 a + 9 (a-2b)(a + 2b) a -2 b

c + 2 c + 2 1 c + 2 c —7 c +c -  7 c + 2
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5. Racionalis tortek szorzasa es osztasa. Racionalis tortek hatvanyozasa

Ket racionalis tort szorzasanak szabalya kiterjesztheto harom vagy

2. PELDA

Egyszerusitsiik a — — kifejezest!
15b 1c 9bc

Me go l das
2a5 10b2 . 4a2 _ 2ci5 10b2 9bc2 _ 2ci5 -\0b2 -9bc3
15 b2 7c4 9bci 15 b} l c 4 4 a2 \5b2 l c 4 4a2

A tortek szorzasi szabalyanak alkalmazasaval meghatarozhato a 
racionalis tortek hatvanyozasanak szabalya. Ha n termeszetes szam, 
es n > 1, akkor:

Racionalis tortet hatvdnyra ligy eme/unk, Itogy az adott hat- 
vdnyra enieljiik mind a szdmld/dt, mind a nevezot, majd az elso 
eredntenyt szdmlalokent, a mdsikat pedig nevezokent irjuk fel.

Adjuk meg tort alakban a kifejezest!

tobb racionalis tortbol alio szorzatra is. Harom tort eseten peldaul:
A C P _ A C P __ A C ■ P
B D Q B D  Q B D Q  '

210-9  a V c 3 _ 3a3 
15-7-4- a2b3c4 7c

n tenyezo

A.A. A d - A - . . . - A _ A "
B B B B B-...  B B" '

n tenyezo n tenyezo

Megallapodas szerint n = 1 eseten

Tehat
4"

• = — , ahol n termeszetes szam.
)  B"

3. PELDA

Me go l das

3a2 V M 1 33 (ajy
. i tM e 4)  ~(2bc4y  = 2>b2{c4)

27 d
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

•  1. Mit nevezünk két racionális tort szorzatának?
2. Mit nevezünk két racionális tört hányadosának?
3. Hogyan emelünk racionális törtet hatványra?

1 a3 c4143.° Az alábbi kifejezések közül melyikkel egyenlö az — •— szorzat?
c a

D -t ;c 2) 4 ;c 3) t t ;c
144.° Végezzétek el a. szorzâst: 

3a2 a- . .  3/771) i£_.£_;

2a b 
’ b '  S a ’

3) - - f  ;yz  5x

4)

6)

16/7"

15 a4

8 t76 •5 7 )

2
77

7/7?3 ’
8 )

6 6

b'2 10a2 ’
’45. Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

O £ İ .
b6 ’

b2 
a 2 ’ 3) f b ^ 5)

2 )
4/77:
A-5

! 777A5 . 
12 ’ 4)

I J ' "  f r
6)

4)
a
4 •c

48a6 516c5 .
17c4 40a4 ’
21c3 39/7
13 p 2 28c2 ’

l i r 3
/ 33x7 ’

7 A8 27/T73
9/77/7 56A6//2

146.° Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

1)

2)

3)

4)

a - b  3 >
3b a - b  ’

2/77/7 + UT 2/77 
6/77 77

l a  + lb  b3

6)
777 -  2 777 + 7

49 777-2 ’

7) (fl+4). 2a+ 8 ’
X -  9 x~ + 2.x

5)

Vé¡

1)

66 a +6 ’ 4.x+ 8 x — 9 ’
32a a - 3

9)
4a2 -  4a + 1 a + 1

a2- 9 8a ’ 3 a+ 3 2a - 1
c - 1 c + 6 1 n \ a2-2 5 . 4«2 ,
c + 6 c2 - 2 c + l  ’

147.° Végezzétek el a szorzâst:
4a a" -  3a

2)

3)

3 a + b c
4)

186 6 + 4
4c 3a+ 6 ’ 62 -16 36 »

a b - b 2 4a
5) 6

8 64 ’ 7?72 -  9/72
5x -  5^ X3

6)
3 c -9 3c +1

X6 x - y  ’ 9c2 + 6c +1 c -  3
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5. Racionális törtek szorzása és osztása. Racionális törtek hatványozása

3 12148.° Az alábbi kifejezések melyikével cgyenlö a hányados?

» T ; 2) T  ’
149.° Vcgezzétek el az osztást:

12
c  c‘

3) 4c3; 4) 4c6.

1)
8 m 4/7İ

5)
9a 18a4

n : n ’ ~ v ' 63 5

2 )
3b_. 
8 ' 6) a 2

b
a
-> »• c

3)
1c2
d

c
v ; 7) 24 a3 . 12a2 . 

/> !

4)
6 a , 
5b

, 3c2 
20b2 ’ 8)

36a . 
c3

(4a2c)

150.° Határozzátok meg a hányadost:
_7_,

2 ’
28 

8 ? 4) « Ç : ( 3 0 x 5r ) ;
a a

5)8 48 ’ n~

27 36 /T\ 16X3/  í  10x2
77|6 /»7/ r  ’ o) 33z5 İ  55z6

151.° Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

1)

2)

3)

a-b a - b _ 
l a  ' Ib ’

.X2 -  y2 6x + 6 V

5)
a~ — 25 a — 5 
a-vi a + 1 ’

X
c - 5

X
c - 5 _______

c2 - 4 c  ' 5c-2 0  ’
2

6) £ 4a + 4
a+ 2 ("-2);

X -  y  X - y  
xy 3x>> ’

152.° Végczzétek el az osztást: 
5 m — 2 n 5 m — 2 n

4)

Vé

1)

V) ^ _ 1 6 * ’) :£ ± ü .
P

0  ̂ a2 -  ab a 2- 2 a b  + b2 ,
2 '

2)

3)

10* ' lo*2
p + 3 p + 3

p 2 - 2 p  4 p - 8  ’

a 2 -  b2 a + b

4)

5)

a ab

a2 - 16 . a + 4 . 
a -  3 a -  3 ’ 

V -9 y2 -  81

2a6 ab
153.° Végezzctek el a hatványozást:

y -8 V - ló y  + 64 ’

6) ( ^ - 4 9 y ) : ^ i !

1) T 2) I 4 3) 2d)
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

4)
5a
65 5 ) h | j 6) l - f !

154.°Adjátok meg tört alakban a kifejezést:

1) I —; 1 b3 9n3)  ’ l  3d5

155.* Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

6o462 14b2 5ale*

2/»V 
kp8

1)

2)

3)

33/?r 88/»"

1864

___ .____ . 21/»6
34//8 ' 51/i4 ' 16/72

36jc6 . 24.x9 7x2 
49y 5 ' 25/  30>' ’

4) 1.37,
S--V m'V

54 p

2o5 4̂
y y6 j

4ab
5)

O I - — 1 | ^
27.x3 V f  8>
16>

í56.Tlozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

n  3a4/?í
' 10c5

3 a

4 6 V  . 567
3) 1

' 5 a 3V

00

27o7 ' 9o3c3 ’ 50o16 ’

7c8 . 9ab 
663 ' 14c12 ’ 4) 12) 2b2c2' 6b2

157.* Helyettesítsétek az x változót olyan kifejezéssel, hogy azo 
nosságot kapjunk:

.) \ f )  • * - £ ; 2> i¥ ) :x 4 !
158.* Végezzétek el a törtek osztását és szorzását:

1)

2)

3)

4)

5)

4 - a  12a5
8o3 a2 - 1 6 ’

4 c - d  2c2 - 2 d 2 
c2 + cd 4c2 -  cd ’

b 2 - 6 b  + 9 63 + 27 
b 2 - 3 b + 9 56-15

a3 - 16 a  12 a b 2

3 a2b 

a3 + 63

4a + 16 ’ 

l a - I b
a2 - b 2 a2 -  a b + b2 ’

6)

7)

8)

9)

10)

X2 -  9 5.x + 5 J’
x + y  .x2 -  3x ’ 

m + 2n m2 + 4nw + 4n2
2 - 3 m 3 m ~ -2 m

a ' + 8 . a2 -  2a + 4 _ 
1 6 - a4 a2 +4 ’

x2 - 12.x+ 36 x2 -  49
3x + 21 

3fl + 156

4.x -  24 

4o + 206
o2-8162 o2 -  18a6 + 8162
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5. Racionális törtek szorzása és osztása. Racionális törtek hatványozása

159.’Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:

O

2)

3)

l a 2 5 - a
5)

5m2 -  5/22 15/2-1 5/22
o2-2 5 o ’ ™2 + «2 ‘ 4/722 + 4/22
o3+63 b - a

6)
2?2/22 -  36/22 . 2/7 + 12 .

o3 - b 3 b + a ’ 2223 -8 ' 6//2-12 ’
o4 -1 o o4 -1 o - l
a  - a  l + o“ 2 1 * 3 1 5a" -  a + 1 o + I

4) - 8ab 8b2 -  ab 8) 4a-2 -100 : {lx2 -20x+50) !
12 b 24 o 7 '  6x

160.* Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést, majd határozzátok 
meg helyettesítési értékét:

1)
o2 -81 0 - 9 , ha a = -4 ;
o2-8 o  ' o2-6 4

2) ı , û , i  :677Ğ7. ha X = 4,2, y  = -2,8;4x~ -  4 y  6* + 6 y  

3) (3a2-18¿7+27):3a_9
4o , ha a = 0,5;

4)
0 + 0 a +a -, ha = 0,8!

(3o -3 )2 ' 9o2 -9 o  
161.’Határozzátok meg a kifejezés értékét: 

1 b , „ J  . 3
1)

2)

■í—r> ha o = 2¿ 6 = - i ;— O J /az -a b  b‘ 
a2 + 4ab + 4b2 3o + 6b , ha <7 = 4, b = -5!

a2- 9 b 2 2a -6b
162.** Határozzátok meg az y2 + -Ít kifejezés értékét, ha tudjuk,

A
hogy .y -  — = 9 !

163.**Határozzátok meg a 9x2+ 4 r kifejezés értékét, ha tudjuk, 

hogy 3x+—= -4  !

164.** Határozzátok meg az x + — kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy
+  + 4  = 41 !

.  1 1
165.’*Határozzátok meg az x —— kifejezés értékét, ha tudjuk, hogy

+ + 4  = 6!
X

166.** Hozzátok egyszerübb alakra a kifejezést:
j .  a2 -3 6  . a2 + ab + 6o + 6b

a2 + ab - 6 a -  6b a~ + lab + b2 
2  ̂ a2 + a -  ab -  b ' a2 -  a -  ab + b  ̂

a2 + a + ab + b a2 - a  +a b - b
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1. §. RACIONÂLIS KIFEJEZÉSEK

167. ** Végezzétek el a müvelctckct:
i x 25 -  5a + 5 b -  ob ab -  5a - 5 b  + 25 .

25 + 5a - 5 b -  ab ab + 5a + 5b + 25 ’

a2 -  2ab + b2 a2 - a b  + 4a -  Ab ;
a2 -  a b -  4ci + 4b a2 - 16

168. ** Bizonyitsâtok be az azonossâgot:
8a2 ' 6a2_____ 3a _ j (

a - 3 b  a2 - 9 b 2 4a .+ 126
169. ** Bizonyitsâtok be az azonossâgot:

a~ + a 6a + 6 _ 9a2 + 18a~ + 9a _ 1 j 
2« —12 20-4-12 ' a2- 36 6 '

I ISMÉTLÔ FELADATOK

170. Oldjâtok meg az egyenleteket:
1) (2x + 3)2 -  2x (5 + 2x) = 10;
2) (x -  2)(x -  3) -  O -  6 )0  + 1) = 12!

171. Bizonyitsâtok be, hogy a 2y  *■-2—1 = 2-12. egyenletnek nin- 

csenek gyôkei!
172. Az A és a B helységek közötti tâvolsâg 192 km. Az /1-bôl a 

Æ-be egy motorkerékpâros induit el 60 km/h sebességgel. 30 
perccel késôbb a /?-bôl az A-ba egy mâsik motorkerékpâros 
induit el 75 km/h sebességgel. Mennyi ideig motorozott a 
mâsodik motoros a talâlkozâsig?

173. Két kannâban ôsszesen 80 1 tej van. Ha az elsö kannâböl 
âttöltjük a tej 20%-ât a mâsikba, akkor a két edényben azonos 
mennyiségü tej lesz. Hâny liter tej volt a kannâkban külön- 
külôn?

174. (Magnyickij' Aritmetika cimü konyvébôl.) 12 embernél 12 
kenyér van. M inden férfinél 2 kenyér, nônél fél kenyér, gye- 
reknél pedig negyed kenyér van. Hatârozzâtok meg a férfiak, 
nôk és gyerekek szâmât!

1 L. F. Magnyickij (1669-1739) orosz pedagogus, matematikus -  szerzôje a 
hires Aritmetika cimü tankönyvnek, aıniböl szâmos nemzedék sajâtitotta el a 
matematikât.
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6. Racionalis kifejezesek azonos atalakitasai

nem  h a g y o m An y o s  m o d s z e r e k  h a sz n a l a t a

175. Peter es Laszlo felvaltva az x4 + *x3 + *x2 + *x + * = 0 
egyenletben a csillagokat szamokra cserelik, mindig esak egyet. 
Az elso lepest Laszlo teszi meg. Peter arra torekszik, hogy a 
kapott egyenletnek legyen gyoke. Mcgakadalyozhatja-e ebben 
Laszlo?

Racionalis kifejezesek 
azonos atalakitasai

A racionalis tortekkel vegzett miiveletek segitsegevel barmely 
racionalis kifejezes atalakithato racionalis tortte.

Figycljiik meg peldakon.

1. PELDA
Egyszeriisitsetek a

kifejezest!

3a______ 6a \  _ a - 4
a - 2  a2 - 4a + 4 J a2 -  A

2a2+8a 
a-2

Me go! das
A tobbmuveletes szamkifejezesekhez hasonloan a racionalis kife- 

jezeseket is lehet miivelctenkent egyszerusiteni. A miiveletek sorrendje 
is megegyezik: eloszor a zarojelben levo kivonast vegezzLik el, majd 
az osztast es a vegen a masodik kivonast:

- V
3 a i6a 6 a 3a2 -- 6 a -  6 a 3 a2 -  12a

ci- 2  a2 - 4 a + 4 a - 2  ( a - 2 ) 2 (a - 2 ) 2 ” (* - 2  )2 ’

3cr -  12a a ■-  4 _ 3a2 -  12a 1 •u 3 a(a - 4 )  (a--2  )(a + 2) _
( a - 2 f a2 - 4  ( a - 2 ) 2 a - 4 ( a - 2 f a - 4
3 a(a + 2) 3 a2 + 6 a

a - 2 a - 2

3 a2 + 6 a 2 a- + 8a 3a' + 6 a - 2 a 2--8a a2 - 2 a a (a - 2)— = aa -2 a-2 a-2 a-2
F e l e l e t: a.
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1. §. RACIONÂLIS KIFEJEZESEK

A racionâlis kifejezest nem csak külön müveletekre bontva vegez- 
hetjük el, hanem ügynevezet „İane” mödszerrel. A következö pelda 
ezt a modszert szemlelteti.

2İ PELDA

, , , 3 a a + 5 54a
Igazoljatok, hogy a 18 — 6c/ "Ta + ö2 k'fejezes erteke nem fiigg

a vâltözö megengedett erteketöl!
Megoldâs

3a , a + 5 54a 3 a , a + 5 54a 3a 9— -■ -f- ■ • — — - — — - + 1 • —" — ■ —---------f-------- ~
a - 3 1 8 -6a 5a + a : a - 3  6(3- a )  a(5 + a) a - 3  3 - a

3 a ___9 3 a - 9 _ 3(a-3)
a - 3  a - 3  a - 3  a - 3

Tehât a vâltozö bârmely megengedett ertekenel a kifejezes er- 
teke 3.

3. PELDA

Igazoljatok az
f a - 1  | a - l \  3a -1 _ 4 
V3a-1 a + Iy a1 - l a  a  + 1

azonossâgot!
Megoldâs

Ebbeıı az esetben a bal oldal egyszerüsiteset celszerübb a zâröjel 
felbontâsâval kezdeni, alkalmazzuk a szorzâs szettagolâsi törvenyet:

f  a — 1 | a -  7 3a -1 _ a -  7 3a-1 | a - 7  3 a -1 
v3a —1 a + l J  a2 —la  3a —1 a"—7a a + 1 a2 —la  

-  + 3a - 1 _ a +1 + 3a -1 _ 4a _ 4
a a(a + l) a(a + l) a(a + l) a + 1

Az azonossâgot igazoltıık.

4. PELDA , *

i +ı +i
Egyszerüsitsetek az ^ k i f e j e z e s t !

ab bc ac
Megoldâs

Irjuk fel az adott kifejezest a szâmlâlö es a nevezö hânyadosakent:
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6. Racionális kifejezések azonos átalakításai

U U i .
a b c

- U - U - L
ab be ac

.(I+ i+ iV -U -U -!-)-U  b c )  \a b  be ac J
bc + ac + ab c + a + b

bc + ac + ab abe

abe 

be + ac + ab

abe

abe c + a + b c + a + b

Az adott kifejezést másképpen is egyszerüsíthetjük. Alkalmazzuk 
a tört alaptulajdonságát, szorozzuk meg a számlálót és a nevezöt is az 
abc egytaggal:

I + I + I
a h c _

f I +±+i W
\  a b c J

— • abc + — • abc H----abc
______________ a______ b______ c______

—  + —  + —  (  —  + —  + — —  • abc + —  • abc + —  • abc 
ab bc ac \ a b  bc a e j  ab bc ac

bc + ac + ab
c + a + b

F e I e I e t: hc^ac+ab
c + a + b

176.° Egyszerüsítsétek az alàbbi kifejezéseket:
. .  , a a ̂  6
o  [ r i ) - 7 - 6) m -  n ni + n J m + n

m + 9 n

2)
aLb ( \  1

a - b  \ b  a j ’

» ('- ï H '-t)-

x - 2  i a7) ----r  lA -.y+ 2 X  -  2

4) iÇ-2£L+,
b2 b a - b

8) i l ± £ :±L+£ z I ;
'  4 4 X

■» f r t i r ' b

° 2 ~ b + 1 a
> ¿2_, ' a ¿,-1 ; 10) x~+xy  ,

.x + y  X - y  J x~ + y
M l.° Egyszerüsítsétek az alàbbi kifejezéseket:

2 •

1) l - 7 > K
i a , a + b \  ab2

2) \-b+~ b ï V 7 i ï

¿.V a a2 -  b2 ' a + b
^  T l^~:~b~

3) m - 1
-1 m

mn -  n ’

6)

7) Cl —

I x  je —8 84
X + 2 3a + 6 X2 -  8a * 

9 a - 9 \  a2 - 3 a
a + 3 J a + 3

a\ ( £ . - L \ J sL .
J \ b  a )  a - b ’ 8)

Í_a_____ 8_ \  a~ + 8a
Vfl + 2 a + s j  a - 4
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

178.* Végezzétek el a kijelölt müveleteket:
i \ fl + 2 . a2 -  4 3

’ a - - 2 a  + \ ' 3q -3  q - 2  ’
62+36 6 6 - 3  ( ¿> + 3V

'  63 +96 U  + 3 + 6 - 3 Í ’

6 3c +1 3c -  1V 2c 
v3c-  1 3c + I J 6c + 2 ’

4) í—----!------— I--- ): , 2 “ '
Yq2-4 a6  + 462 462 - q  / q2- 4 6 ‘

( a -  8________a \ . q -  20
Y q2 -  10q + 25 a2 - 2 5  ) '  ( a - 5 ) 2 ’

f  2.V + 1_____ x - 2  Y .y2 +6 (
V X2 + 6.y + 9 jr2 + 3.x J a-3 — 9jv

179.* Végezzétek el a kijelölt müveleteket:
n  6 + 4 . ¿ r - 1 6 ___ 2 .

 ̂ 62 -6 6  + 9 ' 2 6 -6  6 - 4  ’

f 1 _ ffl + Q 4/?/
l/w + 1 ///- 1J ' n r-\  ’

3) ___ _
x ~ - y 2 i,*“ + 2xy+>'2

4) 2a-3 
a2 -  4q + 4

q - 1  V a2 - 2  t 
q2- 2 q J  q3-4 q

180.* Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket: 

1) í—̂ — x-7İ"
x - 7 X2 - 16x + 64 ’

„  (  5 q -
2) ( « - —^ - ü U j a - J S .

3 J I a - 3 J ’

3) l r +T +^ - ^ - +- 2

4)

q 6 b2 J a2 - b 2 b - a  ’ 

q q2 + 1 j  q2 + a
q - 1  q + 1 1 - a 2)  ( q - 1)

ex [x+2y x - 2y 16y2 ). *y
'  ^.y- 2y x + 2 y  x2- 4 ^ 2J x + 2y  ’

6 (  3 q -8  | 1___ 4 q -  28  ̂ q2 - 4  f
I q2 -  2q + 4 q + 2 q3 + 8 J 4

46



6. Racionális kifejezések azonos átalakitásai

181.* Egyszerüsítsétek az alábbi kifcjezéseket:

1)
■X2 + 1 4a- + 49

X + 6
13

X + 6
• -  X + 6

^  i 2c- 9 ^  c~ +3c , 24
2) Ie- — J '7 3 iT +T

» (A-í
4)

.V -  3 3 + X
+ 3 3 — X )  3 — X

2 y - l  , 9y + 6 ,H---:-----r • -4
Ky 2 + 2y + 4 j 3 — 8 y ~ 2 j  18 

182.* Igazoljátok az alábbi azonosságokat:
2b a - b

1)

2)

ab | b _____
a2 - b 2 + 2b - 2 a  )  a2 -  b2 

8 a
4

4 - a 2 a + 2
a - 2 }  a + 2 2 _ j

3)

Igí

1)

a - 2  
( c -6 )2 + — = 2!

,3 6 - c 2 c2-12c + 36/ 2 c + 6
183.* Igazoljátok az alábbi azonosságokat:

2)

a2 — ab a — b b~ — ab 

( a - b ) 2 ( a a

a2- b -
4ab a + b ’ 

3 a + b+ • ■ = 3 !
(a — b)2 b~—a~) a + b

184.* Függ-e az alábbi kifcjezés értékc a változó megengedett érté- 
kétol:

O
0 + 3_____. 3o + 3 #
o2 -  1 a2 + a )  a2 -  a ’

2) f— ------- -—1 : ———--------- — ?
2 Vo2-4 9  a + 7y o2 + 14o+ 49 o - 7

185.* Igazoljátok, liogy a kifejezés értcke nem függ a változó ér- 
tékétol:

1)
3„y2 -  27 f 6.V +1 Ó.Y-n
4x2 +2

+

1 -Y + 3 J ’

2 )
3 S3oc13̂OC (  2o 3

2o -  3 4o2+9 \4 o 2 -  12o + 9 4o2-
186.* Egyszerüsítsctek az alábbi kifejezéseket:

1)
o —

o -
o +1 

o ’ 
o + l

2)

6o- 9o--------
o

o
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

+ l 3 -  —
3) 4) 2 a + b

l+ -
a

3a_
b

JLi

187.* Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1
1)

a - b  | b 
a + b a 
a a - b 2)

a + b
a + 1

188.** Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:
6a 2

1)1f °2 , a~b.'Vi' a  + b b - a
W - a b 2 b2 b ) ] yb - a a + b

2) 1
f  a + 2 2 - a 4a2 + 2a + \
[ 4o3 -  4a2 + a 1 -  8í73 2 a2 + a :f—!—Y -

\ \ - 2 a )
8a - 1

2a2 + a
189.** Egyszerüsítsétek a következö kifejezést:

!

8 a

f  I 8 y 2 +3y 3 y + i  Y íi 3 y ~ l
5 ~ 6 y ]

{  2 7 / - 1 9 y 2 + 3 y + \ ) ' Y  y 3 y - i J
190.** Igazoljátok az alábbi azonosságokat:

O
16

( a - 2 ) 4 v ( a - 2 ) ‘ a ' - 4  (a + 2)2 (a ~ 2)
= 1

2) £±LL_í_£±j_+ a + 1---VÍ£±iV = i!
a + 9 V«2 -81 a - - \ 8 a  + 8\J  K a - 9 J

191. "  Igazoljátok, hogy a $ £ + ( £ 7 / f c kife‘
jezés a változó bármely értékénél pozitív!

192. ** Az X helyébe írva az adott kifejezést, végezzétek el az egy-
szerüsítést:

O
x - a
x - b

, ha x = ab . 
a + b

2) a -  bx 
b + ax , ha x = a - b  

a + b
I

I ISMÉTLÓ FELADATOK

193. Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) (3x -  1) (4x + 5) -  (2x + 3) (6x + 1) = 4;
2) 8x(2x + 7) -  (4x + 3)2 = 15!

194. Bizonyítsátok be, hogy a 214 -  212 -  210 kifejezés maradék 
nélkül osztható 11-gyel!
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6. Racionális kifejezések azonos átalakitásai

195. Bizonyítsátok be, liogy n bármely természetes értékénél a 
y +2 _ 2"+2 + 3» _ 2" kifejezés osztható 10-zel!

196. Az egyik raktárban 3-szor annyi burgonyát tároltak, mint a 
másikban. Miután az elsö raktárból elszállítottak 400 kg-ot, 
2-szer kevesebb burgonya maradt, mint a másik raktárban. 
Mennyi burgonyát tároltak az elsö raktárban?

197. A dzseki 200 hrivnyával olcsóbb volt az ôltônynél. Az öszi 
árleszállításkor a dzseki 10%-kal, az öltöny 20%-kal került 
kevesebbe. így a dzsekit és az öltönyt együtt 1010 hrivnyáért 
lehetett megvásárolni. Mennyibe került a dzseki és az öltöny 
eredetileg?

198. Egy személygépkocsi az A helység és a B helység közötti utat 
60 km/h sebességgel tette meg. Visszafelé másik útvonalat 
választott, mely 15 km-rel rövidebb volt, és mivel 70 km/órás 
sebességgel haladt, így 30 perccel rövidebb idö alatt ért vissza 
az A helységbe. Mennyi idö alatt ért el az A helységbôl a B 
helységbe?

199. Egy munkásnak napi 10 alkatrészt kellett eloállítania. Mivel 
ininden nap 12 alkatrészt készített el, így két nappai a határido 
letelte elött már csak 6 alkatrész legyártása maradt a számára. 
Mennyi alkatrészt kellett elkészítenie?

200. * (Ukrcm népi feladat.) 30 pénzérméért 30 madarat vásároltak.
Hány madarat vettek a különbözö fajtákból, ha 3 veréb ára 
1 érme volt, 2 galambért is 1 érmét kellett fizetni és egy 
pacsirtáért 2 érme járt? Minden madárfajból legalább egyet 
vettek.

r  FELKÉSZÜLÉS AZ ÚJ TÉMÁHOZ

201. Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

j) 2^_f7= £ +5 . 3) 0,21* -  0,7* = 0; 5) 25x2 -  36 = 0;

202. A változó mely értékeinél nines értelmezve az alábbi kifejezés:

2) X2 + 6x = 0; 4) jc2 -  16 = 0; 6) x2 + 4 = 0!

2) x~ -
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' .y + 7 y - 2  ’ '  y2 -1  Oy + 25 ’ '  (y +I0)(y - 1 2 )  •

203. Az alábbi kifejezések értéke a változó mely értékénél lesz

9 ’ _ / y  + 2 ’
Frissitsétek fel a 14., 15. pontokban tanultakat (229. és 230. o 1 da 1 )!

NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA

204. A táblára az x + 2 és 2x + 1 többtagıı kifejezéseket írták fel. 
Felírható ezen többtagok összege, külônbsége és szorzata. 
Lehetséges-e, hogy a táblán inegjelenjen a 2x3 + x + 5 többtagıı 
kifejezés?

MAGATÖKAT* % $2. TESZTFEİADAT

12^4 ^ 5

1. Adjátok meg a —7— — 7 szorzatot tort alakban!

A) 3 m~n~

n'° 36 m*

B> 17 C)

2. Végezzétek el az (a+5b)• — 8
a2-25b2

szorzàst!

A) 8(a -  5b)- B) 8(tf + 5b)- C) a + 5b ’

3. Egyszerüsitsétek a b- 6̂ + 9-• y—\  kifejezést!

A) b + 3; B) b -  3; C) b - 3 ’

4. Végezzétek el a kijelölt osztàst: 2£_-l0a2b2 !
b%

_ 9  1.6 -» z J O

A)) b6 , m  -h--
B) 2a9 ’ O  2 r - ,a

D)

D)

D)

D)

8
a -5 b

b + 3

2b'

5. Egyszerüsitsétek a : ,\+ t  kifejezést!

A>
6. Adjátok meg az 

len tört alakban!

y 2 -  2y 4y -  8

B) ■£; C) 12;
n 1 — 3/7 n A - 2 1 n

D) x.

6 4 /7 2 - l  6 4 /î 2 + 1 6 /7  +  1
kifejezést egyszerüsithetet-
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Ellenôrizzétek magatokat! 2. sz. tesztfeladat

8/7 +  1

A )  ( 8 /7 -  l)(/72 + 3 /7  +  9 )  ’ 

8/7 +  1

^  ( 8 / 7 -  l)( /7 2 - 3 / 7  +  9 )  *

8/7 — 1
(8/7 + l)(/72 +3/7 + 9) ’

_____ 8/7 -1_____
'  (8/7 + l)(/72 -3/7 + 9) ‘

7. Végezzétek el a [“ "Tri kifejezés hatvànyra emelését!

* \ 8a8 8a8 ~  16a8
A) ^ ï t ; b ) --¡ït ; c ) — ; D) -1 ^ 1  J b12 '

8. Egyszerüsitsétek az (—!------ !— —  kifejezést!
Va -  6 a + 6/  a + 6

A) ^  ; B) ^  ; C) 6(o -  6); D) 6(o + 6).

9. Mivel egyenlö a 3a- 5
9a2 -2 5  5 - 3ay V3a + 5

30a 5+ •

a bármely megengedett értékérc?

A) 1 ’ B) 2; G) - t ;

kifejezés értéke az

D) -2.

10. Mivel egyenlö az kifejezés értéke, ha 3a -  5b = 0,2 *

X (2a + b)l
A) 4; B) -4 ; C) 3; D) -3.

11. Ismeretes, hogy x+— = 6. Határozzátok meg az x2+A- kifejezés 

értékét!
A) 36; B) 38; C) 34; D) 35.

12. Egyszerüsitsétek az 1+J7  a b2
_a___ 1_
b2 a

kifejezést!

a2 +b2
C)

a2 + b2
a2 - b 2 ’ a b2 {a2 -  b2) ’

a 2 -  b2
D)

a¿>(a2 + 62 )
a + b~ a2 - b 2
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a Ekvivalens (egyenerteku) egyenletek. 
Racionalis egyenletek

Figyeljuk meg az x2 = 4 es \x\ = 2 egyenletekct!
Konnyen belathatjuk, hogy mind a ket egyenletnek ugyanazok a 

gyokei, a 2 es a -2.
Ezekben az esetekben azt mondjuk, hogy az x2 = 4 es \x\ = 2 

egyenletek ckvivalensek (cgyencrtekuek).
Nezziink meg nehany peldat ekvivalens egyenletekre:

—x = 0 es 2x = 0;
2

2x = 4 es 4x -  8 = 0; 
x2 = 1 es (x -  1) (x + 1) = 0.

Vegyiik eszre, hogy az x2 = -5 es \x\ = -3 egyenleteknek nines 
megoldasuk. Ezeket az egyenleteket is egyenertekiieknek tekintjuk.

M e g h a t a r o z a s. Ket egyenlet ekvivalens, ha gyokeik 
azonosak, vagy ha nines megoldasuk.

Az x = 2 ertek az (x -  2) (a* + 1) = 0 es x -  2 = 0 egyenletnek 
is gyoke. Ezek az egyenletek megse ekvivalensek, inert az elso 
egyenletnek meg gyoke a -1 is, mig ez az ertek nem mcgoldasa a 
masodik egyenletnek.

A VII. osztalyban tanultatok mar az egyismeretlenes (egyvaltozos) 
egyenletek tulajdonsagait. Ezeket a tulajdonsagokat az ekvivalens 
egyenletek fogalmaval igy is meghatarozhatjuk:
•  Ha az egyenlet mindket oldalahoz hozzaadjuk vagy mindket olda- 

labol kivonjuk ugyanazt a szamot, akkor az eredeti egyenlettel 
ekvivalens egyenletet kapunk.

•  Ha az egyik tenyezot ellenkezo elojellel atvissziik az egyenlet egyik 
oldalarol a masikra, akkor az eredeti egyenlettel ekvivalens egyen­
letet kapunk.

•  Ha az egyenlet mindket oldalat megszorozzuk vagy elosztjuk 
ugyanazzal a nullaval nem egyenlo szammal, akkor az eredeti 
egyenlettel ekvivalens egyenletet kapunk.
Figyeljtik meg a kovetkezo feladatot: „Egy szemelygepkocsi miutan 

niegtett 180 km-t, a sebesseget 10 km/h-val novelte. igy a maradek
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7. Ekvivalens (egyenértékü) egyenletek. Racionális egyenletek

210 km-es utat ugyanannyi idö alatt tettc meg, mint az út elsö részét. 
Határozzátok meg a személygépkocsi kezdeti sebességét!”

Jelöljük X km/h-val a személygépkocsi kezdeti sebességét, akkor
180az út második részén a sebessége (x + 10) km/h. Az elsö részt —j—

210
óra alatt tette meg, a második részt pedig ° ra a*att‘

180 ?ioA -^-= — [() egyenlet az adott feladat matematikai modellje. Az

egyenlet mindkét oldala racionális kifejezés.

M e g h a t á r o z á s .  Azokat az egyenleteket, melyek 
mindkct oldala racionális kifejezés, r a c i o n á l i s  egyen- 
leteknek nevezzük.

Az elözö meghatározás alapján a feladat megoldása egy racionális 
egyenlet megoldásához vezet.

Megjegyezzük, hogy az egyismeretlenes lineáris egyenlet, vagyis 
az ax = b alakú egyenlet is racionális egyenlet.

Vizsgâljuk meg az — = 0 alakú egyenletet, ahol A és B többtag.
B

Már tudjâtok, hogy a tört értéke csak akkor milla, ha szâm- 
lálója nullával egyenlö, a nevezöje viszont nem. Tehât alıhoz,

hogy megoldjuk az ~  = 0 alakú egyenletet egyszerre két feltételnek

keli teljesülnie: A = 0 és B ^ 0 Ezt az jelenti, ahhoz hogy megoldjunk

egy — = 0 alakú egyenletet, az alâbbi algoritmus szerint járunk el:
B

• megoldjuk az A = 0 egyenletet;
• leellenörizzük, hogy a kapott gyökök megfelelnek-e a B * 0 

kitételnek;
• a megoldásban csak azokat az értékeket tüntetjük fel, melyek 

kielégítették a B * 0 feltételt is.

1. PÉLDA

Oldjuk meg az İ2_lÂ2_Lİl = o egyenletet!
x 2 -  4x + 3
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1 . §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

Megoldás
A bal oldalon lévô tört számlálóját a nullához egyenlítjlik: (x -  I ) x

X (x + l) = 0. Ennek az egyenletnek két gyöke van: az I és a - l .
Ellenörizzük le, hogy a kapott értékek megfelelnek-e az x2 -  4x + 

+ 3 ^ 0  feltételnek.
Ha x = -1 , akkor x2 -  4x + 3 = 8 ^ 0.
Ha x = 1, akkor x2 -  4x + 3 = 0.
Tehát az x = -1 megoldása az egyenletnek, míg az x = 1 nem. 
F e 1 e 1 e t: -1.
Tehát az -̂ - = 0 alakú egyenletek megoldását visszavezetjük az

A = 0 egyenlet megoldására és a B * 0 feltétel leellenorzésére. Ebben
az esetben úgy is szoktak fogalmazni, hogy az — = 0egyenlet ekvivalens

B
az

\A=0,
1 ^ 0

rendszerrel.
Például az (A ~ 0(A + ] \ -  o egyenlet ekvivalens az

x2 -  4x + 3
j(x-lX*+l)=0,
|x 2-4x+3^0

rendszerrel.
Mint ahogy már láttátok, ennek a rendszernek az x = -1 a megol­

dása.
Térjünk vissza az eredeti, a személygépkocsiról szóló feladatunk 

megoldásához.
Rendezziik a

180 210
x x + 10

egyenletet.
Végezzünk ekvivalens átalakításokat:

180 210 _ Q 
x x + 10

Hozzuk közös nevezöre a törteket:
180(x +10) -  21 Ox _  Q .

x(x + 10)
1800-30X _ Q 
x (x+ 10)

Az utolsó egyenlet egyenértékü az alábbi rendszerrel:
Í1800-30x=0,
|x(x+10)^0.
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7. Ekvivalens (egyenerteku) egyenletek. Racionalis egyenletek

Az egyenlet megoldasa 60. Konnyen belathato, hogy ez az ertek 
kielegiti az x (x + 10) ^ 0 feltetelt.

F e 1 e 1 e t: 60 km/h.
Ismeretes, hogy barmely racionalis kifejezes felirhato tort alakban, 

ezert barmilyen racionalis egyenlet is megadhato -̂ - = 0 alakban. Ezt 
180 210alkalmaztuk a —  = ——  egyenlet megoldasanal.
.x x +10

2, p £lda

Oldjuk meg a — iA +—J—  = —̂ — egyenletet!
6x + 3 4.v2 -1  2.x -1

Me go l das
Rendezziik az egyenletet:

3x + 5 | ______1_________ x___ q .
3(2x + l) + (2x - l X 2x + l) 2a -  1 _ ’

__________ =0
3(2*+1X2*-1)

A kapott egyenlet ekvivalens az alabbi rendszerrel:
4x-2=0,

• x*0,5, 
x^-0,5.

Vagyis
x=0,5,

• x^0,5, 
x^-0,5.

Tehat az adott egyenletnek nines megoldasa.
F e 1 e I e t: nines megoldas.

3, p6 loa

Oldjuk meg a ———̂ —— -  * -  0 egyenletet!

Megoldas
Hozzuk kozos nevezore a bal oldalt:

2x-2 -  4x -16 -  x2 + 4x _  n .
I 5x -  4

A -  4
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1. §. RACIONÂLIS KIFEJEZESEK

A kapott egyenlet ekvivalens az alâbbi rendszerrel:
[a2 -  16 = 0,
\x  -  4 * 0.

Telıât
fx  = 4 vagy a = -4 ,
{a *4.

x = -4 .
F e l e l e t: -4 .

4. PELDA
Egy tıırista csönakkal a folyon lefele 3 km-t tett meg, felfele pedig 

2 km-t, összesen 30 pere alatt. Hatârozzıık mega csöııak sebesseget 
âllövizben, ha a folyo sebessege 2 km/h!

Megoldâs
Jelöljük a csönak sebesseget âllövizben x km/h-val. Akkor a csönak 

sebessege a vizfolyâs irânyâban (a + 2) km/h, a \izfolyâssal szemben

pedig (x -  2) km/h. A turista 3 km-t tett meg a folyon lefele

2ora alatt, felfele pedig 2 km-t —-  ora alatt. Mi/el az egesz utat 30

pere = ^  ora alatt tette meg, ezert ——  + ——  = —.
1 2 ö ’ x + 2 x - 2  2

Megoldjuk a kapott egyenletet:

x + 2 x - 2  2 ’
3 x - 6  + 2x + 4 1 _ q

x 2 - 4  ~ 2 ~  ’

10x -  4 -  x 2 + 4 A 
2 p ' - 4 )  = ’

i 1 0a' -  a2 = 0, 
[2(a2 - 4 ) * 0 ;

a( 1 0 - a) = 0,
< A & 2, 

a ^ - 2 ;
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X = O vagy X = 10.
Az a* = 0 nem felel meg a feladat feltétcleinek, ezért a csónak 

sebessége állóvízben 10 km/h.
F e 1 e 1 e t: 10 km/h.

1. Mely egyenleteket nevezzük ekvivalenseknek?
2. Az adott egyenlet mely átalakításaival kaphatunk az adottal 

ekvivalens egyenletet?
3. Milyen egyenleteket nevezünk racionâlisaknak?
4. Fogalmazzátok meg két tört egyenlôségének feltételét!

5. Mondjátok el az — = 0 alakú egyenlet, ahoi A és B többtag, 
B

megoldásának algoritmusát!

205.° Ekvivalensek-e az alábbi egyenletek:
l) a + 2 = 10 és 3a = 24;

-6  és - a = 1 ;J2) - 2 a

3) a -  5 = 0 és a(a -  5) = 0;
4) (3a -  12) (a + 2) = 0 és (0,4 -  0,1a) (7a + 14) = 0;

5) A = o és a2 = -4 ;
■X

6) a + 1 = 1 + a és = 1 ?

206. ° Adjátok meg az alábbi egyenlctekkel egyenértékü egyenletet:
1) 2a -  3 = 4; 2) |a| = 1; 3) a + 6 = a -  2!

207. ° Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

O

2)

3)

4)

5)

6)

a - 6  
a - 4
X -2

a2- 4  
a2- 4  
A -  2

2 ^  = 1 
a - 2
2a2+ 18 

a2 + 9 
a 2a -  9

a -  5 a -  5

= 0 ;

= 0-5

=  0 :

= 2

7) 2 £ z Z _ £ z 2  = 0 ;
A + 1 A + 1

2a + 16 1 -  3a _  Q

=  0

9)

10) 

11) 

12)

a +3 a +3
2 1 n .+---- = 0 ,

A -l  A +1
3 4

A -  2 A + 3 ’

—̂ 7=2 ;a-6
a - 4  2a +1
a - J 2a-1 ’
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1. §. racionAlis kifejezesek

13 )

14)

a + 8
x-2 = 0 ; 15) 3 - 2x2 -  5a 

x2 -  3 a
= 0 !

2x x~ + 15.x = 0 ;
a-5 x2 -  25

208.° Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:

1)

2)

x2 - 1
.x2 -  2x + l 
x2 -  2a +1

= 0;

= 0 ;

6) i£ ^ l_ l£ ± I  + £ ± i  = 0;

7)

A
36

a + 6 x~ + 6a
= 0 ;

 ̂̂  a + 7 2 a — 3  q

4)

A -7 A-7
1 0 -3a 5a + 6------- H--------
A + 8 A + 8

8) ,2a~ + 3a + 1 _ x =

= 0 ;

5) £ z 6 _ £ ^ 8 = 0 ;A -  2 A

9)

15

2a +1 
4 4 = 1 IA -  1 A + 1

209.° Milyen szamot kell kivonni a — tort szamlalojabol es neve-19
2

zojebol, bogy a kapott tort erteke legyen?
25210. ° Milyen szamot kell hozzaadni a — tort szamlalojahoz es

nevezojehez, bogy a kapott tort erteke — legyen?
211. * Adjatok meg olyan ekvivalens egyenlet-parokat, melyeknek:

1) egy gyokiik van; 3) vegtelen sok megoldasuk van;
2) ket gydkiik van; 4) nines megoldasuk!

212. * Oldjatok meg az alabbi egyenleteket:
. N 5 2a o1) —----+---- r  = 2

r  -  4 a + 2

2)
30a + 9

6a + l 6a -  1 36a2 - 1 ’
-j x 6a +14 7 6
3 ) - n + ~ “ ,  = -----a'  -  9 a + 3a a -  3
.. 2 y2 +5 y + 1 44) —----^  + ̂ ---- = ------:I -V y - l  y +l

2a- 1 2a + 1 | 4
 ̂/

6} 7-

2a + 1 2a-1 I-4a2 ’
7 4 3

(a + 2)(a -  3) (a -  3)2 (a + 2)2 
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7. Ekvivalens (egyenerteku) egyenletek. Racionâlis egyenletek

7)

8)

2x -1  3.x -1  6x + 64
x + 4 
2x-6

4 - x  x2 
x - 3

-16
x -

+ 4;

= 0 !
.v2 -  36 .v2 -  6x x2 + 6.v

213.* Oldjâtok meg az alâbbi egyenleteket:

D

2)

3)

x - 2 5 x2 + 27 .
4)

2x2 -  2x ( 6 x + 2 .
x +1 l - x "  x2 -1 ’ x2 — 4 x + 2 x - 2  ’
3.x+ 1 3x-1 6

5)
7 ( x + l x + 4

3 .x -1 3x + l 1 -  9x2 ’ x2 + 2x x2 -  2x x2 -  4 ’
4 1------- 1---

x - 3  x x - 2 6)
x2 -  9x + 50 

x2 -  5x
x + \ | X~5 (
x — 5

214. * Egy motorcsönak 8 km-es utat tett meg a folyon lefele, nıajd
megâllâs nelkül visszafordıılt. Az egesz utat 54 pere alatt tette 
meg. Hatârozzâtok meg a folyo sebesseget, ha a csönak 
sebessege âllövizben 18 km/h!

215. * Egy gözös 28 km-t tett meg a folyon a vizfolyâssal szemben,
majd megâllâs nelkül visszafordıılt. Visszafele az üt 4 perccel 
rövidebb ideig tartott. Hatârozzâtok meg a gözös sebesseget 
âllövizben, ha a folyo sebessege 1 km/h!

216. * Egy csönak 2 ora alatt 6 km-t tett meg a vizfolyâssal szemben
es 12 km-t a vizfolyâs irânyâba. Hatârozzâtok meg a csönak 
sebesseget âllövizben, ha a folyo sebessege 3 km/h!

217. ** Oldjâtok meg az alâbbi egyenleteket: 
x + 5 x -  5 x + 25

O

2)

2x2 + 10jc 2.x2 - 5 0 ’ 
1 3

.x- -  5.x
2____________________ .

x2 - 9  2.x2 -  12.x + 18 2.x2 + 6.x’
9.x +12 1 1 (

^  x3 -6 4  jc- 4 .v2 + 4.x +16 
218.** Oldjâtok meg a következö egyenleteket:

4 v + 24 v + 3 y -  31) —t-----+ ̂ -------=-4-------

2)

5y“ -4 5  5ŷ _ — 15 v y ' + 3 y ’
y + 2 1 y +3

8y3 + 1 4y + 2 8y2 -  4y + 2 -
219.* Oldjâtok meg az alâbbi egyenleteket! Vegyetek figyelembe az 

a parameter lehetseges ertekeit!
3) d l - aL o ;

.x -  3O =0;
x - a 3)

2) x ~ a = 0 ;  
x + 5 4) x -  7
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1. §. RACIONÄLIS KIFEJEZESEK

5) (* -4X*+.?)=0;
x - a

220.* Az a mely ertekeire nincs az

6) (*-4)(* + 2) 
x  + a

=  0 .

x  - 4
= 0 egyenletnek gyöke?

221.* Az a mely ertekeire van az ——^ —^ -  = 0 egyenletnek egy* + 9
gyöke?

I ISMETLÖ FELADATOK

222. Ev vegere egy väros lakossäga 72 000 lett. Mennyi volt a 
lakossäg ev elejen, ha 3%-os volt a nepszaporulat?

223. Ket ällomäs között az utat egy vonat 45 perc alatt teszi meg. 
Ha a vonat növelne sebesseget 10 km/h-val, akkor 40 perc is 
eleg leime. Milyen tävol van a ket ällomäs egymästöl?

224. Igazoljätok, hogy a vältozö bärmely ertevel az aläbbi kifejezesek 
csak nemnegativ erteket vesznek fei:
1) (a -  5)2 -  2(a -  5) + 1;
2) (a -  b) (a -  b -  8) + 16!

225. Hatärozzätok meg az f{x) = 3x -  7 fiiggveny helyettesitesi 

erteket, ha 1) x = -3-mal; 2) x = 2^--dal! Az argumentum 

mely ertekenel lesz a fiiggveny erteke 0,2?

I FELKESZÜLES AZ ÜJ TEMÄHOZ

226. Szämitsätok ki a következö kifejezesek erteket:

1) 43 + 34; 3)

2) (-8)J -  ( - I )12; 4) (2,8-3,l)’ - ( - l | ) 2!

227. Szämitäsok nelkül hasonlitsd össze az aläbbi kifejezeseket:
1) (—5,7)2 es 0; 3) (-23)5 es (-2)4;
2) 0 es (— 6,9)3; 4) -8 8 es (-8)8!

228. Adjätok meg:
1) a 4; 8; 16; 32; 64 2-es alapu hatväny alakjät;

2) a 100, 1000, 10 000, 1 000 000 10-es alapii hatväny alakjät!
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8. Negativ egesz kitevös hatvâny

229. Szâmitsâtok ki:

1) a 18<72 kifejezes erteket, ha a = —

2) a (18z/)2 kifejezes erteket, ha a = ~—;

3) a 16 + bA kifejezes erteket, ha b = -2;
4) a (16 + b)A kifejezes erteket, ha b = -2!

Frissitsetek fel a 3. pontban tanultakat (225. oldal)!

^  NEM HAGYONIÂNYOS MÖDSZEREK HASZNÂLATA
230. Letezik-e olyan termeszetes szâm, amelyet ha 2-vel szorzunk 

a termeszetes szâm negyzetet, ha hârommal, akkor a ter­
meszetes szâm köbet kapjuk?

Negativ egesz kitevös hatvâny
Gyakran a nagy szânıok felirâsa helyett egy rövidebb alakot 

hasznâlnak, a termeszetes kitevös hatvânyt. Peldâul
129 140 163 = 317,
282 475 249 = 7 10.

A tudomânyban es a gyakorlatban a nagy szâmok felirâsâra a 10 
különbözö hatvânyait alkalmazzâk.

Peldâul a Föld es a Sarkcsillag között a tâvolsâg megközelitöleg 
4 470 000 000 000 000 km vagy 4,47 • 1015 km.

A Nap tömege
1 990 000 000 000 000 000 000 000 000 000 kg vagy 

1,99 • 1030 kg.
Ezeket az adatokat a makrovilâgböl vettük, vagy is a nagyon nagy 

fizikai mennyisegek vilâgâböl.
Lâssunk nehâny peldât a mikrovilâgböl, vagyis a nagyon kis fizikai 

mennyisegek vilâgâböl.
A hidrogenatom tömege

0,000000000000000000000000001661 kg.
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1. §. RACIONÄLIS KIFEJEZESEK

Az oxigenatom ätmeröje 0,0000000066 cm.
Ezeket a mennyisegeket is fei lebet irnilO hatvänyai segitsegevel.

0,000000000000000000000000001661 kg = ^  kg,

0,0000000066 cm = M  cm.
109

Ha elfogadjuk az - 5̂7 es az -^r törtek jelölesere a 10~27 es
10"l) jelölest, akkor az adott mennyisegeket ügynevezett „egyszintes” 
alakban is felirhatjuk:

= 1,661 -IO“27, M  = 6 6 .10-̂
1027 ’ I09

Hasonlökeppen elfogadhatjuk, hogy _Lrr5-2, —L_ = ( - 3)-55
5: (~3)5

M e g h a t ä r o z ä s .  Bärmely nulläval, ncm egyenlö a 
szämra es termeszetes //-re

A meghatärozäs ertelmeben 2 3=-4- = - ,  (-4)"“=—!— = — ,
6 23 8 ' 7 (_4)2 16

16, (0,3)"' 1 ^ 10
0,3 ~ 3 '

Tehät bärmely szäm bärmilyen nullätöl különbözö egesz hatvänyra 
emelhetö. Jegyezzük meg ezt a következtetest!

M e g h a t ä r o z ä s .  Bärmely, nulläval ncm egyenlö a 
szäm nulla kitevös hatvänya 1-gyel egyenlö: a° = 1.

Peldäul 5° = 1, (-17)° = 1, = 1, tt° = 1.

M e g j  e g y z e s .  A nulla alapra nem terjeszthetö ki a nulla, 
illetve a negativ kitevös hatväny fogalma, tehät 0” hatväny nem 
ertelmezhetö, ha n nulla vagy negativ egesz szäm.

A felsorolt meghatärozäsok alapjän, bärmely a * 0 es egesz /7-re 
a" es a"  reciprok ertekü szämok. Ezert az

egyenlöseg bärmely egesz /7-re teljestil.
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8. Negativ egész kitevös hatvány

Például, ha n = -2, akkor a2 = .
a

A tudományos irodalomban az alábbi adatokkal találkozhatsz.
A Vénusz bolygó tömege 4,9 • 1 024 kg. A Mars tömege 6,423 x 

X 102' kg. A Hold felszíne 3,8 • 107 km2.
A szövegben szereplö adatok úgynevezett normálalakban varmak 

feltüntetve.
M e g h a t á r o z á s .  Egy szám n o r m á l a l a k -  

j á n a k nevezzük az a • 10" szorzatot, ahol 1 < a < 10 és // 
természetes szám.

A szám normálalakjában az n számot, a 10 hatványkitevojét 
karakterisztikának nevezzük. Például a Nap kg-ban kifejezett 
tomegének karakter i sztikáj a 30, a hidrogénatom kg-ban kifejezett 
tomegének pedig -27.

Bármely pozitív számot megadhatunk normálalakban. Például: 
171,25 = 1,7125 • 102; 0,00958 = 9,58 • 10“3 * * *. A gyakorlatban a szám 
normálalakját ¡gen kis és igen nagy számok esetén használják. Ebben 
az esetben a karakterisztika utal a szám nagyságára.

1 , RİIDA

Határozzuk meg az alábbi kifejezések értékét:

2) 1,2-2; 3) 3-3 • 15 + 6-2 • 8 -  4,3°.

Megoldás

7

Általánosan, ha a * 0 és b * 0, akkor a V 1 b
b )  a

3) 3-J-l5 + 6-! -8-4,3°=-!r 15 + - L 8 - l  =I3 ¿2

2
9
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

2. PÉLDA
Adjátok meg az (a -  b)~1 2 (c i2 -  b~2) kifejezést tört alakban!

Me go Idcis

1. Mivel egyenlö bármely nullával nem egyenlö a-ra és természetes 
n-re az a" kifejezés?

2. Mivel egyenlö egy nullától különbözö szám nulla hatványa?
3. Mi a szám normálalakja?
4. Milyen határok kôzé kell esnie az a számnak ahhoz, hogy az 

a ■ 10" szorzat egy szám normálalakja legyen? n természetes 
szám.

5. Hogyan nevezzük az n számot egy szám normálalakjában?

231.° Az alábbi kifejezések közül melyikkel egyenlö az cfb hatvány:

234.° írjátok fei a törtet egész kitevös hatvány alakjában vagy hat- 
ványok szorzataként:

( a - b ) 2 v a2 b2 5 ) (a - b ) 2 crb2 
1 (b -  a)(b + a) _ b + a _ b + a

1 (  I \ \  1 b -  o

(b - a ) 2 crb2 a2b2( b - a )  crb ' -c ^b2

3. PÉLDA
írjuk fel az alábbi számok normálalakját:
1) 564 000 000; 2) 0,0036!

Megoldás
1) 564 000 000 = 5,64 • 100 000 000 = 5,64 • 108.

2) 0,0036 = 3,6 • 0,001 = 3,6—  = 3,6 • -L  = 3,6 • 10-3.' ’ ’ ’ ’ mnn in̂1000 io;

9

232.° Adjátok meg az alábbi hatványokat tört alakban:
1) 3-8; 3) fl-9; 5) J2”1; 7) (o -  b)~2;
2) 5“6; 4) ct2-, 6) 8) (2x -  3y)'4!

233.° Helyettesítsd a következö hatványokat törttel:
1) M“4; 2) p-20; 3) (/;? + 4) (4c -  5J)"10!
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8. Negativ egész kitevös hatvány

(a + bf .
( c - d f  ’

(-ï-v)2 ,
x + y

235.° írjátok fei a törtet egész kitevös hatvány alakjában vagy hat- 
ványok szorzataként:

D 7 7 ; 3> c ’ 5) - •; h ’ 7)

4) f f ;
**

6) 8)

1) 11' 2) 3) — • 4) —  •
V  y ’ '  nb ’

(2x -  jy)’

5> F7 7 !
236. ° írjátok fei az 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 7 ; 37; ¿j" "et

olyan hatványalakban melynek, az alapja: 1) 2; 2) ^  !
237. ° Adjátok meg az alábbi törteket olyan hatványként, melynek az

alapja egyjegyü szám:

1) 2) 777 > 3) 4) —  ! ’ 1284 9 ’ 216’ 625 ’
238. ° írjátok fel az alábbi számokat 10 hatványaként:

1)0,1; 2)0,01; 3) 0,0001; 4) 0,000001!

239. ° írjátok fel az 1; 3; 9; 27; 81; ÿ; ^--et °lyan hatványként,

melynek az alapja: 1) 3; 2) y !
240. ° Számítsátok ki:

1) 5"2; 3) (-9)-2; 5) r 24; 7) (-1)-17; 9)

2) 2-4; 4) 0,2"3;
241.° Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

6) ( - 1)-16; 8) [ j 10) | - 1¿

1) 20 -2. 3) (-6)-3;
/ \-2

5)

6) 1 32) 0,3-'; 4) [ f j  ;
242. ° Számítsátok ki az alábbi kifejezések értékét:

1) 3_1 -  4"'; 4) 9 • 0,1-';
2) 2"3 + 6~2; 5) 0,5~2 • 4"1;

3) ( |J '+ ( -2 ,3 r - 5 -2; 6) (2 '1 -  8'1 ■ 16)-'!

243. ° Mivel egyenlö a következö kifejezések értéke:
1) 2-2 + 2-‘; 2) 3"2 -  6"';



1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

3) 0,03° + 0,7°; 4) (9 • 3"3 -  12'1)-1?
244. ° Az alábbi szorzatok közül melyik egy szám normálalakja:

1) 12 • 104; 2) 1,2 • 104; 3) 0,12 • 104?
245. ° Irjátok le a következö számok normálalakját, nevezzétek meg

a karakterisztikáját:
1) 3400; 4) 0,000008; 7) 0,86 • 103;
2 )  15; 5)0,73; 8) 0,23 • 104;
3) 0,0046; 6) 250 • 102; 9) 9300 • 105!

246. ° Az alábbi adatokat irjátok le normálalakban:
1) vákuumban a fény sebessége 300 000 km/s;
2) Ukrajna legmagasabb csúcsa, a Hoverla 2061 m;
3) Ukrajna teriilete 603 700 km2;
4) a Fold és a Nap átlagos távolsága 149,6 m i 11 i ó km;
5) 100 km magasságban a légnyomás 0,032 Pa;
6) egy vízmolekula átméroje 0,00000028 mm!

247. ° Irjátok le a következö számok normálalakját, nevezzétek meg
a karakterisztikáját:
1) 45 000; 4) 0,032;
2) 260; 5) 0,059 • 108;
3) 0,00024; 6) 526 • 104!

248. ° Adjátok meg az alábbi normálalakú számok természetes szám-
alakját vagy tizedes tört alakját:
1) 1,6 • 103; 3) 2,1 • 10"2;
2) 5,7 • 106; 4) 1,1 • 10“5!

249. ° Adjátok meg az alábbi normálalakú számok természetes szám-
alakját vagy tizedes tört alakját:
1) 2,4 • 102; 2) 4,8 • 105; 3) 1,4 • 10"3; 4) 8,6 • 10 4!

250. * Igazoljátok, hogy = {~) '

251. “ Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét:

1) (--j 'j ' 10~' + 9“-(-2 )"+ ^ ! J 2• (-1.5)'1 ;

2) (2,5)-2-(85)”+ ( l |)" J+0,|-'!
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8. Negativ egész kitevös hatvány

252.* Rendezzétek a következö számokat csökkenö sorrendbe:

253.* Rendezzétek a következö számokat növekvö sorrendbe:

254.* Hasonlítsátok össze a következö kifejezések értékét:

256.* Adjátok meg tört alakban a következö kifejezéseket:
1) ab~1 + a~'b;
2) 3a-' + ab~2\
3) m2n2 {nf3 -  n~3);
4) (a + by' ■ (a~' + b~')\
5) (cf2 -  d~2) : (c + d);

258. * Egy kétjegyü természetes szám hatvânykitevöje 4. Mennyi e
szám normálalakban felírt karakterisztikája?

259. * Egy természetes szám hét számjegybol áll. Mennyi e szám
normálalakban felírt karakterisztikája?

260. * Melyik szám nagyobb:
1) 9,7 • 10" vagy 1,2 • 1012; 3) 2,34 • 106 vagy 0,23 ■ 107 *;
2) 3,6 • IO' 5 vagy 4,8 • 10'6; 4) 42,7 • 10'9 vagy 0,072 • 10'7?

1) 12° és ( -6)°;
2) 0,23 és 0,2-3;

4) 3-' • T ' és 21“';
5) 5"' -  T ' és 2-';

255.* Melyik kifejezés értéke nagyobb:
1) 3"2 és (-3)°;
2) 3_1 + 2~' és 5"';

257.* írjátok fel az alábbi kifejezések tört alakját:
1) a-2 + a~3;
2) nur4 + n f4n;

3) (c -  ct') • (c -  d)~2;
4) (X“2 + y'2) ■ (X2 + y2)-1!
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1. §. RACIONÄLIS KIFEJEZÉSEK

261. *Melyik szäm kisebb:
1) 6,1 • IO19 vagy 6,15 • IO18; 2) 1,5 • 10~9 vagy 0,9 • IO'8?

262. * A tâblâzat a Nap és a Naprendszer bolygöi közötti tâvolsâgokat
tartalmazza.

A bolygô neve Tâvolsâg, km
Vénusz 1,082 108

Fold 1,495 108
Mars 2,280 108

Merkur 5,790 107
Neptunusz 4,497 109
Szaturnusz 1,427 109

Urânusz 2,871 109
Jupiter 7,781 108

1) Melyik bolygö van a legközelebb, illetve a leginesszebb a 
Naptöl?

2) A Szaturnusz vagy a Mars van messzebb a Naptöl?
3) Készitsetek olyan tâblâzatot, ahoi a bal oszlopban a bolygök 

nevét tüntetitek fel a Naptöl mért tâvolsâguk növekvö 
sorrendjében, a jobb oszlopban pedig a tâvolsâgot mili io km- 
ben!

263.* Az alâbbi tâblâzat néhâny kémia elem atomtômegét tartal- 
mazza.

Kémiai elem Atomtömeg,
kg

Kémiai
elem

Atomtömeg,
kg

Nitrogén 2,32 • 10-26 Arany 3,27 • 10 25
Aluminium 4,48 • 10-26 Réz 1,05 • IO“25
Hidrogén 1,6 6 - 10-27 Nâtrium 3,81 • IO“26
Hélium 6,64 • IO"27 Ôn 1,97 • IO"25

Vas 9,28 • 10’ 26 Urân 3,95 • 10~25

1) A tâblâzatban felttintetett kémiai elemek közül melyik atom- 
tömege a legkisebb; legnagyobb?

2) A nâtrium vagy a réz atomtömege több?
3) Készits tâblâzatot, melyben a kémiai elemeket atomtömegük 

csôkkenésében tünteted fel!
264.*A következö tâblâzat a Fold âsvânykincs-készleteit tartalmazza.
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8. Negativ egész kitevös hatvány

Anyagnév Készlet, t Anyagnév Készlet, t
Aluminium 1,1 • 10° Nikkel 6,8 • 107

Volfram 1,3 • 106 On 4,76 • 106
Vas 8,8 • 10'° Higany 1,15 • 105

Arany 1,1 • 104 Foszfât 00 c>_ O

Mangân 6,35 • 108 Krôm 4,4- 109
Réz 2,8 • 109 Cink 1,12 • 108

1) Melyik ásványi anyagból legtöbb; legkevesebb a Fold tar- 
taléka?

2) Nikkelböl vagy cinkböl van-e több a Földön?
3) Készítsetek táblázatot az ásványkincs-készlet csôkkenése 

szerint!

I ISMÉTLÔ FELADATOK

265. Egy vastömb tömege 16 kg. Legalâbb hâny darab ilyen vas- 
töınbre van sziikség 41 db 12 kg-os alkatrész legyârtâsâhoz?

266. Egy vârosnak jelenleg 88 200 polgâra van. Hâny lakosa volt 
ennek a vârosnak 2 évvel ezelött, ha lakossâga évente 5%-kal 
gyarapodott?

267. Dénes otthonröl a sportpâlyâra gyalog szokott jârni, 4 km/h-s 
sebességgel. Ha kerékpârra! megy, akkor 20 perccel hamarabb 
ér oda. M i İyen messze van Dénes hâzâtöl a pâlya, ha sebessége 
kerékpârral 12 km/h?

268. Egyszerüsitsétek a
2a2 + 2 a + 1 | 3a -  3 
a2 -  1 o — 1 2a + 2

kifejezést!
269. Igaz-e, hogy bârmely természetes n-re az (5/7 + 6,5)2 -  (27/ + 

+ 0,5)2 kifejezés 42 többszöröse?

I FELKÉSZÜLÉS AZ ÚJ TÉ1VIÁHOZ

270. Adjátok meg az alábbi kifejezéseket aalapii hatvány alakjâban: 

1) a1 • a5; 2) a1 : a5; 3) (a1)5; 4) M__£İ !
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1 . §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

271. Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:

272. Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

Frissítsétek fe I a 4. poní tartalmát (225. oIda 1)!

P, NENI HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA
273. Egy épületben csak olyan házaspárok laknak, akiknek kiskorú 

gyermekeik vannak. Minden fiúnak van leánytestvére és a fiúk 
többen vannak. Lakhat-e ebben a házban több felnött, mint 
gyerek?

7. osztályban már tanultátok a valós számok természetes kitevöjü 
hatványainak tulajdonságait. Ezek a tulajdonságok érvényesek az egész 
kitevöjü hatványokra is.

Bármely tetszó'leges, a * 0 valós számra és bármely egész n 
és m számra igazak a következö azonosságok:

Bármely tetszöleges, a ^ 0 és b ^ 0 valós számra és bármely 
egész n számra igaz a következö azonossáig:

Az (1) azonosság a hatványozás alaptulajdonságát fejezi ki. 
Bizonyítsátok be!

Természetes hatványkitevore ezt az azonosságot a 7. osztályban 
már igazoltuk.

Vizsgáljuk meg azt az esetet, ha az m én az n számok negativ 
egészek.

Ha az m és az n számok negativ egészek, akkor a -m  és -n  
számok természetesek. Vagyis a~m • a~" = a~m+(~n) = a m~n\

( 1)
(2)

(ab)n = a"b\ (3)

Tehát a"'-a" = = aa-III aa • a a a
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9. Az egész kitevöjü hatvány tulajdonságai

A teljes bizonyításhoz még azokat az eseteket is figyelembe keli 
venni, amikor az egyik hatvânykitevö, vagy az m vagy az n pozitiv, 
míg a mâsik kitevö negativ; vagy mind a két kitevö nulla. Ezeknek az 
eseteknek a vizsgálatát végezzétek el onállóan.

A (2) és (3) azonosság igazolása az elözöhöz hasonló.
Az alapazonosságból következik az alábbi fontos azonosság: bár­

mely tetszöleges, a ^ 0 valós számrci és bármely egész n és m 
szántra következö egyenlôség azonosság:

A (2) és (3) azonosságok alapján fölirhatjuk a következö azo- 
nosságot: bármely tetszöleges, a ^ 0 és b ^ 0 valós számra és 
bármely egész n számra igaz a következö azonosság:

Könnyen belátható, liogy ={a-b~')' = a" -(p ')" -a" -b b"
Az (1) -  (5) azonosságokat az egész kitevöjü hatvány alaptulaj- 

donságainak nevezzlik.
1. PÉLDA

írjuk fel hatvány alakban a következö kifejezéseket:

1) A hatványozás alaptulajdonsága alapján:
a"14 ■ a 12 = ¿r14+12 = a~2.

2) Az am : a" = a"-" alkalmazva:
a~5 : a"9 = a~5~{~9) = a~5+9 = a4.

3) Alkalmazva a hatvány hatványozására (2) és az azonos alapú 
hatványok szorzására és osztására ((1), (4)) érvényes azonos­
ságokat azt kapjuk, hogy:

(4)
m

Valóban, a"’ : a" = —na'
— a"< . — am+(-n) _ am+n

(5)

2) a 5 : a 9\ 
Megoldás

3) (a“4) 2 • a 1 : a6\

1) ( S 'Y  : (5-7)-3; 2) 16~9 • 812;
-5
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

Me gol das
1) A hatványozás alaptulajdonságait alkalmazva:

(5-5)"1: (5-7)'3 = 5:0: 5!l = 5 -'=  i .
2) Felírva a 16-ot és a 8-at 2 hatványaként azt kapjuk, hogy: 

16;9 • 812 = (24)'9 • (23)12 = 2"36 • 236 = 2° = 1.
3) A tört hatványozása alapján (5. azonosság) felírhatjuk, hogy:

3. PÉLDA

Egyszerüsítsük a következö kifejezéseket: 1) 0,6nfn  6 y/w V  ;

2) {a'1 + 9) {a'2 -  4) -  (a~2 + 6) (a~2 -  6)!
Megoldás

1) 0,6m2n~6 • ÿm~*n3 = 0̂,6 ■ y) • {nr • m”4)- • w’)=

= 0,2 m~2n~\
2) (z/-2 + 9) (a“2 -  4) -  (a“2 + 6) (¿/-2 -  6) =

= a-4 -  4a~2 + 9«-2 -  36 -  a 4 + 36 = 5a'2.
4. PÉLDA

Végezzük el a (3,4 • 1014) • (7 • 10-8) szorzást, és írjuk fel az 
eredményt normálalakban!

Megoldás
(3,4 • 10'4) • (7 • IO"8) = (3,4 • 7) • (1014 • 10'8) = 23,8 • 106 =

= 2,38 • 10 • 106 = 2,38 • 107.
9 ------------------------------------------------------------------------------------ -
* Soroljátok fel az egész kitevöjü hatvány tulajdonságait!

274.° Adjátok meg a következö kifejezéseket hatványalakban vagy 
hatványok szorzataként:
1) a' a \ 2) o’ • o“8; 
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275.° Adjátok meg a következö kifejezéseket hatványalakban vagy 
hatványok szorzataként:

2) a4 : a1;

276.° Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét:

1) 95 • 9"7; 4) 2-9 • 2"12 : 2-22; 7) 3 - { } J

2) IO’ 8 • 1012; 5) (174)-12 ■ (17-6)-8; 8) - l i l i

3) 3"18 : 321; 6) ■
J (ó-7)2 - ó"3

Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét:

1) 6"9 • 66; 3) 5-7 : 5-0 • 53; 5) 0 ,8 - (l

2) 7"16 : 7"18; 4) £ L Í £ l .
4) (4-y ’

6) 11 ¡ !2 22"2
Egyszeríísítsétek a következö kifejezéseket:
1) 3cf3 ■ 4a'4; 7) (c -6J 2)-7;

10¿T5 ’
3) (2c-6)4,
4) n f2n • mn 2;

5) abe 1

kp*

ab ‘c;

6) . 4 4k p

8) ja -3b-6. ^ b 4;
9) 0,2c~3d 5 • 1,5c-2d~5-
10) 4x8 • ( -3x~yy2-
m  13m-‘° 27 n

2 12/T8 26/h2 ’
18p-6*2 . 1 5 r2

7 p6 •
279.° Egyszeríísítsétek a következö kifejezéseket:

3,6 a2b1) 2a~5b2 • 3a~2b 5-

2)

3) 0.9í/ V 3 ’

.-6l84) 0,8a'6¿>8 • 5fl'°Zr8;
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

5)
25.V-3 y 4
y  4 5x 7 ’

6) 28cV ”2 • (2cd-'Y2\

280/ Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét: 
1) 8“3 • 27; 5) 25-" : (0,2'3)-2;

(-36)-3 -68
2) 27~2 : 9-4; 6) _ 5 , ,

3) 100'2 : 1000”5 • 0,016; 7)

216-5 •(- 6)1 
6” '°

4)

8I"M6'
145 -2”78) '
28”2 •78 '

281.* Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét: 
1) 9~4 • 272; 4) 8”2 : 0,54;

226 • 2”82) 32 : 64 ; 5) 44”

6) ISLlfLi
3 O”6

282.* Végezzétek el a kijelölt mííveleteket! Az eredményt írjátok fel 
olyan kifejezésként, melyben nines negativ hatvânykitevö:

1) -2,4 -a"4* 3 • (-2a-V 5)-3; 4) { - j c r b - 'Ÿ  ;

2) (-10.V-V8)'2 • (0,-lyz-)-2; 5)-4\-2.
-3 \  -

5*'
• 49/77 6/74 •

3) 6) ( jp - )  ( lô ^ V f !

283.* Végezzétek el a kijelölt mííveleteket! Az eredményt írjátok fel 
olyan kifejezésként, melyben nines negativ hatvânykitevö:

-3
1) 3,6a~*b4 • (-3 a'3b'7),-3a-7\-2. 3)

5/??”
6n~

•125/77-'V

2) l l r V  . ( l l j r 'y 3) '’ ; 4) ( ^ f  • M-J* !

284. * Emeljétek ki a zárójel elé az a-t, az adott kitevök köziil a
legkisebbiken:
1) a3 -  2a4; 2) a~3 -  2a"4; 3) a3 -  2tf”4!

285. * Emeljétek ki a zárójel elé a b-1 az adott kitevök közül a
legkisebbiken:
1) b3 + 3Z>2; 2) Zr3 -F 3Zr2;
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9. Az egész kitevöjü hatvány tulajdonságai

286.* Alakítsátok szorzattá az alábbi kifejezéseket:
1) #-2 -  4; 4) #"3 + 6"3;
2) #"46"6 -  1; 5) ni'4 -  6n f2p
3) 2 5 x - y 2 -  z“2; 6) #-8 -  49#"2!
Alakítsátok szorzattá az alábbi kifejezéseket:
1) -  25; 3) #-'° + 8#-56
2) n f6 -  8;?-3; ' 4) a 4 -  #"2!

„-2.

288. * Igazoljátok az alábbi azonosságot:
a 8 -  6"8 = (#"' -  b~x) (,#"' + 6"') (#"2 + b~2) (a + b”4)!

289. * Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:
1) (a-4 + 3) ( a 4 -  3) -  (a 4 + 2)2;

2)

3)
2.x-2 + 3r2

3x-2 -3 x~ xy - x x~x- y ~ x

4)
290.* Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket: 

1) O"2 -  l )2 -  (x~2 -  4) (X-2 + 4); 
a '2 - \0 a ~ xb~x + 256"22)

3)

4)

o 1 -  5b'
_ _2 -2  5/77 +/7

4m-3 +4m_ln" 

b-'+3c-'

m

be
C- ¿ +3b~'c-¿

291. * Határozzátok meg az alábbi számok karakterisztikáját, ha az #
szám karakterisztikája -4:
1) 10o; 3) 100#; 5) 10 000#;
2 )  0,1#; 4)0,001#; 6) 1 000 000#!

292. * Határozzátok meg az alábbi számok karakterisztikáját, ha a b
szám karakterisztikája 3:
1)106; 2)0,01 b; 3) 0,00016; 4)10006!

293. * Végezzétek el a kijelölt müveleteket, és írjátok fel az eredmény
normálalakját:

1) ( 1,8 • 10J) • (6 • 10a);

2) (3 • 106)- (5,2 • 10"5);

3)’ 9 -108

4)
1.7-10"
3,4-10"
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1. §. RACIONÄLIS KIFEJEZESEK

294.* Vegezzetek el a kijelölt müveleteket! Az eredmenyt irjätok fei 
normälalakban:

295. * A Nap es a Föld közötti tävolsäg 1,5 • 108 km, a feny sebessege
pedig 3 • 108m/s. Häny perc alatt er a napfeny a Földre? Az 
eredmenyt kerekitsetek egyesekre!

296. * A rez sürüsege 8,9 • 10’ kg/m3. Hatärozzätok meg annak a
rezlemeznek a tömeget, melynek hossza 2,5 • 10_l m, szelessege 
12 cm, vastagsäga pedig 0,02 m!

297. * A Föld tömege 6 • 1024 kg, a Hold tömege 7,4 • 10 22 kg.
Hänyszor könnyebb a Hold a Földnel? Az eredmenyt kere­
kitsetek egyesekre!

298. ** Egyszerüsitsetek a következö kifejezeseket! Az eredmenyt
irjätok fei olyan racionälis kifejezeskent, mely nem tartalmaz 
negativ hatvänykitevöt:

299.** Egyszerüsitsetek a következö kifejezeseket! Az eredmenyt 
irjätok fei olyan racionälis kifejezeskent, mely nem tartalmaz 
negativ hatvänykitevöt:

300.** Az a szäm karakterisztikäja -4 , a b szäme pedig 3. Mennyi 
lehet az aläbbi kifejezesek ertekenek a karakterisztikäja:

7 .1 o-4
1) (1,6 - 10-5) • (4 - 107); 3)

2) (5 • IO“3) • (1,8 • IO"1); 4) p p  .

u — U — H 1

5c~3 c~3 +6 90

b-2 -  2 b~A -  4 1

t *r u 70
^ -3  o ^  —3 /  —6 , /  —3 ^c — 3 2c —6 c +6c

f  m~A 3m~A j  16 -  m~% | 8/??~4
m-4 - 4  / / r8-8/»~4 + 16 J m~A- 1  m 4 - 4

1)
a~2 + 5. . o~4 -  25 2

a -4 -  6a~2 + 9 4a-2 -  12 o~2 -  5

1) a b ; 2) a + b; 3) a + 10b; 4) 10a + 106?
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I ISMÉTLÔ FELADATOK

302. Két természetes szám számtani közepe 18. Ha a nagyobbik 
számot elosztjuk a kisebbikkel, akkor a nem teljes hányados 3, 
a maradék pedig 4. Határozzátok meg ezeket a számokat!

303. A vi llamos energiával való takarékosság jegyében meghirdetett 
akció eredményeképpen az elsö hónapban 20%-kal csökkent a 
fogyasztás, a második hónapban az elözö hónaphoz képest még 
10%-kal és a harmadik hónapban, szintén az elözö hónaphoz 
képest 5%-kal. Összesen hány százalékkal csökkent az ener- 
giafogyasztás?

304. A vízzel elöntött helyiségbôl a víz eltávolítására 3 szivattyút 
hoztak. Ha csak az elsö üzemel, akkor annak 12 órára van 
szüksége a munka elvégzésére, a másodiknak 15 órára, a 
harmadiknak pedig 20 órára. Az elsö 3 órában csak az elsö és 
a második szivattyú müködött, majd bekapcsolták a harmadikat 
is. Hány óra alatt szivattyúzták ki a vizet a helyiségbôl?

305. Egy könyv 19 hrivnyába került. Sajnos a vásárlónak csak 5 
hrivnyás címletei voltak, az eladónak pedig csak 2 hrivnyásai. 
El tud-e számolni a vásárló a kônyvért anélkül, hogy valahol 
felváltaná a pénzét? Ha igen, akkor legalább hány darab 5 
hrivnyással kell rendelkeznie a vásárlónak, és hány dararab 2 
hrivnyással a vevönek?

I FELKÉSZÜLÉS AZ ÚJ TÉMÁHOZ

306. Határozzátok meg az y  = — függvény helyettesítési értékét 
a megadott helyen:
1) X = 2; 2) X = -1; 3) x = 3,5; 4) x = - 6!

307. Egy függvény az képlettel van megadva. Mi a függ­
vény értelmezési tartománya? Tôltsétek ki a táblázatot, szá- 
mítsátok ki a függvény értékét a megadott helyeken!

X -3 -2 -1 0 1 2 3
y

77



1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

308. Ábrázoljátok az y = 2x -  I függvény grafikonját! Hozzátartozik-e 
a grafikonhoz az: l) ,4(30; 59); 2) Z?(-l5; -29) pont?

309. Rajz nélkül határozzátok meg, metszik-e egymást az y = 
= 2,7x -  8 és az y = l,2x + 7 függvények grafikonjai?

310. Oldjátok meg grafikusan a következö egyenletrendszert:
í 2 x - y  = 3,
[3x + y  = 7\

Frissítsétek feLa 17., 18. és 19. pontok tartalmát (231-232. oldalon)!

^  NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA

311. Az egyenes kieséses rendszerben lebonyolított teniszbajnokság 
végén kiderült, hogy csak 32 olyan játékos volt, aki többször 
nyert, mint veszített. Hány teniszezö vett részt a versenyen?

Ir
Az y = y  képlettel megadott 
függvény és grafikonja

Már a 6 . osztályban megismerkedtetek olyan mennyiségekkel 
melyek között egyenes arányosság áll fenn, vagyis ha az egyik 
mennyiség néhányszorosan növekszik (csökken), a másik mennyiség 
ugyanannyiszorosan növekszik (csökken).

A 7. osztályban megbizonyosodtatok arról, hogy az egyenes ará­
nyosság egyértelmü hozzárendelés, s aminek az y = kx, k * 0 képlettel 
megadott függvény felel meg.

Létezik olyan egyértelmü megfeleltetés, ahol az egyik mennyiség 
néhányszoros novekedése (csokkenése), a másik mennyiség ugyan- 
olyan arányú csokkcnését (novekedését) vonja maga után. Ebben 
az esetben a két mennyiség fordítottan arányos.

1. PÉLDA
Van 100 hrivnyánk. Jelöljük x-szel I kg termék árát, az egységárat, 

y-nal azt a mennyiséget, amit ebböl a termékbôl vásárolni tudunk İOO 
hrivnyáért.
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10. Az y = — keplettel megadott függveny es grafikonja
______________________ X___________ .___________________________________________ _

Erthetö, liogy ez a ket mennyiseg forditottan aränyos: minel drägäbb 
az äru, annäl kevesebbet tudunk väsärolni es forditva, minel olcsöbb 
annäl többet vehetünk.

Ennek az egyertelmü megfeleltetesnek az y = ~ ~  keplettel meg­
adott függveny felel meg.

2. PELDA
Vegyünk egy olyan teglalapot, melynek a területe 18 cm2, oldalai 

pedig x es y cm. Akkor
18
T -

A nevezöben levö x nehänyszoros növelese (csökkentese) az y 
ugyanolyan aränyü csökkeneset (növeleset) eredmenyezi. Tehät adott 
terület eseten a teglalap oldalai forditottan aränyosak.

A megvizsgält peldäkban olyan valös helyzetekkel talälkoztunk,
kmelyek matematikai modellje egy függveny, melyet az y = — keplettel 

lebet megadni.
k

M e g h a t ä r  o z a s. Az y = — keplettel megadott
függvenyt, ahoi A^O, f o r d i t o t t  a r ä n y o s s ä g -  
n a k nevezzük.

kMivel az y = — kifejezes ertelmezhetö bärmely nulläval nein

egyenlö szämra, igy az y  = függveny ertelmezesi tartomänya 
minden 0-töl elterö szäm.

Vizsgäljuk meg az y = ~ függvenyt! Az aläbbi täbläzat nehäny
argumentum erteket es az ezeken a helyeken felvett függvenyerteket 
tartalmaz.

X - 6 - 4 - 3 - 2 -1,5 -  1 1 1,5 2 3 4 6
y -  1 -1 ,5 - 2 - 3 - 4 - 6 6 4 3 2 1,5 1

Jelöljük a koordinäta-rendszerben a täbläzatban feltüntetett pontokat 
(3. äbra).
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Minél több olyan pontot tüntetünk fel, amely kielégíti az y = ~

egyenletet (4. ábra), annál kevésbé fog eltérni a rajzunk az y = ~ 
függvény grafikonjától.

A feltiintetett pontok között nem lehet olyan pont, melynek az 
abszcisszája 0, mivel a nulla nem tartozik hozzá a függvény értelmezési 
tartományához. Ezért a függvény grafikonjának nines közös pontja az 
ordinátatengellyel.

Ezenkívül a függvény grafikonja nem metszi az abszcisszatengelyt

sem, mivel a — = 0 egyenletnek nines megoldása. Tehát a nulla nem

tartozik hozzá az értékkészlethez sem.

Ha x > 0, akkor — > 0, vagyis y > 0; ha pedig x < 0, és y < 0.
Tehát a függvény grafikonja esak az I. és a III. negyedben helyez- 
kedhet el.

Megjegyezzük, hogy ha növeljük az abszcissza abszolút értékét,

akkor a grafikon = ~  pontjai egyre közelebb kerülnek az absz-
cisszatengelyhez. Ez a távolság akármilyen kiesi is lehet, de sose 
lehet nullával egyenlö. Valójában minél nagyobb az argumentum 
abszolút értéke, annál kisebb a megfelelö függvényérték.
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10. Az y = — képlettel megadott függvény és grafikonja
X

1̂

Hasonlóan megállapíthatjuk, hogy az ordináta nóvekedésével a 
grafikon és az ordinátatengely kozótti távolság lesz egyre kisebb, de 
sohasem lesz nullával egyenló.

Ha sikerült volna feltüntetni az osszes olyan pontot, amely megfelel 

az y -  — egyenletnek akkor az 5. ábrán látható rajzot kaptuk volna.

Az y  = — , k * 0 függvény grafikonját hiperbolának nevezzük. A
.x

hipérbola két részból áll, úgynevezett ágakból. Az 5. ábrán az y  = — 

hipérbola látható.
Ha k > 0, akkor a hipérbola ágai az I. és III. negyedbe esnek, ha 

k < 0, akkor a II. és IV. negyedbe.

A 6. ábrán az y ~ ~ ~  függvény grafikonja látható.

Megjegyezzük, hogy y  = ̂ ,  k * 0  függvény értékkészlete bármely 

nullától eltéró szám.
kA kovetkezó táblázatban ósszefoglaltuk az y ~ ~  függvény azon 

tulajdonságait, melyeket ebben a pontban tárgyaltuk.
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

Értelmezési tartomány Bármely szám a 0 kivételével
Értékkészlet Bármely szám a 0 kivételével
Grafikon Hipérbola
Zérushely (az argumentum azon 
értéke, melyre a fliggvényérték 
nulla)

Nines

Je •Megmutatjuk, hogyan lehet az y  = -  függvény grafikonját alkal- 
mazni egyenletek megoldására.

PÉLDA

4Oldjuk meg a — = x + 3 egyenletet!
Megoldás

Ábrázoljuk közös koordináta-rend- 
4

szerben az y - — és y = x + 3 függ-

vények grafikonját (7. ábra). A gra- 
fikonok két pontban metszik egymást, 
melyek abszcisszája I és -4 . A met- 
széspontokban a függvények azonos 
értéket vesznek fel. Vagyis a meg-

4határozott abszcisszák helyén a — és 

X + 3 kifejezések értéke egyenlö, tehát 

az 1 és a -4  a — = x + 3 egyenlet gyö-
X

kei. Az ellenôrzés ezt igazolja is.
Az alkalmazott módszer az egyenletek megoldásának grafikus 

módszere. A 7. osztályban már megtanultátok az egyenietrendszerek 
megoldásának grafikus módszerét, és tudjátok, hogy ez a módszer 
nem mindig pontos. Ezért a kapott gyökök ellenórzése kötelezö, ha az 
egyenletet grafikusan oldjuk meg.

A késóbbiekben (21. pont) megtanuljátok ezeket az egyenleteket 
megoldani nem grafikusan ¡s. •

• 1. Magyarázzátok meg, mit értünk fordított arányosságon!
2. Melyik függvényt nevezzük fordított arányosságnak?
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10. Az y =  —  képlettel megadott függvény és grafikonia
X

3. Mi az y  = — , k * 0  függvény értelmezési tartománya?
4. Hogyan hívjuk a fordított arányosság grafikonját?
5. Hogyan nevezzük a grafikon részeit?

6. Mi az y ~  —. k *  0 függvény értékkészlete?

7. Hol helyezkedik el az y  = —, k *  0 függvény grafikonja, ha
k > 0? Ha k < 0?

8. Mondjátok el az egyenletek megoldásának grafikus módszerét!

I
312. ° Egy személygépkocsi valamilyen útszakaszt 10 óra alatt tesz

meg. Mennyi ido alatt teszi meg ugyanezt a távolságot, ha a
sebességét:
1) 2-szeresére nóveli; 2) 1,2-szeresére csókkenti?

313. ° Egy téglalap hossza 30 cm. Mekkora lesz az ugyanakkora
területü téglalap hossza, ha a szélessége:
1) 1,5-szer nagyobb; 2) 3,2-szer kisebb?

314. ° 40 m anyagot vásároltak. Hány méter anyagot vehettek volna
ugyanazért a pénzért, ha az anyag egységára:
1) 2, 6-szer olcsóbb; 2) 1,6-szer drágább?

315. ° Egy gyalogos 12 km-t tett meg. Toltsétek k¡ a táblázatot, ha az
elsó sorban a sebessége szerepel, a másodikban pedig az ido!

v, km/h 5 2,4

t, h 3 3 13

Adjátok meg képlettel, hogyan függ a t (az ido) a v-io\ (sebes- 
ségtól)!

316.° Egy téglatest térfogata 48 cm3. Toltsétek ki a táblázatot, ha az 
elsó sorban a téglatest alapterületét tüntettük fel, a második 
sorban pedig a magasságát!

S, cm2 16 240
h, cm 8 4,8

Adjátok meg képlettel, hogyan fiigg a h az S-tól!
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317. ° 7 azonos munkabiräsü dolgozö a kijelölt feladatot 12 nap alatt
vegzi el. Häny ugyanilyen tempöban dolgozö munkäsra van 
szükseg ahhoz, hogy ezt a feladatot 4 nap alatt vegezzek el?

318. ° A takarmänykeszlet 24 lönak 18 napra elegendö. Häny napra
elegendö ez a mennyiseg 36 lönak?

319. ® Az aläbbi függvenyek közül nevezzetek ineg a forditott arä-

1 . §. RACIONÄLIS KIFEJEZESEK

nyossägot:

H<NII 3) y=-~;7 X 5) y =~~~> 7)

2) y  = ±; 4) y  = ~—;' X 6) y - f ; 8>

320.° Az y  = —X függvenyre hatärozzätok meg:

1) a függvenyerteket, ha az argumentum erteke: -3; 6; 0,2;
2) az argumentum erteket, ha a függvenyertek: 12; - 6; 100!

36■321.° Az y  = ~—  függvenyre hatärozzätok meg:

1) a függvenyerteket, ha az argumentum erteke: -4; 0,9; 18;
2) az argumentum erteket, ha a függvenyertek: 6; -0,3; 8!

322. ° Abräzoljätok az y  = ~~  függveny grafikonjät! Olvassätok le a

grafikonröl:
1) a fiiggvenyertekeket a 4; -1 argumentum helyen;
2) az argumentum azon ertekeit, melyek helyen a függvenyertek 

2 ; - 8;
3) az argumentum azon ertekeit, melyek helyen a függvenyertek 

pozitiv!

323. ° Abräzoljätok az >; = ~  függveny grafikonjät! Olvassätok le a

grafikonröl:
1) a függvenyertekeket a 2; -10  helyen;
2) az argumentum azon ertekeit, melyek helyen a függvenyertek 

5; -2;
3) az argumentum azon ertekeit, melyek helyen a függvenyertek 

negativ!
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324, ® Rajz nélkül dóntsétek el, hogy a megadott pontok illeszkednek-e
28az y — —  függvény grafikonjára:

1) A{-4\ -1)\ 3) C(0,5; 14);
2) 5(14; -2); 4) D(0,2; 140)!

325. ° Rajz nélkül dóntsétek el, hogy a megadott pontok illeszkednek-e

az y = függvény grafikonjára:
1) A(-6; - 8); 3) C(0,3; -16);
2) 5(12; -4 ); 4) £>(0,4; 120)!

3 2 6 / Az A és 5 helységek kozotti távolságot v sebességgel t ido 
alatt lehet megtenni. Az ido és a sebesség kozotti osszefüggést 
a 8. ábra szemlélteti. Olvassátok le a grafikonról:
1) hány óra alatt lehet ezt a távolságot 8 km/h sebességgel 

megtenni, ha a sebesség 24 km/h?
2) mekkora sebességgel kell haladni, ha 3 óra alatt akarunk az 

A helységból a 5-be eljutni; és ha 4 óra alatt?
3) mekkora a helységek kozotti távolság?

3 2 7 / Egy huzalos reosztátot tápegységhez kapcsoltak (9. ábra). A 
reosztát R ellenállása, amely 0 és 6 ohm kózótt változik, függ 
a csúszka helyzetétól. A reosztát végein a feszültség állandó.

10. Az y = — képlettel megadott függvény és grafikonja
_______ _________________ x___  _ _

reosztát

csúszka

9. ábra
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1. §. RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEK

Olvassátok le az I áramerosség, az R 
ellenállás közötti ôsszefüggést ábrázoló 
grafikonról (ÍO. ábra):
1) mennyi az áramerosség, ha az ellen- 

állás 2 Q;
2) mi İyen el lenál lásnál lesz az áram- 

erôsség 3 A;
3) mekkora a reosztát végein a feszült- 

ség!
328.* Határozzátok meg k azon ér- 

tékeit, amelyek mellett az alábbi
Ä-

pontok illeszkednek az y = —
fiiggvény grafikonjához:

\)A (-5- 4); 3) 0(1,5; - 8)!

329/ Az <4(10; 1,6) koordinátájú pont az y  = — fiiggvény grafikonjához
tartozik. Uleszkednek-e a következö pontok a fiiggvény grafi­
konjához:
1) B {-1; -16); 2) C(-2; 8)7

330.* Ábrázoljátok az y = ~  és az y = x fiiggvényeket közös koor-
dináta-rendszerben! Határozzátok meg a grafikonok metszés- 
pontjainak koordinátáit!

331/ Oldjátok meg az alábbi egyenleteket grafikusan:

1) ^  = 4 - x ;  2) x - 2  = | ;  3) x + 2 = - ¿ !
332." Oldjátok meg az alábbi egyenleteket grafikusan:

1) — = 6 — x ; 2) 2x=— ; 3) -  = -x !-V jr x
333/ Oldjátok meg grafikusan az alábbi egyenletrendszereket:

fxy = 4, I * - y  = h
[4y  = x; ' [xy = 2!

[xy = 5,
[ y - x  = 4

335/ Rajz segítségével állapítsátok meg, hány megoldásuk van az 
alábbi egyenletrendszereknek:
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{yy _  _g
egyen-

2.x + 3 y = 6letrendszer gyökeinek szâmât!
64
x

337.**Hatârozzâtok meg az y  = —  függveny grafikonjânak azon
pontjait, melyek abszcisszâja es ordinâtâja egyeıılö!

25338.** Hatârozzâtok meg az y = ~—  fliggveny grafikonjânak azon 
pontjait, melyek abszcisszâja es ordinâtâja ellentett szâmok!

339.**Âbrâzoljâtok az >> = -—- fliggvenyt!
1 x

340.**Âbrâzoljâtok a következö függvenyek grafikonjât:
-2 x  + 10, ha 2,

— , ha x < - \ ,
1)  y  = \ x

Ly + 3, ha x > — 1;
2) y=< 12—, ha 2<x<4,

3, ha x>4\
341 .*‘ Âbrâzoljâtok az

y= i

— , ha jc < —2,

2, ha - 2 < ;v< 2,

- ,  hax>2

függveny grafikonjât!
342.*’Âbrâzoljâtok az alâbbi függvenyek grafikonjât:

1) >> =
9x -18
2 o >x -  2x

5x2 - 5
2) y —~~—r- !

, 10x2—40343 .*l Âbrâzoljâtok az y  = —̂ ——  függveny grafikonjât!

I ISMETLÖ FELADATOK

344.**lgazoljâtok, hogy az
e r - b l a + b
a + 3b \ a 2 -2 a b  + b2 a2 - b 2) a - b  

kifejezes erteke független az a es b vâltozök minden megen- 
gedett ertekere!
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1. §. racionAlis kifejezesek

345. Oldjatok meg a
3 1 5

5* + 25 + 2.Y-10 x 2 -  25

egyenletet!
346. Egy szekreny arat 30%-kal csokkentettek, majd kesobb 30%- 

kal noveltek. Hogyan valtozott a szekreny ara a kezdeti arhoz 
kepest, novekedett-e vagy csokkent, es hany szazalekkal?

347. (Szun-Ce feladata'). Ket ferfinak a megkeresett penzermeiket 
ugy kellett elosztaniuk egymas kozott, hogy az elso penzenek 
es a masodik penze felenek az osszege ugyanannyi legyen,

2mint a masodik penzenek es az elso penze a y-nak az osszege.
Ez az osszeg mindket esetben 48 penzerme. Mennyi ermet 
kaptak a ferfiak kiilon-kulbn?

348. Ha egy sifuto 10 km/h sebesseggel halad, akkor a tervezettnel 
1 oraval kesobb er celba, ha 15 km/h-s sebesseggel haladna, 
akkor a tervezettnel 1 oraval korabban erkezne meg. Milyen 
sebesseggel kell haladnia, hogy a tervezett idoben erkezzen 
meg?

^  NEM HAGYOMANYOS MODSZEREK HASZNALATA
349. Harom tanulo mindegyike felirt 100 szot. Majd azokat a sza- 

vakat, melyeket legalabb ketten felirtak, kihuztak. Igy az egyik 
tanulo listajaban 45 szo maradt, a masodikeban 68, mig a 
harmadik tanulo szoszedeteben 54. Bizonyitsatok be, hogy 
legalabb egy olyan szo volt, amit mind a harman felirtak!

ELLENORIZZETEK MAGATOKAT! 3. SZ. TESZTFELADAT

1. Oldjatok meg az ^— ¡-̂ - = 0 egyenletet!
a:- 10

A) -10; 10; B) 10; C) -10; D) nines megoldas.

2. Oldjatok meg az  ̂~ =0 egyenletet!

A) -10; 10; B) 10; C) -10; D) nines megoldas. 1

1 Szun-Ce kinai matematikus (III.—IV. szazad).
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Ellenôrizzétek magatokat! 3. sz. tesztfeladat

3 . Melyik egyenloség igaz az alàbbiak közül? 

A) IO"3 = -1000;

' =-49

C) (-2)"3 = - { ;

B) D)l i F — İ - ;
3 j  16 ’ '  T

4. Az alàbbi kifejezések közül melyik 42 000 normâlalakja?
A) 4,2 • 103; C) 0,42 • 105;
B) 4,2 • 104; D) 42 • 103.

5. Az alâbbi tizedes törtek közül melyik normâlalakja 6,3 • 10 ’?
A) 0,63; B) 0,063; C) 0,0063; D) 0,00063.

6. írjátok fel -j j -öt 5 hatványaként!
A) 5-2; B) 52; C) 5"3; D) 53.

7. Az (1,7 • 108) * (6 - 10"3) kifejezés értéke melyikkel egyenlö a
következö kifejezések közül?
A) 1,02 • 105; B) 1,02 • 106; C) 10,2 • 106; D) 1,02 • 107.

9~2 • 3_s
8. Az alábbi szâmok közül melyikkel egyenlö a ------ — kifejezés

81 • 27
értéke?

A) 81; B) C) 27;
9. Az alábbi függvények közül melyik nem fordított arányosság?

° )  27-

A) y= ~ ; B) y C) 2.x
3.xD) y ~ -

10. Melyik rajzon látható az y = - — függvény grafikonja?

1 00 V C) D) V
—a ^ 0 X 0 X 0 X

11. A k mely értékénél illeszkedik az A(-3; 0,6) pont az >’ = ~ 
függvény grafikonjára?
A) -1,8; B) -0,2; C) -2,4; D) -3,6.

2.\-1 JA + 1 4.x +8 egyenietet! Mely szâmok az12. Oldiâtok meg a
x + 4 4 - x  X2 -16

egyenlet gyôkei?
A) 0, 4; B) -4; 0; C) -4 ; D) 0.
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1 . §. RACIONÄLIS KIFEJEZESEK

•  ÖSSZEFOGLALÄS

Ebben a paragrafusban

•  a következö fogalmakkal ismerkedtettek meg:
> racionälis tört;
> törtkifejezes;
> racionälis kifejezes;
> a vältozö megengedett ertekei;
> racionälis egyenlet;
> egyenertekü (ekvivalens) egyenletek;
^ egesz kitevöjü hatväny;
>■ a szäm normälalakja;
> forditott aränyossäg;

•  elsajätitottätok:
>- a racionälis törtek egyszerüsiteset;
>  müveletek vegzeset racionälis törtekkel;
> racionälis egyenletek megoldäsät;
a a szämot nulladik hatvänyra es negativ kitevöre emelni;

•  megtanultätok:
> a tört alaptulajdonsägät;
'r az egyenletek ekvivalens ätalakitäsait;
> az egesz kitevös hatvänyok azonossägait;
* k.*  az y = -  függveny nehäny tulajdonsägät;

•  megtudtätok, hogy az y = — függveny grafikonja olyan 

görbe, amit hiperbolänak hivnak;

•  megismerkedtetek az egyenletek megoldäsänak grafikus 
mödszerevel.
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2.§. NEGYZETGYÖK. VALÖS SZÄMOK
•  Megvizsgäljuk az y = x2 függveny nehäny tulajdonsägät.
•  Megismerkedünk egy üj müvelettel -  a „negyzetgyökvo- 

nässal”. Erthetöve välik szämunkra, hogy a bennünket 
körülvevö viläg tanulmänyozäsähoz nem elegendö a 
racionälis szämok ismerete.

•  Megtanuljuk a „szämtani negyzetgyök” tulajdonsägait, 
es a negyzetgyököt tartalmazö kifejezesek egyszerü- 
siteset.

A mäsodfokü függveny 
y = x 2 es grafikonja

Jelöljük y-nal egy olyan negyzet területet, melynek oldalhossza x. 
Akkor y = x2.

Ha megvältoztatjuk a negyzet x oldalhosszät, akkor meg fog 
vältozni a területe is.

Erthetö, hogy minden x erteknek csak egy y ertek felel meg. 
Tehät az x es az y mennyisegek között egyertelmü a megfeleltetes, 
vagyis az y = x2 keplet egy fiiggvenyt ad meg.

Vizsgäljuk meg az y = x2 keplettel megadott fiiggvenyt, melynek 
az ertelmezesi tartomänya bärmely szäm. Az aläbbi täbläzat nehäny 
argumentum erteket es a hozzäjuk rendelt fiiggvenyerteket tartalmazza.
X - 3 - 2,5 - 2 - 1,5 -1 - 0,5 0 0,5 1 1 ,5 , 2 2,5 3
y 9 6,25 4 2,25 1 0,25 0 0,25 1 2,25 4 6,25 9

Jelöljük a koordinäta-rendszerben azokat a pontokat, melyek koor- 
dinätai a täbläzatban feltüntetett ertekek ( 11 . äbra).

«— yi —T—1

• •

• •

►1-
• •
0

r—
1 X

11. äbra
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2. §. NÉGYZETGY0K. VALÓS SZÁMOK

Minél több olyan pontot tüntetünk fel, melyek koordinátai gyökei 
az y = x2 egyenletnek, annál kevésbé fog eltérni a kapott görbe az 
y = x2 függvény grafikonjátó! ( 12. ábra).

A (0; 0) koordinátájú pont megoldása az y = x2 egyenletnek, így 
a függvény grafikonja áthalad az origón. Mivel y = x2 és x2 > 0, így 
y > 0 tehát a feltiintetett pontok között nein lehet olyan, melynek 
ordinátája negativ.

A függvény értékkészlete nemnegatív szám.
Mivel x2 = (-x)2, ezért mégállapíthatjuk, hogy ha az A(x0; y0) pont 

rajta van a függvény grafikonján, akkor a 2?(-x0; fo) pont is illeszkedik 
a gorbére ( 12. ábra).

Ha az összes olyan pontot fel tudnánk tüntetni, melyek koordinátái 
kielégítik az y = x2 egyenletet, akkor egy olyan gorbét kapnánk, melyet 
parabolának hívunk (13. ábra).

A (0; 0) koordinátájú pont a grafíkont két részre osztja, melyeket 
a parabola ágainak nevezünk, az origót a parabola csúcsának.

Az alábbi táblázatban összefoglaltuk az ebben a pontban az y = x2 
függvényrol tanultakat.

Értelmezési tartomány Bármely szám
Értékkészlet Bármely nemnegatív szám
A grafíkon alakja Parabola
Zérushely (az argumentum azon 
értéke, melynél a fuggvényérték 
nulla)

x = 0

13. ábra 14. ábra
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11. A másodfokú függvény y = x2 és grafikonja

PÉLDA

Oldjuk meg grafikusan az x2 = x + 2 egyenletet!
Mego Idas

Közös koordináta-rendszerben ábrázoljuk az y = x2 és az y = x + 
+ 2 ftiggvények grafikonjait (14. ábra). A grafikonoknak két metszés- 
pontjuk van, melyek abszcisszái 2 és -1. Ellenorzéssel meggyö- 
zödhetünk, hogy a kapott értékek gyökei az egyenletnek.

9 ------------------------------------------------------------------------------------
1. Mi az y = x2 függvény értelmezési tartománya?
2. Mi az y = x2 függvény értékkészlete?
3. Hogy hívják az y = x2 függvény grafikonját?
4. Az argumentum mely értékénél lesz y = x2a függvényérték nulla?
5. Hasonlítsátok össze az y = x2 függvény értékeit ellentett argu- 

mentumok helyén!

350. ° A fiiggvényt az y = x2 képlettel adták meg . Határozzátok meg:
1) - 6; 0,8; - l  ,2; 150 argumentumhoz tartozó függvényértékeket;
2) az argumentum azon értékeit, ahol a függvény felveszi a 49; 

0; 2500; 0,04 értéket!
351. ° Rajz nélkül állapítsátok meg, hogy az alábbi pontok rajta vannak-e

az y -  x2 függvény grafikonján:
1) A ( - 8; 64); 3) C (0,5; 2,5);
2) B (-9; -81); 4) D (0,1; 0,01)!

352/ Abrázolás nélkül határozzátok meg az y = x2 és y = 4x -  4 
ftiggvények metszéspontját! Készítsetek rajzot! Jeloljétek rajta 
a kapott pontokat!

353. * A következö egyenleteket oldjátok meg grafikusan:

1) x2 = x -  1; 2) x2 -  2x -  3 = 0; 3) *2=-j!

354. * A következö egyenleteket oldjátok meg grafikusan:

1) x2 = -4 x  -  3; 2) x2 -  3x + 5 = 0; 3) x2+ i  = 0 |
7 X
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÓS SZÁMOK

1)

2)

1) y  = x
x -  3y = -3!

f  O) =

355. * Állapítsátok meg rajz alapján a következö egyenletrendszerek
gyöke inek számát:

[y = 2; }x -  y  + 6 = 0;

f y= ~ 2’ 4)
[2x + 5y = 10!

356. * Állapítsátok meg rajz alapján a következö egyenletrendszerek
gyökeinek számát:

\ y = *2’. 2) r- - 2
[3x + 2 y  = -6;

357. ** Az f  (x) függvény a következö képlettel van megadva:
4, ha x < -2, 
x2, ha -2  < x < 1,
2x -  1, ha x > 1.

1) Határozzátok meg f  (-3), f  (-2), f  (~\), f  {\), f  (3), /(0,5) 
értéket!

2) Ábrázoljátok a függvény grafikonját!
358. ** Az /'(x) függvény a következö képlettel van megadva:

2x + 3, ha x < -1, 
x2, ha —1 < x < 2,
4, ha x > 2.

1 ) Határozzátok meg f  (-4), f  (-0,3), f (  1,9), f  (3), f  (-1 ), f  (2) 
értéket!

2) Ábrázoljátok a függvény grafikonját!
359. ** Az f  (x) függvény a következö képlettel van megadva: 

x2, ha x < 0, 
x + 1, ha x > 0.

1) Határozzátok meg f  (-7), f  (0), f  (2) értéket!
2) Ábrázoljátok a függvény grafikonját!

360. ** Az f  (x) függvény a következö képlettel van megadva:

/■(*)= •

= {

/"(*) = . ,
x , ha x > -1.

1) Határozzátok meg f  (-12), /"(-l), f  { -0,9), f  (3), f  (0) értéket!
2) Ábrázoljátok a függvény grafikonját!

361.** Ábrázoljátok az alábbi függvényeket:
x3 + x21) y  =

x + 1
x4 -  4x22) jg = 2L_i£_! 

X" -  4
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11. A másodfokú függvény y = x2 és grafikonja

15. ábra

3 6 2. "Abrázoljátok az y = — függvény grafikonját!
363. **Határozzátok meg az y = - x2 függvény értelmezési tartományát,

értékkészletét, zérushelyét! Készítsetek rajzot!
364. * Abrázoljátok a kovetkezó egyenletek gorbéit:

1)
y - x

365.* Abrázoljátok az

=  0

x2-y
(.v + 2)2+ (y -4 )2

=  0

2)

egyenlet gorbéjét!
366. * Adjátok meg a 15. ábrán lát-

ható függvényt képlettel, hason- 
lóan a 357. példához!

367. * Adjátok meg a 16. ábrán lát-
ható függvényt képlettel, ha- 
sonlóan a 357. példához!

22l£Í = 0!

16. ábra

I ISMÉTLÓ FELADATOK

368. Igazoljátok az l -.+ ^  ■(—— + a-+ <\ — — \ = a + b azonosságot!
a - b  y a - b  a2 -  b2 a + b)

369. Oldjátok meg a -2^2. = . ÍL. egyenletet!
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÔS SZÂMOK

370. Bizonyitsâtok be, hogy 276 -  97 kifejezés 48 tôbbszôrôse!
371. K.ét helységbôl, melyek kôzôtt 30 km a tâvolsâg, egyidejüleg 

egymâssal szemben két gyalogos induit el. 3 ôra 45 perc mülva 
talâlkoztak. Ha az egyikük 2 ôrâval hamarâbb induit volna el, 
akkor 4,5 ôra mülva talâlkoztak volna. Hatârozzâtok meg a 
gyalogosok sebességét!

I FELKÉSZÜLÉS AZ ÛJ TÉMÂHOZ

372. Hatârozzâtok meg annak a négyzetnek az oldalhosszât, melynek 
területe:
1) 25 cm2; 2) 1600 dm2; 3) 0,04 m2!

373. Oldjâtok meg az alâbbi egyenleteket:

1) x2 = 9; 2) x2=—  !
49

374. Az a mely értékeire nines gyôke az x2 = a egyenletnek?
375. Abrâzoljâtok kôzôs koordinâta-rendszerben az y = x2 és y = 1 

függvények grafîkonjait! Hatârozzâtok meg a kôzôs pontok 
koordinâtâit!

NEM HAGYOMÂNYOS MÔDSZEREK HASZNÂLATA

376. Az at, y és z természetes szâmokra igaz, hogy x + y, y + z és 
x + z primszâm. Bizonyitsâtok be, hogy a hârom szâm kôzül 
legalâbb kettô 1-gyel egyenlô!

Negyzetgyök.
Szâmtani negyzetgyök

Vizsgâljunk meg egy olyan negyzetet, melynek területe 49 cm2. 
Legyen x a negyzet oldalhossza. Akkor az x2 = 49 egyenlet egy olyan 
matematikai modeli, mellyel a negyzet oldalât hatârozhatjuk meg.

Ennek az egyenletnek a gyökei a 7 es a -7, mert ezen szâmok 
negyzete 49. Azt mondjâk a 7 es a —7 a 49 negyzetgyöke.

12.
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12. Negyzetgyök. Szämtani negyzetgyök

M e g h a t ä r o z ä s .  Az a szäm n e g y z e t g y ö ­
k e  n e k nevezzük azt a szämot, melynek a negyzete «-val 
egyenlö.

Nezzünk nehäny peldät!
A 9 negyzetgyöke a 3 es a -3, mivel 32 = 9 es (-3)2 = 9.

A ^negyzetgyöke az es a mivel =-j- es = —■.

A 0-nak csak a nulla a negyzetgyöke.
Mivel nein letezik olyan szäm, melynek a negyzete negativ, ezert 

nein letezik negativ szäm negyzetgyöke sein.
Az x2 = 49 egyenlet pozitiv gyöke a 7, a negyzet oldalänak 

meghatärozäsäröl szölö feladat megoldäsa. Ezt a szämot a 49 szämtani 
negyzetgyökenek nevezzük.

M e g h a t ä r o z ä s .  Az a szäm s z ä m t a n i  n e g y ­
z e t g y ö k e n e k  nevezzük azt a nemnegativ szämot, 
melynek negyzete az a szäm.

Az a szäm negyzetgyöket a -Ja szimbölummal jelöljük. A jelet 
a negyzetgyök jelenek nevezzük.

A -Ja jelölest a „negyzetgyök a-nak” olvassuk, elhagyva a „szäm­
tani” szöt.

Azt a kifejezest, amely a jel alatt all, gyök alatti kifejezesnek 
nevezzük.

Peldäul a Jb-5  kifejezesben a gyök alatti kifejezes a b -  5 
kettag. A szämtani negyzetgyök meghatärozäsäböl következik, hogy a 
gyök alatti kifejezes csak nemnegativ ertekeket vehet fei.

Azt a müveletet, amikor keressük az adott szäm szämtani negy­
zetgyöket gyökvonäsnak nevezzük.

Lässunk nehäny peldät:
V9=3, mivel 3 > 0 es 32 = 9;

J S . l - f ;
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2. §. NÉGYZETGYÓK. VALÓS SZÁMOK

Vo = 0, mivel 0 > 0 és O2 = 0.
Altalánosan igaz: ha b > 0 és b1 = a, akkor -Ja = />.

Bármely nemnagatív a számra igaz, Itogy yfa > 0 ¿v (V77)2 = «.

Például (Vi)2 = 4 , (VÍ")2 = 2 , (V5¡2)’ = 5,2 .
Megjegyezzlik, hogy a négyzetgyok fogalmának bevezetését az 

x2 = ¿7, ahol a > 0 egyenlet megoldása indokolta. Ennek az egyen- 
letnek a gyoke az a szám négyzetgyoke.

Az x2 = a egyenlet megoldását szemléltessük az x2 = 4 egyenlet 
grafikus megoldásával.

Kozos koordináta-rendszerben ábrázoljuk az y = x2 és az y = 4 
függvények grafikonját (17. ábra). A górbék metszéspontjának 
abszcisszái a 2 és a -2, melyek az adott egyenlet gyokei.

Az x2 = a egyenletnek, ha a < 0 nincs megoldása, melyet szintén 
a grafikus megoldással szernléltetiink. Az y = x2 és y = a, ha a < 0 
függvények grafikonjainak nincs kozos pontja (18. ábra).

Ha <7=0, akkor az j 2 = a egyenletnek egyetlen gyoke van az 
x = 0.

A grafikus módszer segít általánosítani: az x2 = <7 egyenletnek, ha 
<7 > 0 két megoldása van. Valóban az y = x2 parabolának és az 
y = <7 egyenesnek két metszéspontja van, ha z/ > 0 (18. ábra). Ebben
az esetben az x2 = <7 egyenlet megoldása a yfa és szám, mivel

(Va) = a és (-Va) = a .
Például az x2 = 5 egyenlet gyokei a y¡5 és -  yfS.
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12. Négyzetgyôk. Számtani négyzetgyôk

1. PÉLDA

H a tá r o z z u k  meg a (-8-\/2) k ife je z é s  é i té k é t!

Me go I dás

Alkalmazzuk a szorzat hatványra emelését és a (Vfljf = a 

nosságot:
(_8V2): = (-8 f(V 2 )! = 64.2 = 128.

2. PÉLDA
Oldjuk meg a következö egyenleteket:

1) —V x- 3  = 0 ; 2) VlWx+2 =2 ! 
Me go Id cis

1) Azt kapjuk, hogy i> /x = 3 ; V x -6 . Ekkor x 6 ; x j 6.

2) Felirhatjuk, hogy VlWx+2 =2; l + Vx+2 =22; Jx+2 =3; 
x + 2 = 32; x = 7.

3. PÉLDA
Oldjuk meg az (x -  5)2 = 16 egyenletet!

Me goldas 
(x -  5)2 = 16;

x -  5 = -  4 vagy x -  5 = 4; 
x = 1 vagy x = 9.

F e 1 e 1 e t: 1 ; 9.

4. PÉLDA
Oldjuk meg a (3x -  l)2 = 2 egyenletet!

Me gold ás 
(3x -  l)2 = 2;

3x -1 = - J l  vagy 3 x -l = V Ï ;
3x = l-V 2 vagy 3x = l + V2;

x = I - V 2

c  Ä I „ 1 4 I - V 2 l + </2r e I e I e t: ------ ; ------- .
3 ’ 3

vagy a- =
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2. §. negyzetgyOk . val6 s szAmok

5. PELDA

Az alabbi kifejezesek x mely ertekeire ertelmezhetok:

2> ^ ?
Me go l das

1) A V -5x kifejezes azokra az x ertekekre ertelmezheto, melyekre a 
gyok alatti kifejezes nemnegativ. A -5x olyan szorzat, melyben az 
egyik tenyezo negativ. Tehat ennek a kifejezesnek abban az esetben 
lesz negativ az erteke, ha x nempozitiv.

F e 1 e 1 e t: ha x < 0.
2) Az adott kifejezes olyan x ertekekre ertelmezheto, melyekre Vx

kifejezes ertelmezheto es Vx -  2 nem egyenlo nullaval. Tehat 
egyszerre kell a kovetkezo ket feltetelnek teljesulnie: x > 0 es
yfx -  2 ^ 0 .  Tehat x > 0 es x ^ 4. 

F e l e l e t : x > 0 e s x ^ 4 .

6. PELDA

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket: 1) J - x  + Jx-2  = 2 ;
2) Vx2-2 x  + / ^ 2 = 0 ;  3) (x+2)VJ^2=0;

Me go ldas
1) Az egyenlet bal oldala csak olyan x ertekekre ertelmezheto, me­

lyekre mind a ket gyok alatti kifejezes nemnegativ erteket vesz 
fel. Vagyis ha -x  > 0, akkor x < 0. Konnyen belathato, hogyha 
x < 0, akkor x -  2 csak negativ erteket vesz fel. Tehat nincsen 
olyan x ertek, melyre az egyenlet bal oldala ertelmezheto.

F e 1 e 1 e t: nines megoldas.
2) Az adott egyenlet bal oldala ket nemnegativ szam osszege, mely 

csak abban az esetben lehet nullaval egyenlo, ha mind a ket 
osszeadando 0. Vagyis egyszerre kell teljesulnie, hogy Vx2 -  2x =0
es J x -2  = 0 . Ez azt jelenti, hogy a ket egyenlet kozos megoldasat 
kell meghatarozni, meg kell oldani a kovetkezo egyenletrendszert:

jVx2 -2x =0,
U/x^2=0.
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12. Négyzetgyôk. Számtani négyzetgyôk

X2 -  2x = 0, fjc(jc-2) = 0, fx = 0 vagy x = 2,

F

9

Azt kapjuk, liogy [x -2 =  0; U = 2; [x = 2.

Az utolsó egyenletrendszer megoldása az x = 2.
F e I e I e t: 2.
3) Mivel a szorzat értéke csak akkor nulla, ha vagy az egyik tényezô 

vagy a másik tényezô egyenlö nullával, ezért az egyenlet megoldása 
két egyenlet megoldására vezethetö vissza:

x + 2 = 0 vagy Vx-2 = 0 ; 
x = -2 vagy x = 2.

Viszont az x = -2 értékre a Vx-2 kifejezés nem értelmezheto, 
így csak egyetlen megoldás van, az x = 2. 

e I e I e t: 2.

1. Mit nevezünk az a szám négyzetgyôkének?
2. Mit nevezünk az a szám számtani négyzetgyôkének?
3. Hogyan jelöljük az a szám számtani négyzetgyokét?
4. Hogyan nevezzük a V~ jelet?

5. Hogyan olvassuk a Va jelólést?
6. Hogyan nevezzük a gyökjel alatt álló kifejezést?
7. Milyen értékeket vehet fel a gyök alatti kifejezés?
8. Hogyan nevezzük azt a müveletet, amikor az adott szám szám­

tani négyzetgyokét határozzuk meg?

9. Bármely nemnegatív számra mivel egyenlö a (Ja) kifejezés?
10. Hány gyöke van az x2 = a egyenletnek, ha a > 0? Mivel egyenlök?
11. Van-e megoldása az x2 = a egyenletnek, ha a = 0? ha a < 0?

377. ° Mennyi 16 négyzetgyoke? 1 négyzetgyoke? 0 négyzetgyoke?
Mennyi ezen számok számtani négyzetgyoke?

378. ° Igazak-e az alábbi egyenloségek? (A feleletet indokold meg!):
1) V25" = 5 ; 3) V 36=-6 ,

2) VĞ = 0 ; 4) V0,4 = 0,2 ;
379. ° Végezzétek el a kijelölt gyokvonást:

1) V9 ; 2) V49; 3) VTÔÔ ; 4) V225-

5) \ = 0,9 ;

6) VTÖ = 100?
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÓS SZÁMOK

5) V0,25 ; 8) V W ; ,4> M ;

6) V 0 ,0 l ; 9) V400 ;

1—FT

15) V 0 ,0 0 0 4 ;

7) V Ü Í; 10) V3600 ; 16) V0,000025

Végezzétek el a kijelölt gyokvonást:

1) 7 3 6 ; 4) VÖ Ö 4; 7) V2500 ; >0) f i j i

2) V 6 4 ; 5) V Ö 4 9 ; 8) Vi 000 0  ; 11) V0,0009 ;

3) VÍ44 ; 6) V İ 6 9 ; 12) V0,0196 !

Értelmezhetoek-e az alábbi kifejezések:

1) 7 2 ; 3) 7 ^ 2 ; 5) M * ?

2) - V I ; 4) M - ,
382.c Melyik szám számtani négyzetgyôke egyenlö a következö 

számokkal:
1)4; 3)0,8; 5)1,6;

12 ) 0 ;  4) 2— ; 6 ) - 9 ?
4

383. ° A könyv elôzékén található Természetes számok négyzete
táblázat segítségével végezd el a gyokvonást:
1) V 4 8 4 ;  4) V5929 ; 7) Je  8.89 ;

2) JÏ29  ; 5) V 5J6; 8) J67 600 ;

3) VTÍ56" ; 6) V i4,44 ; 9) ^ 3 8 4 4 0 0  !
384. ° Határozzátok meg:

1) V 8 4 Í ;  3) 5) ^7 2 ,2 5  ;

2) V i296 ; 4) V i0,24 ; * 6) V 672400  !
385. ° Számológéppel számítsátok ki a következö kifejezések értékét!

Az eredményt kerekítsétek századokra!

1) V I ;  3) V 3 4 ;  5) V ^ 4 3 9  .

2) V7 ; 4) Vk8 ;

102



12. Négyzetgyôk. Számtani négyzetgyôk

386. ° Számológéppel számítsátok ki a következö kifejezések értékét!
Az eredményt kerekítsétck szàzadokra!
I) V J ;  2) J 5 j ;  3) V5Ö; 4) J\2,56 .

387. ® Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

1) (V7 )2; 4) -(Viô)“ ; ’ > ( 4 ) 2

2) (V 4 j| ; 5) (2VJ)“ ; S) (1 Æ Ï ) ';

3) ( - VÎT)2 ;
6> (7 r ) 2;

9) (-0,3J 2 J
Számítsátok ki:

D y s f ; 3) (3V2J ; »  KJ-
2) ( ~ Æ f  ; 4) ( - 4V5J ; 6) (İV26)2!

389. ° Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

7) i^ Ô Ô 9 -2 ;

8) -2VÔJ6+0,7;

9) (VÎ3)r-3.(V8)r;

.0) I . M 2-( iV 2 4 ); ;

n ) 5 0 ( - I V 2 ) 2;

12) Vl 4 • 52 — 62 !
390. ° Számítsátok ki a következö kifejezések pontos értékét:

1) V3+V36 ; 4) İV9ÖÖ + 0,2Vl600 ;

2) V72-V J4 ; 5) (2V6f-3(V2T)2;
3) VÍ6-V225 6) VlO2 -4 • 32 !

391. ° Határozzátok meg a következö kifejezések helyettesitési értékét
a változó megadott értékénél:
1) V12 + 0 , ha a = 0,25;
2) J l~ 3h  , I12 b = 2\

3) V20-6 , ht a = 34, b = 19!
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3) V 36-V 49 ;
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392.° Határozzátok meg a kóvetkezó kifejezések helyettesítési értékét 
a változó megadott értékénél:

395. ° Oldjátok meg a kóvetkezó egyenleteket:
1) A'2 = 25; 2) x2 = 0,49; 3) x2 = 3; 4) jc2 = -25!

396. ° Oldjátok meg a kóvetkezó egyenleteket:
1) x2 = 100; 2) x2 = 0,81; 3) x2 = 7; 4) x2 = 3,6!

397. * Határozzátok meg a kóvetkezó kifejezések pontos értékét:

1) -0,06-VK)000 + -fi= -2 ,5 jX 24  ;
V256

2) Vó4-V^25+V23 + 17 ;

3) +

4) ílV T jJ  + V262 -  242 ;

5) (3V8)r + (8VJ)f-2(V24")r;

6) VÍ44:VaÓ4-V236-^2500 !
398. * Határozzátok meg a kóvetkezó kifejezések pontos értékét: 1

1) 0,15^3600 -0,18>/4ÓÓ + (l0VáÓ8j ;

399.* Az alábbi kifejezéseknek az x mely értékeinél van értelme:

1) -Jll+m  , ha m = 54;
2) Jm -3n  , ha m = 0,1

393.° Oldjátok meg az alábbi
1) V7 = 9;

i = 0,13, n = -0,04! 
alábbi egyenleteket:

3) Vx-0,2=0;

394.° Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

1) V7 = 20; 2) V 7= -16; 3) V x - |  = 0!

1) Vx ; 2) ; 3) V F ;  4)
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5) V.v-8; 8) h - t f  ; 11) ;vx +3 14) V Ñ ;

6) V8-.V ; 9)v¿r 12) Jx  -yf^x ; 15) >/r M  ;

7) Vx1 2 + 8 ; l0> ¿ P !3) r  — ;v x v -x 16) “r = ?
Az alábbi kifejezéseknek az y mely értékeinél van értelme:

1) Æ f ; 3) V 7 ; 5) V - /  ; 7)
1

Vy-i ’

2 ) P P 4) P7; ON í- 8) ' ? 
1

401. * Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) yÍ5x - 4  = 0 ; 3) V 5x-4=6; 5) - ß =  = 9;
vx + 3

2) V 5*-4= 0; 4) = 6) Vjc2-3 6  =8 !
v.v

402. * Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) iV7-2=0; 3) -¡¿= = 6;
3 Vx -  5

2) V2jc+3=11; 4) Vl30-jc2 =9!
403. * Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

1) (x + 6)2 = 0; 3) (x + 6)2 = 3;
2) (x + 6)2 = 9; 4) (lx  + 6)2 = 5!

404. * Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) (2x -  3)2 = 25; 2) (x -  3)2 = 7; 3) (2x -  3)2 = 7!

405. ’’Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) V3W2+X = 4 ;

2) V2 + V3 + V* =3;

3) >İ4-yl\0+Jx =2\
406. **Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) Vl7+VV7-6 = 5; 2) V1W 2W J  =1!
407. **Az alábbi kifejezések az a és a /> mely értékeire vannnak értelmezve:

1) ; 2) J - a b  ; 3) yfab2 ; 4) J a 2b2 ; 5) J -a 2b ?
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408. **Igaz-e, hogy az alabbi kifejezeseknek az a barmely ertekenel
ertelme van:
1) Vx: - 4 a + 4 ; 2) y/x 2 -  4 a + 5 ?

409. **Bizonyitsatok be, hogy nem letezik olyan x ertek, melyre a
V -a-2 + 6x -12 kifejezes ertelmezheto!

410. *#Az alabbi kifejezesek koziil melyiknek van ertelme barmely x
erteknel:

1) Va2+8a+15 ; 2) >/x2 -10a+ 27 ?
411. **Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:

1) yfx= -x  ; 4) yfx^+lx + = 0 ;

2) <yr+V ^T = 0; 5) (a—l)*/x+7 = 0;

3) y/x2 - x  + y/x—1 = 0; 6) (x+l)%/x-l =0 !
41 2.,#Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket:

1) y fx+ J -x=  0 ; 3) Vx2 -2 x  + l +y/x2 -1 = 0 ;
2) J 7 + y P x = \;  4) (a-2 V ^ 3 = 0 !

413. **Az ¿7 mely ertekeire lesz az a2 = a + 1 egyenletnek:
1) ket gyoke;
2) egy gyoke;
3) nines megoldasa?

414. **Abrazoljatok a kovetkezo fiiggvenyek grafikonjat:
1) y  = yPx2 ;

2) y  = V- a2 -  4a -  4 + 2 ;

3) ,  = !

41 5.** Abrazoljatok az = y /2 x - \- x 2 -1 ftiggveny grafikonjat!
416. * Oldjatok meg a kovetkezo egyenleteket! Vegyetek figyelembe

az a kiilonbozo ertekeit!
1) ay/a-I =0 ; 3) W a-1 -£7;
2) >/(£7-1)a = 0 ; 4) Vx-2 = a .

417. * Az £7 mely ertekenel van a (Va- i )(a-£/)=0 egyenletnek csak
egy gyoke?
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Ha elkészültél a házi feladattal

I (SMÉTLO FELAOATOK

418. Egy utcában a házakat sorban 1-töl 24-ig számozták. Hányszor 
kellett használni a házszámok elkészítéséhez az 1-es szám- 
jegyet?

419. Egyszerüsítsétek az

( ^  + - ^ + -L - ) : (2 * Z ° L +a- 5\
\a~ -  25 5 — a ci + 5J (  a + 5 J

kifejezést!
420. Egy munkás heti bérét, a 420 hrivnyát 5 és 20 hrivnyás 

címletekben vette fel. Mennyit kapott a különbözö cimletekböl, 
ha összesen 31 címlettel fizették ki?

I FELKÉSZÜLÉS AZ ÚJ TÉMÁHOZ

421. Melyik nagyobb:
1) 2,4578 vagy 2,4569; 2) -1,9806 vagy -1,981?

422. Olvassátok el a következö szakaszos tizedes törteket! Nevez- 
zétek meg a szakaszt:
1) 0,(5); 2) 1,(32); 3) 8,4(65); 4) 3,424242...!

423. írjátok le a következö törtek tizedestört alakját:

' > 7  = 2> f 3) — • 
J 1 6 ’ 4) *Z- } 80 ’ 5) — ! 

'  15
424. írjátok fel a következö kôzônséges törtek végtelen szakaszos 

tizedestört alakját! Nevezzétek meg a szakaszt:

2) 25
3) —• 

J  1 1 ’
4 ) | !

^  NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA
425. Keressétek meg az összes olyan háromjegyü n természetes 

számot, melyben a számjegyek összege az n számnál 11-szer 
kisebb!

HA ELKÉSZÜLTÉL A HÁZI FELADATTAL

Teremhetnek-e a veteményesekhen gyökök?

Az ókori görögök a gyokvonást az adott területü négyzet oldalhosszának 
meghatározásával azonosították, épp ezért oldalnak nevezték.
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÖS SZÂMOK

A radix latin szô egyik jelentése gyôkér- 
termés, tehât olyan zôldség, melynek a gyôkerét 
étkezésre hasznâljâk.

A XIII-XV. szâzadban az eurôpai matema- 
tikusok a radix szô rôviditésével jelôlték a négy-

zetgyôkôt: R, R, R2. Tehât a 4 Ï  kifejezést ebben 
a korban R21 alakban irtâk.

A .XVI. szâzadban kezdték hasznâlni a V 
R r D te jelet. A je! eredete elég bizonytalan, lehet hogy 

ôsszefüggésbe hozhatô a latin r betü irâsâval. 
A XVII. szâzadban René Descartes hasznâlta elôszôr a J~ jelet, 

kiegészitve az addig hasznâlatosat egy függôleges vonallal.

13. Szâmhalmazok

A termeszetes szâmok azok a szâmok, melyeket elöször hasznâlt 
az emberiseg. Ezekkel a szâmokkal akkor ismerkedtetek meg, amikor 
a târgyak megszâmlâlâsâval foglalkoztatok. Az összes termeszetes 
szâm alkotja a termeszetes szâmok halmazât, melyet N  betüvel 
jelölünk.

Azt a tenyt, hogy valamely m szâm termeszetes, vagyis hogy a 
termeszetes szâmok halmazâhoz tartozik m e A^jelöljük (m eleme 
V-nek). Peldâul 5 e N. A nulla nem termeszetes szâm. Îgy irjuk: 
0 i  N  (nulla nem eleme V-nek).

A gyakorlati szükseg vezetett a törtszâmok kialakulâsâhoz. Kesöbb 
szüksegesse vâlt olyan mennyisegek vizsgâlata, melyek jellemzesere 
nem volt elegendö a pozitiv szâmok ismerete. Igy alakult ki a negativ 
szâm.

A termeszetes szâmok, azok ellentettjei es a nulla alkotjâk az 
egesz szâmok halmazât, melyet Z-vel jelölünk.
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13. Számhalmazok

Például -2  g Z, 0 g Z, 5 ‘ g Z.
A természetes számok halmaza része az 

egész számok halmazának. Azt mondják N 
rcszhalmaza Z-nek: N cz Z {N részhalmaza 
Z-nek).

Az egész és a tórtszámok (negatív és pozitív 
tórtek) alkotják a racionális számok halmazát,

2 „nielyet Q betüvel jelólünk. Például -7 g Q,

-0,2 g Q, 0 g Q, -3 g Q, 15 g Q.
Konnyen belátható, hogy Z c  Q. A 19. ábra szemlélteti az N, Z 

és Q halmazok viszonyát.

Bármely racionális szám felírható alakban, ahol /»egész szám

19. ábra

és ti természetes szám. Például: 5 -2.• -3 = — - 0,2 = - -  0 = —
1 ’ 1 ’ ’ 5 ’ 7

0

5,3 = —.’ 10
Lehetséges, hogy ebból az értelmezésból ered a racionális kifejezés, 

mert a latín rationis szó jelentése hányados, arány.
A 6. osztályban már megtudtátok, hogy bármely racionális szám 

felírható vagy véges, vagy végtelen szakaszos tizedes tórt alakban.

Az — tizedes tórt alakját felírhatjuk, ha /»-et elosztjuk w-nél.

Például: 2. = 0,625; -1 = 0,454545....8 ll

Az -|-ad véges tizedes tórt alakban írható le, •^•-ed végtelen

szakaszos tizedes tórt alakban. A 0,454545... számban a 4-es és az 
5-ós számjegy periodikusan ismétlódik. Az ismétlódó számok csoportját 
szakasznak nevezzük, és zárójelbe tesszük: 0,454545... = 0,(45),

vagyis -1 = 0,(45).

Megjegyezzük, hogy bármely véges tizedes tórt és bármely egész 
szám felírható végtelen szakaszos tizedes tórt alakban. Például:
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÓS SZÁMOK

0,625 = 0,6250000... = 0,625(0);
2 = 2,000... = 2,(0).

Tehát bármely racionális szám felírható végtelen szakaszos 
tizedes tört alakban.

Igaz az az állítás is, hogy bármely végtelen szakaszos tizedes 
tört egy racionális szám másik alakja. A IX. osztályban fogjátok 
majd megtanulni, hogyan kell a végtelen szakaszos tizedes törtet 
racionális tört alakban megadni.

Két természetes szám összege és szorzata is természetes szám. 
A külonbségükre ez már nem helytálló. Két természetes szám kü- 
lônbsége nem mindig természetes szám. Például: (5 -  7) g N.

Két egész szám összege, külônbsége és szorzata is egész szám.

A hányadosra ez már nem érvényes: — <£ Z.

Két racionális szám összege, külônbsége, szorzata és hányadosa 
(a nullával való osztás kivételével) is racionális szám.

Tehát a kivonás kivezet a természetes számok N  halmazából, az 
osztás az egész számok Z  halmazából. Viszont a racionális számok Q 
halmaza zárt halmaz a négy alapmüveletre.

De most ismerkedtetek meg egy új müvelettel, a gyokvonással. 
Felmerül a kérdés, bármely racionális szám négyzetgyôke racionális 
szám-e?

Vizsgáljuk meg az x2 = 2 egyenletet. Mivel 2 > 0, ezért az

egyenletnek két gyöke van a 72 és a -7 2  (20. ábra). Nem iétezik
olyan racionális szám melynek négy- 
zete 2 (a bizonyítást elolvashatod a 
„Ha elkészültél a házi feladattal” címü

fejezetben), tehát a 72 és a -  j ï  
számok nem racionálisak. Ezeket a 
számokat irracionális számoknak ne- 
vezzük (az ir elötag a tagadás szava, 

20. ábra vagyis nem racionális).
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13. Számhalmazok

Tehát a gyokvonás kivezethet a racionális számok Q halmazából.

Egyetlen irracionális szám se írható fel — alakban, ahol m e Z,
• n

és n e Ny tehát nem írható fel végtelen szakaszos tizedes tortként.
Az irracionális számok végtelen nem szakaszos tizedes tórtek.
Például számítógépes programmai megállapítható, hogy

V2 = 1,4142135623730950488016887242097... .

AV2 és -V2 nem az elsó irracionális számok, amivel már idáig 
találkoztatok. A n szám, a korvonal hosszának és átmerójének az 
aránya is irracionális szám:

71 = 3,1415926535897932384626433832795028841971693...

Nem csak a gyokvonás eredménye lehet irracionális szám, hanem 
bármely nem szakaszos tizedes tort is. Akár magunk is alkothatunk 
ilyen tórtet. Például a 0,101001000100000...szám is irracionális, ahol 
a tizedes vesszó után tíz hatványait írjuk. Konnyen belátható, ha 
feltételezzük, hogy ennek a tortnek van szakasza, akkor valamelyik 
helyi értéktól kezdódóen csak nullák lehetnek. Ez viszont ellentmond 
a konstrukciós elvnek.

A racionális és az irracionális számok alkotják a valós számok 
halmazát, melyet R-reí jelolünk.

Tehát az IV c  Z  c  Q 
lánc bovíthetó: N  cz Z c= 
c  Q c  R.

Matematika-szakkórón 
megtudhatod, hogy még ez 
a lánc is folytatható.

Az ebben a fejezetben 
tanult számhalmazok kôzôtti 
ôsszefüggést a 21. ábra 
szemlélteti.

Valós számok



2. §. NEGYZETGYÖK. VALÖS SZÄMOK

A valös szämok halmaza mind a negy alapmüveletre zart halmaz. 
Ezekre a müveletekre a szämotokra mär ismert tulajdonsägok er- 
venyesek:

a + b = b + a Az összeadäs felcserelhetösegi 
tulajdonsäga

ab = ba A szorzäs felcserelhetösegi 
tulajdonsäga

(a + b) + c = a + (b + c) Az összeadäs csoportositäsi 
tulajdonsäga

(ab) c = a (bc) A szorzäs csoportositäsi 
tulajdonsäga

a (b + c) = ab + ac A szorzäs szettagoläsi tulajdonsäga

A valös szämok összehasonlitäsät a tizedes törtekre alkalmazott 
szabäly szcrint vegezziik, tehät a megfelelö helyi erteken ällö szäm- 
jegyek alaki erteket hasonlitjuk össze.

Peldäul: 7,853126... < 7,853211... .
Bärmelyik pozitiv valös szäm mindig nagyobb, mint a nulla, es 

nagyobb, mint bärmelyik negativ szäm. Bärmelyik negativ szäm mindig 
kisebb, mint a nulla.

A körvonal hosszänak meghatärozäsakor a n erteket ket tizedes 
jegyre kerekitve hasznäljuk (7C « 3,14). Hasonlöan, ha valös szämokat 
tartalmazö kifejezes erteket keil meghatärozni, akkor az irracionälis 
szämokat közelitö ertekeikkel helyettesitjük.

Peldäul: yfl « 1,41.
Vegiil megjegyezzük, hogy bärmely nemnegativ valös szäm negy- 

zetgyöke valös szäm. Tehät a valös szämok R halmaza a gyökvonäsra 
zärt halmaz.

1. Milyen betüvel jelöljük a termeszetes szämok halmazät?
2. Mit jelent az m e /V jelöles? Hogyan keil olvasni?
3. Hogyan olvassuk az a <£ 1\ jelölest?
4. Mely szämok alkotjäk az egesz szämok halmazät?
5. Milyen betüvel jelöljük az egesz szämok halmazät?
6. Mikor mondhatjuk azt, hogy az egyik halmaz a mäsik halmaz 

reszhalmaza?
7. Hogyan olvassuk a z i V c Z  jelölest?
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13. Szâmhalmazok

8. Mely szâmok alkotjak a racionâlis szâmok halmazât?
9. Milyen betüvel jelöljük a racionâlis szâmok halmazât?

. 10. Hogyan irhatö fel bârmely racionâlis szâm?
11. Milyen összefügges van a racionâlis szâmok es a vegtelen 

szakaszos tizedes törtek között?
12. Hogyan hivjuk azokat a szâmokat, amelyek nem racionâlisak?
13. Mely halmazok egyesitese alkotja a valös szâmok halmazât?
14. Milyen betüvel jelöljük a valös szâmok halmazât?
15. Milyen összefügges van az N, Z, Q es R halmazok között?

426. ° Az alâbbi âllitâsok közül melyik hamiş:
1) a -3 valös szâm;
2) a -3 racionâlis szâm;
3) a -3 egesz szâm;
4) a -3 termeszetes szâm?

427. ° Igazak-e az alâbbi âllitâsok:
1) 1 e İV; 4) 1 e R, 7)
2) 1 e Z; 5) -2,3 e N; 8)
3) 1 e Q; 6) -2,3 e R ; 9)

428. ° Igazak-e az alâbbi âllitâsok:

1) 0 e /V; 4) - İ  e Q; 7)

2) 0 « Z; 5) - j  <£ R; 8)

3) 0 e R; 6) J9 e Q;
429. ° Igazak-e az alâbbi âllitâsok:

1) minden termeszetes szâm egesz szâm;
2) minden termeszetes szâm racionâlis szâm;
3) minden termeszetes szâm valös szâm;
4) minden racionâlis szâm egesz szâııı;
5) minden valös szâm racionâlis szâm;
6) minden racionâlis szâm valös szâm;
7) minden irracionâlis szâm valös szâm;
8) minden valös szâm vagy racionâlis vagy irracionâlis szâm?

430. ° Az alâbbi szâmok közül melyek egy racionâlis szâm tizedes
tört alakja es melyek irracionâlis szâmok:

V7 £ R ;

JÎ2 \ £ r ,

f e * ?

V9 e Z, 

y/9 g R1
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2. §. n£gyzetgyOk. valos szAmok

1) 0,(3);
2) 0,4(32);
3) 0,20200200020... (a 2-es szamjegyek kozotti nullak szama 

eggyel no)?
431. ° Melyik szam nagyobb:

1) 6,542... es 6,452... ; 2) -24,064... es -24,165... ?
432. ° Melyik szam nagyobb:

1) 0,234... es 0,225... ; 2) -1,333... es -1,345... ?
433. * Nevezzetek meg az c/-nak legalabb egy olyan erteket, melynel

az x1 2 3 = a egyenletnek:
1) ket racionalis gyoke van;
2) ket irracionalis gyoke van;
3) nines megoldasa!

434. * Hasonlitsatok ossze az alabbi szamokat:

1) Y  es 6,12; 4) -2,(36) es -2,36;

2) 3,(24) es 3,24; 5) 7,(18) es 7,(17)!
3) 7t es 3,(14);

435. * Hasonlitsatok ossze az alabbi szamokat:

1) 7  es 0,2; 2) \  es 0,77; 3) -1,(645) es -1,(643)!6 9
436. * Rendezzetek csokkeno sorrendbe a 3,(16); n; -1,82...; -0,08...;

2,(136) szamokat!
437. * Rendezzetek novekvo sorrendbe a kovetkezo szamokat: 1,57;

1,571...; y ;  1,(56); 1,(572)!

438. **Igazoljatok, hogy ket racionalis szam osszege, kiildnbsege,
szorzata es hanyadosa is racionalis szam!

439. **Igazoljatok, hogy egy racionalis es egy irracionalis szam ossze­
ge irracionalis!

440. **Igaz-e, hogy:
1) barmelyik ket irracionalis szam osszege irracionalis;
2) barmelyik ket irracionalis szam szorzata irracionalis;
3) barmelyik irracionalis es barmelyik racionalis szam szorzata 

irracionalis?
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13. Szâmhalmazok

f  ISMETLÖ FELADATOK

441.

442.

443.

444.

FELKESZÜLES AZ ÛJ TEMÂHOZ

445. Hatârozzâtok meg a következö kifejezesek erteket:
1) |-3,5| -  |2,6|; 2) |-9,6| -  |-32|!

446. Melyik szâm abszolût erteke 6?
447. Mely szâmokra igazak az alâbbi egyenlösegek:

1) \a\ = a-,
2) \a\ = -a-,
3) \a\ = M ;
4) M = -M ?

448. Mely szâmokra igazak egyszerre az alâbbi egyenlösegek: 
\a\ = a es \a\ = -a l

449. Hatârozzâtok meg az a2, {-a)2 es \a\2 kifejezesek helyettesitesi 
ertekeit, ha a = -8 es a = 7! Vonjatok le következtetest!

450. Ismeretes, hogy a > 0 es c < 0. Hasonlitsâtok össze az alâbbi 
kifejezeseket nullâval:
1) a3c4; 2) ac5\

Egy kilencszintes epület minden szintjen es ininden lepcsö- 
hâzâban 8 lakâs van. Hânyadik lepcsöhâz, melyik szintjen van 
a 186. lakâs?
Az a es b termeszetes szâmok közül az a pâros szâm a b 
pedig pâratlan. Az alâbbi kifejezesek közül melyik erteke nem 
lehet termeszetes szâm:

8b_
’ 5a 5 2 ) f ; 3) — •’ b ’ 4) *1?

a
Igazoljâtok, hogy a vâltozö minden megengedett ertekere a

4 - 4  a + a'
2 a - 4  
a + 2

kifejezes erteke fiiggetlen az a vâltozö erteketöl!
Egy vödörben nehâny üter viz van. Ha kiöntjük a vödörben 
levö viz felet, akkor 14 literrel kevesebb viz marad benne, mint 
amennyi belefer. Ha 4 liter vizet hozzâöntünk, akkor a vödör

terfogatânak ^--a lesz tele vizzel. Hâny literes a vödör?
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NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA
451. Egy osztályba 30 tanuló jár. A tanteremben 15 pad van. Az 

osztályban a lányok fele fiúkkal ül. Bizonyítsátok be, bogy a 
tanulókat nem lehet úgy átültetni, hogy a fiúk fele üljón lá- 
nyokkal!

___________ HA ELKÉSZÜLTÉL A HÁZI FELADATTAL___________

Az irracionalitás fe lfedezése

A 13. pontban az x2 = 2 egyenlet megoldása során inegállapítottuk, 
hogy az OA és OB szakaszok hossza VT (22. ábra). Megmutatjuk, 
hogy a y¡2 irracionális szám.

Tegyiik fel, hogy a yÍ2 racionális szám. Akkor felírhatjuk —
egyszerüsíthetetlen tórt alakban, ahol m és n természetes szám. Azt 
kapjuk, hogy:

y¡2 = —.n

De akkor (VT) =^—j , 2 ~~~T ■> ~ 2w2.

Az utolsó egyenlóségból kovetkezik, hogy nr páros. De ez azt 
jelenti, hogy akkor m is páros szám. Tehát m felírható 2k alakban: 
m -  2k, ahol k természetes szám. Felírhatjuk, hogy (2k)2 = 2n2; 
Ak2 = 2/72; n2 = 2k2. Ebból viszont az kovetkezik, hogy ir páros, tehát 
n is páros szám.

Vagyis az — tbrt számlálója és nevezóje is páros, tehát a tort
egyszerüsíthetó. Ez viszont ellentmond 
eredeti feltételezésünknek.

Az elózó példa (a 22. ábrán az OA 
és OB szakaszok hossza) szemlélteti, 
hogy létezik olyan szakasz, melynek a 
hosszát nem lehet racionális számmal 
kifejezni, tehát a szakaszok mérésére 
nem elegendók a racionális szá- 
mok.22. ábra
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Ha elkészültél a házi feladattal

Ezt a tényt az ókori Görögorszâgban, Pütha- 
gorasz iskolájában fedezték fel.

Elöször a püthagoreusok úgy vélték, bármilyen 
AB és CD szakaszhoz lelhetö olyan MN szakasz, 
amely maradék nélkül néhányszor rámérheto az 
adott szakaszokra. Ebböl kovetkezik, bármely két 
szakasz aránya kifejezhetö természetes számok 
hányadosaként, vagyis racionális számmal.

Például, a 23. ábrán AB = 5MN és CD =

= 2MN, így —  = —. Az MN szakaszt az AB és
CD 2

a CD szakaszok közös mértékének nevezziik.
Ha két szakasznak létezik közös mértéke, akkor a szakaszokat 

osszemérhetoknek nevezziik. Például az AB és CD szakaszok (23. 
ábra) osszemérhetok.

Az ókori görögök úgy tekintették, hogy bármely két szakasz 
osszemérheto, és ez lehetoséget adott arra, hogy bármely szakasz 
hosszát racionális számmal fejezzék ki.

Valóban, ha az AB szakaszt egységnyi szakasznak választjuk, akkor 
az AB szakaszra és bármely CD szakaszra létezik olyan e szakasz, 
amely az adott szakaszok közös mértéke. Tehát AB = ne és CD = me,

. , , , , , ,  CD me m . . .  . . ,ahol m es n termeszetes szam. Vagyis —r  = —  = —. Mivel AB = 1,AB ne n

így CD = — .
n

Maguk a püthagoreusok fedezték fel, hogy 
a négyzet átlója és oldala osszemérhetetlen,
„asszümetron”. Tehát ha a négyzet oldalát 
vessziik egységnek, akkor az átló hosszát 
nem lehet racionális számmal kifejezni.

Ahhoz, hogy ezt bebizonyítsuk, vegyünk 
egy tetszöleges ABCD négyzetet, melynek az 
oldalát tekintsük egységnek. A négyzet te- 
rülete AB2 = 1. Szerkesszünk az AC átlóra 
ACEF négyzetet (24. ábra). Nyilvánvaló, hogy 
az ACEF négyzet területe 2-szer nagyobb az 
ABCD négyzet területénél. Tehát AC2 = 2,
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÓS SZÁMOK

innen AC = J ï . Tehát az AC átló hosszát nem lehet racionális
számmal kifejezni.

Ez a felfedezés megváltoztatta az ókori tudósok egyik posz- 
tulátumát, amely azt mondta ki, hogy bármelyik két inennyiség aránya 
kifejezhetö két egész szám hányadosaként.

Egy legenda szerint ezt a felfedezést a plithagoreusok a legnagyobb 
titokban tartották, és azt az embert, aki elmondta, azt az istenek 
megbüntették. Hajókat'asztrófában halt meg.

I GYAKORLATOK

1. Bizonyítsátok be, hogy a VJ irracionális szám!
2. Igazoljátok, ha egy természetes n szám nem négyzetszám, akkor 

Jñ  irracionális szám!

A számtani négyzetgyôk tulajdonságai.

14.1. t é t c 1. Bármely valós számra igaz az alábbi egyenloség:

egyenloséget, igazolni kell hogy b > 0 és b2 = a.
Bármely a-ra, \a\ > 0.
Az abszolút érték meghatározása alapján: (|tf|)2 = cr. ▲ 
A következö tétel általánosítja az elözö kijelentést.

I __ |A gyokvonás azonosságai

Könnyü belátni, hogy =5 , y¡\A2 =1,4 , -%/cF̂ O . Azt hihetnénk,

hogy >IcC=a. De ez nem így van. Például a -J(-5)2 = -5  egyenloség

nem igaz, mivel -5 < 0. Valójában Ugyanígy

meggyözödhetünk arról, hogy y lp j f  = 7 és A  -2,8)2 = 2,8. 
Altalánosan igaz a következö tétel.

yfü2' = \a\ •
B i z o n y í t á s. © Ahhoz, hogy bebizonyítsuk a Ja = b
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14. A számtani négyzetgyók tulajdonságai. A gyokvonás azonosságai

14.2. t é t e l  (a h a t v á n y  n é g y z e t g y ó k  e). Bármely 
valós a számra és természetes n-re igaz az alábbi egyenloség:

Ja*" = | a" | .

A tétel bizonyítása az elózó tétel bizonyításához hasonló. Végez- 
zétek el ónállóan.

14.3. t é t e l  (a s z o r z a t  n é g y z e t g y ó k  e). Minden 
valós a >  0 és b ^  0 számra igaz az alábbi egyenló'ség:

yfab=>fa ■J~b .

B i z o n y í t á s .  © Mivel -Ja > 0 és Jb > 0, így Ja ■ Jb > 0. 
A szorzat négyzetére vonatkozó azonosságból kóvetkezik:

[JTi-Vb) = {Ja) -(V¿) = tf6.Teháta Ja - Jb szorzat csak nemnegatív 
értéket vesz fel és a négyzete egyenló ab-ve\. ▲

Megjegyezzük, hogy ez a tétel érvényes tóbb tényezóre is. Például, 
ha a > 0, b > 0 és c > 0, akkor

Jabe = J{ab)c = Jab Je = Ja -Jb Je

14.4. tétel (a t ó r t  n é g y z e t g y ó k  e). Minden valós 
a >  0 és b > 0 számra igaz az alábbi egyenloség:

[ñ _ -Ja
n ~ d b '

A tétel bizonyítása az elózó 14.3.-hoz hasonló.
Kónnyen belátható, hogy két ó1, és «S^területü négyzet kóztil annak 

nagyobb az oldala, melyiknek a területe nagyobb 
(25. ábra). Tehát, ha 5, > S2, akkor

y[S\ > J$z • Ezen egyszerü gondolatmenet alap- 
ján megállapíthatjuk hogy: minden nemnegatív 
a, és a2 valós számra, ha a , > a2, akkor 
y[ñ~x > J ü ¡ .

s ,1

25. ábra
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1. PÉLDA
Határozzuk meg a következö kifejezések értékét:

l) Vf-7,3)2 ; 2) Æ F ;  3) V0.8I -225 ;
Megoldás

1) V(—7,3)2 * = I-7,31 = 7,3•

2) y¡3T = l,22 = l,44.
3) /̂0,81 • 225 = VÖI8T- V225" = 0,9 • 15 = 13,5 .

4) [ H = ^ K  = ±
’ V 49 V49 7 '

2. PÉLDA

V24"Határozzuk meg az alábbi kifejezések értékét: l) >/j~8 • VT ; 2) -t=  .
vi 50

Megoldás
l) A négyzetgyôkôk szorzatát helyettesítsük a szorzat négyzetgyó- 

kével:

2) A négyzetgyôkôk hányadosát helyettesítsük a hányados négyzet- 
gyókével:

3. PÉLDA

Egyszerüsítsük a következö kifejezéseket: l) ; 2) J9ab , ha

2) A hatvány négyzetgyókének azonossága alapján: V9a6 =3 -\ay \ ■ 
Mivel a < 0, ezért o ’ < 0. így

V T İV J = Vl8-2 =>/36 =6 •

VÎ5ÏÏ
724 2  

5 '

Megoldás
l) A hatvány négyzetgyókének azonossága alapján:

=3 • I a31 = -3<73 •

3) Jm 2n2 =\m\-\n\ = m-(-n)=-mn .
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14. A számtani négyzetgyok tulajdonságai. A gyokvonás azonosságai

4) Ja™ = \a'* \ . Mivel <718 > 0, ezert Ja™ =\a'*\ = a '&.

4. PELDA

Hatârozzuk meg a következö kifejezesek erteket:

>) V372- l 2 2 ; 2) ^8-648; 3) 6,9 0,4!
Megoldâs

1) A gyök alatti kifejezest alakitsuk szorzattâ:

y/372- \ 2 2 =V(37-l2X37+l2)=V25-49 = 5-7 = 35.
2) A gyök alatti kifejezest alakitsuk negyzetek szorzatâvâ:

JS • 648 = ^8- 2 -324 =^16-324 =4-18 = 72 •

3) Vl6,9 • 0,4 = Vl69 • 0,04 = 13• 0,2 = 2,6 •

5. PELDA

Âbrâzoljukaz y  = Jx2+x függveny grafi- 
konjât!

Megoldâs
Mivel Vxr  = |x |, ezert = | jc| .
Ha x > 0, akkor y = x + x = 2x.
Ha x < 0, akkor y = -x  + x = 0.

Tehât y J 2*’ h a X > °’
[0, ha *<0.

A fıiggveny grafıkonja a 26. abran lâthatö.

9 --------------------------------------------------------
1. Mivel egyenlöV^"?
2. Fogalmazzâtok meg a hatvâny negyzetgyökeröl szölö tetelt!
3. Fogalmazzâtok meg a szorzat negyzetgyökeröl szölö tetelt!
4. Fogalmazzâtok meg a tört negyzetgyökeröl szölö tetelt!
5. Ismeretes, hogy az a, es a2 nemnegativ szâmokra a, > a2. 

Melyik szâm nagyobb a vagy ?

26. ábra

I2 l



2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÓS SZÁMOK

452. ° Mennyi az alábbi kifejezések értéke:

1) VÔ41 ; 4) 3JÜ2F- 7) sV(-10)T ;

2) V F W ; 5) 8) - 4 ^ 1 ) ^ ;

3) 2>/(—1 s)3 ; 6) V(-2)'° ; 9) - l o V F ?
453. ° Számítsátok ki az alábbi kifejezés értékét:

1) Vö7 , ha a = 4,6; -18,6;
2) Jb* , ha b = -3; 1,2;

3) 0 ,lÆ \ ha c = —2; 5!
454. ° Számítsátok ki a következö kifejezések értékét:

1) yßh25 ;

2) Vi 6-2500;

3) JO M -36  ;

4) V400 • 1,44 ;

5) V0,09 • 0,04 ;

6) V6,25-0,16 ;

7) VóM7 ;

8) V72-28 ;

455. ° Mennyi a következö kifejezések értéke:

1) V36-81; 5) V0,36 -1,21 ; 9) ^2,25-0,04-1600

2) V900-49; 6) V52-36 ;
- " » M ;

3) Vi 6 - 0,25 ; 7) V4M7 ; 11) V 9 25

4) J9  •1,69 ; 8) V¿6•52 ; 12) J — •— ?V16 25

9) V25 • 64 • 0,36 ;

10) V0,01-0,81-2500;

11)

12) J—  ;V 256

l3) M ;
' 4 ) ^ 2 ü  •

25 ’

16915) J-V 36-81

' « Æ 256
100
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14. A számtani négyzetgyôk tulajdonságai. A gyokvonás azonosságai

456. ° Határozzátok meg

1) VÎT-VT;

2) V32-V2;

3) VÏ8-V5Ô;
457. ° Határozzátok meg

a következö kifejezések értékét:

4) VO.009 V i000 ; 7) J Ï J - J ï j ;

5 )  7200-7018; S) J I . J s - J I ;

6) 7ÎT-72 726 ; 9)
a következö kifejezések értékét:

1) 7 2 7 -7 1 ; 3) T iö -T Ü T ; 5 ) J i | - V ^ 8 ;

2) V Ü -V J;
458.° Határozzátok meg

77?
77 ’

798

4) 7 ^5 -7 5 0 ; 6) !
az alábbi kifejezések értékét:

1)

2)

3)

4)

73
5)

772
7)

7 7 -7 7
748 ’ 750 ’ 72 ’

7 Ï2 A') 727 S'* 75
7 0 2  ’ o ; T ü y  ’ o ; 7 7 -T í?77 ’

459.* Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét:

n
U 73 ’ J )  7 0 7 ’

r , 76 -72  
^  73

7Í70
76 ’ 4)7 7242 ’

460. * Az <7 szám mely értékeinél igazak az alábbi azonosságok:
1) yfa^ = a; 2) J c f= - a r?

461. * Az a és a b számok mely értékeinél igazak az alábbi azo­
nosságok:
1) JTib = ‘Ja • Jb ; 3) 7-c//> -J~a J~-b ?
2) Job = V -a  ■-J-b

462. * Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét! A gyök alatti
kifejezéseket alakítsátok át négyzetek szorzatává:

1) J 18 -32 ; 4) V75~48 ; 7) ^2,7 • 1,2 ;
2) V8~98; 5) ^288 -50 ; 8) ^80-45 ;

3) ^3,6-14,4 ; 6) ^4,5 • 72 ; 9) J33-291 .
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÓS SZÁMOK

463. * Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

1) J\8  -200 ; 3) 4,4 0,9 ; 5) V*2,5 • 32 ;

2) J3,6 ■ 0,4 ; 4) JÏ3~52 ; 6) JÏÔ8~27 \
464. * Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

1) V 4P-402 ; 3) V8,5J-7 ,52 ; 5) ;

2) Vl452 — I44: ; .4 )  ^21,8^-18,2 =; 6) ’

465. * Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

1) V6,8: -3,2 =; 2) V98,52 -  97,52 ; 3 ) ^ ^ ^ !

466. * Helyettesítsétek az alábbi kifejezéseket velük azonos, gyököt
nem tartalmazó kifejezéssel:

1) 2) -0 ,4 V ? ; 3) 4) V/ñ5" !
467. * Helyettesítsétek az alábbi kifejezéseket gyököt nem tartalmazó,

velük azonos kifejezéssel:

1) 1 ,2 /? ;  2) / ? ;  3) / ?  !
468. * Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) Vw7 , ha m > 0;

2) VÂ?7 , ha ti < 0;

3) J \6 p 2 , ha p > 0;

4) yfÔJëF, ha A- < 0;

5) V?7 ;

6) y/0,25b'4 , ha b < 0;

7) yİ8\x4y 2 , ha y > 0;

8) V0501^6̂ 10 , ha ¿7 < 0; b > 0;

9) -l,2W 64x's , ha x < 0;
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14. A számtani négyzetgyôk tulajdonságai. A gyokvonás azonosságai

ll)2í r J Í S ’ h a a < 0 ;

12) -0,5/w5VU96/wV  , ha m < 0!
469.* Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) >Í9^-

2) y/0,8\db , ha d > 0;
3) -5V4x2 , ha x < 0;

4) -0,lVl00z'° , ha z > 0;

5) V/^Y ’ lia P ^  0;
6) d25m3An™ , ha /;? < 0; n < 0;
7) ab2da4b]ic22 , ha ¿ > 0; c < 0;

8)
8 ;» V  /625¿3V °  

ât2 V 144m6
ha /?? < 0; /r > 0 !

470.**Az alábbi állítások közül melyek igazak az a bármely valós 
értékére:

l) yfá2= a ; 2) yfä4 =a2- 3) 4) Jd*=a4l
471.**Mely valós a értékekre igazak a következö egyenlóségek:

2) 47F = -a 5- 4) V ^ ^ ) 2?
472.**Ábrázoljátok az alábbi függvényeket:

1) y  = yfx2- x  ha x < 0; 3) y = Vx-Vx ;

2) y  = 2x + Jx*; 4) y = -^L + 3!
d x 2

473. **Ábrázoljátok az alábbi függvényeket:

1) y = -Jx2-  2x ha X > 0; 2) y  — V-x • V—x !
474. * Mely x-ekre igazak az alábbi egyenlóségek:

1) Jx2 = x-4-, 2) yfx2 = 6 - x  ; 3) 2>/Ir  = x + 3?
475. * Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

1) y p '^ x  + S ; 2) V 7 = 6x -10!
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ISMÉTLO FELADATOK

476. Határozzátok meg az
f  a 2 -5 a  | 25
U 2-10a + 25 a 2 - 25

kifejezés értékét, ha a = 4,5!
477. Egy traktorosnak 8 nap alatt keil bevetnie a kijelölt földterületet. 

A rossz idö miatt naponta a tervezettnél 3 hektárral kisebb 
földterületet tudott csak bevetni. Igy 10 nap alatt végzett a 
munkával. Mekkora földterületet kellett a traktorosnak be­
vetnie?

478. Az a és b természetes számok közü! a páros, b páratlan. Az 
alábbi kifejezések közül melyik értéke lesz bármely a és b-re 
páros:

l ,  NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA

479. A táblára felírtak 102 egymást követö természetes számot. 
Felbonthatók-e ezek a számok két olyan csoportra, melyek 
összege prímszám (egy-egy csoportban legalább két össze- 
adandónak kell lenni)?

Tehát a y¡4S felírható egy racionális szám, a 4 és egy irracionális
szám, a VJ szorzataként. Ezt az eljárást a négyzetgyôkjel alóli 
kiemelésnek nevezzük.

Figyeljük meg az elözö átalakítást fordított sorrendben:

l ) ( o  + A )A ; 2) y ; l~b . ab' 9
2 ’ ;  2

I __ I azonos átalakításai
Négyzetgyôkôt tartalmazó kifejezések

A szorzat négyzetgyôkének azonossága alapján átalakítjuk a ^48 
kifejezést:

V 4 8 = V l6 -3 = V Í6 -^  = 4V3 •

4V3 = VT6-V3 =^16-3 =>/48 • 
Ez az eljárás beviíel a négyzetgyôkjel ala.

126



15. Negyzetgyököt tartalmazö kifejezesek azonos âtalakitâsai

1. PELDA
Az. alâbbi kifejezesekben emeljiink ki teııyezöt a gyökjel alöl:

l)  4 \5 0 ; 2) yİTÎö* ; 3) 4) 4-b*  \ 5) 4 tfW , ha a < 0\
Megoldâs

1) A gyökjel alatti szâmot irjuk fel olyan szorzatkent, melynek egyik 
tenyezöje negyzetszâm:

4 Î5 Ö  = j 2 5 - 6 = 5 4 6  .

2) 4T2c4  =  V36<78 • 2 = 6 c d 4 l .
3) A feltetelekböl következik, lıogy b > 0, ezert

yfb^ = ^ T~b=\bn \ylb=bil4b .
4) A feltetelekböl következik, lıogy b < 0, ezert

= I z,'71 vCÂ= -ft'7, / ! * .
5) A feltetelekböl következik, hogy b > 0, ezert

<J a ='Ja2b2b = \ a | • | b \ 4b = -ab4b  .

2. PELDA
Az alâbbi kifejezesekben vigyünk be tenyezöt a gyökjel ala:

l) - 2 / 7  ; 2) ûî/ 7  ; 3) 4) c 4 d \

Megoldâs
1) -2V7 = - / 4 - / 7  =-^28 .

2) Ha a > 0, akkor a 4 î = 4â2-4 f = >lla2 , ha c/ < 0, akkor a 4 f =
= -V ? -V 7 = -V 7 ? .

3) A feltetelekböl következik, hogy £ < 0, ezert 3b J - ^  =

4) A feltetelekböl következik, hogy c > 0, ezert = Jc2 • yfc^ = -Jc  ̂.
3. PELDA

Egyszerıısitsük az alâbbi kifejezeseket: l) /54<7 + V24<7 -/öOOa ;

2) (3 + 2/3)(2-/3); 3) (7-3/I)2- (VTo+V5)(/ÎÖ'-V5)!
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Me gol dá s
1) Emeljünk ki tényezôt a gyökjel alól:

VS4c/ + V24a -  VóOOa = J9 • 6a + -J4 ■ 6a - J \0 0  ■ 6a = 

= 3 Vóc7 + 2^6a -  1 oVótf = yÍ6a (3 + 2 -  10) =
= 46a • (-5) = -5 Vó¿/.

2) (3 + 2V3)(2-V3)=6-3V3+4V3 -2(V3)f =
= 6 + V 3-6  = V r

3) Alkalmazzuk a külônbség négyzetének és a kéttag külonbsége és 
összege szorzatának nevezetes azonosságait:

(7 -  3V2 J -  (VTÖ + VJ jfVTÓ -  V5 )= 72 -  2 ■ 7 • 3V2 + (3V2J -

4. PÉLDA
Alakítsuk szorzattá a következö kifejezéseket: 1) c/2 -  2; 2) -  4,

ha ¿ > 0; 3) 9c-6>Í5c +5 ; 4) a + >fa ; 5) VJ + 6; 6) VT^-VTI.
Megoldás

1) írjuk fel az adott kifejezést kéttag négyzetének külônbségeként

o2 -  2 = a2 -  (V2 )2 = (út-V?)(út+VI ).
2) Mivel a feltétel szerint b > 0, ezért

b - 4  = (Vé)2- 4  = (J b - + 2).
3) Alkalmazzuk a kéttag külônbségének négyzete azonosságát:

9c — 6>Í5c + 5 = (3 Ve 2-3 Ve -VJ+(VJ) =(3V e-V Jj .

4) Emeljünk ki közös tényezôt: a + Ja={yfâ) + J~ä = Vö"(Vö"+l).

5) VJ+ 6 = V3+2-(V3)2 = V3(l+2V3).

6) V 35-V i? = V5-V7-V5-V3 =V5(V7-VJ).

5. PÉLDA
Egyszerüsítsük a következö törteket:

1)
b - 1 2 - 3V2

V/T+i’ ' VI
3)

a - b
a-2-Jäb + b ’ ha <7 > 0 és > 0!
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15. Négyzetgyôkôt tartalmazó kifejezések azonos átalakításai

. Megoldás
l) A tört számlálóját alakítsuk szorzattá:

VJ+1 VJ +1 VJ +1
1)  2 -  3V2 _  (V2 y -  3V2 _  V2 (^2 -  3) _  3

'  VJ VJ VJ
3) Mivel a > 0 és b > 0, így szorzattá alakíthatjuk úgy a számlálót, 

mint a nevezöt:

a - b  _  (V J-V J) (Va + VJ) _  Va + VJ
a-2-Jäb+b  (V J-V J)2 d a - > f b '

6. PÉLDA
Gyöktelenitsük a következö törtek nevezôjét:
IX 15 ^  14 ,

 ̂ 2VJ ’  ̂ s V J - l  '
A nevezo gyôktelenitése azt jelenti, hogy a törtet úgy bövitjük, 

hogy a nevezôjében ne legyen gyökös kifejezés.
Megoldás

1) Bövitsük a törtet VJ-mal, vagyis szorozzıık meg a számlálót és 
nevezöt is VJ -mal:

15 _  15VJ _  15VJ _  15VJ _  sVJ 
2VJ 2VJ V3 2ÍVJ)2 2-3 2 '

2) Szorozzuk meg a számlálót és a nevezöt is 5>Í2 + \ kifejezéssel:

14 u f c V J + ı )  _14 (5 VJ + 1) _  14 (5 VJ + 1) _
5 V J -  1 (5 V2 -l)(5 V2 + l) (5V2J - I  ~~ 50-1

_  14(5 V2 + 1) _  2(5 VJ + i ) _  10V J +2
49 7 7

F e 1 e 1 e t: 1 ) — ; 2) w^ +1 ,
7 2 7 7

7. PÉLDA
Igazoljuk a

vVJ + VJ VJ-VJ b - a  J  ̂ VJ + VJy 
azonosságot!
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Me gol deis

\ da + Jb -Ja -  \ b  b -  a ) \  va + wb )

J7T(Ja -  Jb)+ Jb (Ja + Jb)+ 2 Job ( j  Jb  (Ja + J~bX\
g 7 7 7 F )p r ^ 7 b )l j ¿ +jb y

a -  -Job + Job + b + 2 {¡EL ( y , ) ( ^ - ^ )
a-6  ' ' fl-¿»

= \ £ M $ M z S = y - l+ jh .
(77 + 77)(77 -  77)

8. PÉLDA

Egyszerüsítsük a V 12+671 kifejezést!
Megoldás

Alakítsuk a gyok alatti kifejezést teljes négyzetté:

V Í T 7 6 ^  = V 9 + ^ 7 V ^ ( ^ ^  = $ + j f f  = 3 + 7 1 .

F e 1 e 1 e t: 3 + 7 1 .

480. ° Emeljetek ki tényezót a gyokjel alól:

1) 7 1 ; 4) 754 ; 7) 7275 ; 1 0 ) 7 p 8 ;
2) TÍT; 5) 7490; 8 )7 Í0 8 ; 11) T U ! ;
3 )  731 ; 6) 7500; 9 ) 7 0 7 2 ;  12)^36300!

481. ° Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) 1 7 4 5 ; 3) J-TIOO;
3 10

2) 17128 ; 4) -0,0574400 !

482. ° Emeljetek ki tényezót a gyokjel alól:

1) 7 2 7 ; 4) 7Í25*; 7) -  27ÓJ8*; 1 0 )1 7 9 8 ;
7

2 )  7 2 4 ;  5 ) 1 7 9 6 ;  8) ± 7 6 3 ;  1 1 ) 1 0 7 0 0 3 ;
8 9

3) 720 ; 6) 0,47250; 9) 0,871250; 12) 0,771000 !
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483. ° Vigyetek be tényezôt a gyökjel alá:

1 )  7 ^ 2 ; 4) - lo V ÏÏ  ; 7) İ-V32 ;

2) 3VTT ; 5) 5^8; 8) - |V 5 4  ;

3) -2VÍ7 ; 6) óVa ; 9) IVi28a ;
8

484. ° Vigyetek be tényezôt a gyökjel alá:

10) -0,3VU)6 ;

1) 2V6 ; 3) -1 lVT ; 5) - 7 Ä ;  7) 8 ^  ;

2) 9-VJ ; 4) 124b \ 6) -10^0,7m ; 8) -1 ^ 1 8 ^ !

485. ° Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:

1) 4-Va+3Va-5 V a; 3) 5-Vc + 3-V7 -  Ve +3^íd ;
2) 6yfb+2>fb-8Vb-, 4) V5 + 7V5 - 4V5 !

486. ° Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:

1) 3Va -2Va ; 3) 9Vó- 2 ^ 3 +8VJ-3Vó !
2) Vc+loVc-14Ve;

487.° Helyettesítsétek a következö kifejezéseket velük azonos kife- 
jezésekkel:
1) V9a+V25a-V49a ;

2) V ó4^-iV 36¿;
7 6

3) 2V0,04c -0,3VÍ6c + jV0,81c ;

4) 0,4Vl00m + \ 5 ^ - \ ,2 j2 ,2 5 m  !

488. ° Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:
1) 2V4x + óVÍ67-V6257;

2) 3^Ô Ô 97-0 ,6V Î447+ 7Y ^7!

489. ° Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:
1) 8V2 -V 3 2 ; 3) V96-3V6;
2) 6V3 -V 2 7 ; 4) 2V5ÖÖ-8V5 ;
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490. °

491. °

492.c

5) 5V7 -V 7ÖÖ-0,5^28 ; 6) 2 ^ 2 0 -1 V45-0,6^125
Racionálisak vagy irracionálisak-e az alábbi kifejezések:
1) V 48-6-4> /3 ; 2) VÎ62 -  9^/1+V27 ?
Egyszeríísítsétek a következö kifejezéseket:
1) 4 /7 0 0 -2 7 ^ 7 ; 4) 5 Æ -7 V 3 ;
2) yfl5-6y/3; 5) 3 /7 2 -4 /2 + 2 ^ 9 8 ;

3) 2/ 5Ö - 8/ J ;  1
Egyszeríísítsétek a következö kifejezéseket:

1) /2(/50+V 8); 3) ( W 5 - 4 / í ) / f  ;

2) ( /T - Z i l j / Í ;

6) |VÍ08+V363 -¿V243
3 9

4) 2 /2 |3V T8-^V 2+/32 

493.° Egyszeríísítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) 77(77-728); 3) (4V3 -V7 5 +4)373 ;
2) (7¡"8+T72)V2 ; 4) (7600+76-724)76
Végezzétek el a kijelölt szorzást:494.

1) (2-/3)(V3+l);

2) (> /2+ /f)(2 /í-V 5);

3) (a+Vb)[a-Jb);

4) (/T-/7)(/r+-% /c);

5) (4+VJ)(4-V3);
495/

4 9 6 /

6)

7) (4V2-2V3)(2/3+4V2);

8) (//7+V«) ;

9) ;

10) (2- 3V3)2!
Végezzétek el a kijelölt szorzást:

1) (77+3)̂ 77-1); 5) (75-4 (75+4 ;
2) (477—7 J )(277+577); 6) (7 İ9+ 7Î7)(79-T Î7);

3) (77-4(77+4; 7) (76+77)-;
4) (6-7İ3)(6+7î7); 8) (3-27İ?)2 !
Mennyi az alábbi kifejezések értéke:

1) (2+T7)2 -477; 2) (76-77): +677?
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497. ° Határozzátok meg áz alábbi kifejezések értékét:

1) (3 + VJ)2-6V5 ; 2) (>/Í2-2V2)2 + 8V6 !
498. ° Gyoktelenítsétek a következö törtek nevezôjét:

1 )
4

J 2 ;
3) J ! .

7 7 ’ 5) J ? : 7)
7

V7 ;

2 )
12
^6 ;

. N w 
4 > T n ' 6) 7 T ? ; 8)

24
SV!

499.° Gyoktelenítsétek a következö törtek nevezôjét:

0  i r r ' ’ 2) /F » 2) ;
13

VÎT ’ ‘ ' T í ’ J; Tío’ 4) 726' J> 7İI
500.* Alakítsátok szorzattá az alábbi kifejezéseket:

O _30_. M _2_ 
5) 6) 3/7

501

1) *2 -  3;
2) 4¿>2 -  2;

3) 5 -  6c2;
4) £7 — 9, ha ¿7 > 0;
5) m -  n, ha m > 0, /7 > 0;
6) 16a* -  25y, ha x > 0, y > 0;

7) a-2-J~â +1 ;
8) 4/77-28V/W77+4977, ha m > 0, n ^ 0;
Alakítsátok szorzattá az alábbi kifejezéseket:
1) 15 -  x2; 6) m+2Jmn +n, ha m > 0, « > 0;

9) 6 + 6>/6+9;

10) 3 + 2V3c + c ;

11) 2 + V2 ;

12) 677 -7 ;
13) £7-77;
14) 77 + 757;
15) J Ï5 - J 5  !

2) 49x2 -  2;
3) 36p -  64<7, ha p > 0, q > 0;

4) c -  100, ha c > 0;

5) ¿7-8b Ja +16/r ;
502.* Egyszerüsítsétek a következö törteket:

1)

2)

7) £7-477+4;

8) 5 + 77;
9) y /3 ¿ -p ;
10) 7T2+732 !

a1 - 1
3) c - 9 5) 5-Ja -  iJ b

a + J l ’ 7c- 3 ’ 2 5 a -4 9 b

J J - b 4) a -b 6) 100o2 -  9b
3 - b 2 ’ Ja  + 77 ’ \0a + 3Jb
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7)
J l - \

9)
Vi?-Vó

11)Vó-Vj ’ 5-VÎÏÏ ’

8)
VJJ + VÏÏÏ 1 3- VÎT

12)J 7 + J 2 ’ lü> VTJ ’
’Egyszerüsítsétek a következö törteket:

1) X- 25 4)
Viô+VJ

7)Vx -  5 ’ VJ ’

2)
Va + 2

5)
2 3 -V 2J

8)a -  4 ’ V23 ’

3)
a - 3

6)
V2 4 -V 2 8

J a  + J 3 ’ V54-V63 ’
Emeljetek ki tényezôt a gyôkjel alól:

1) VJá2", ha <7 > 10; 3) VÏTT 5

2) V562 , ha < (); 4) V T l
’Emeljetek ki tényezôt a gyôkjel alól:

1) Vi 8jc12 ; 2) , / / !

a + lJctb + b 
Ja  + Jb  ’

4b2 - 4 b Je +c 
2 b -J e

Ja  -  Jb  
a -  iJ a b  + b ’

A-8VJ+16 ,
J b - 4 •

506.* Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:

1) VÖ8-VJÖ+V32 ;

2) 3V^ + Vl28-!VT62 ;
3

3) 0,7V ^Ö Ö -7/r+2VfÖ 8;V 49 3

4) V5^-2V2Öä + 3V8Öä;

5) JTFb - —Jcfb , ha ¿7 > 0, ¿ > 0;
a

6) V?" + 4cJc^ — 5c2Jc !
507.*Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:

1) 0,5Vf2-3</27 +0,4^75 ;

2) 2 ,5 J 2 $ b + j.J ^ ~ \o J Ö ş m  ;

3) J s W - 5 a 3J ¿ + ^-J tf\
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508. * Bizonyítsátok be a következö egyenlôségeket:

1) VİTh VT = Vv + 2; 2) V14+8V3 = 78+76 !
509. * Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) (2V3 -l)(V27"+ 2); 4) (7+4a/3)(2-V37 ;

2) (%/s" — 2)r — (3 V5"J ; 5) (V6 + 2V5 -V6 - 2V5 J  !

3) V V ÍT -4W Í7+ 4  ;
510.* Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

1) (3V2+l)(V8-2); 3) (\0 -  A«fë)(2 +«/ój ;

2) (3-2«ffJ + (3 + 2«/l]- 4) IV9- 4V2 W 9+4V2 Y!

511.* Egyszerüsítsétek az alábbi törteket: 
Aa + A«Í5

1)

2)

3)

a 2 - 5  ’

728 - 2 _
6a -  21 »

a + A«fäb + 46 
a -  Ab

4)
X2 -  6y

X2 + 6y -  X-J2Ay

, ha a > 0, b > 0;

7Ï7 + «fb

51 7 7 Z J 7 ’

wTah -  27 . 6) — —----- '
1fm - 3

512.* Egyszerüsítsétek az alábbi törteket:

a -  b a - 2 7 a +4
l)

2)

7 İİ6 -T ÏÏâ  ’
2a + 10«/2ab + 25 b

3) a4a  +8

, ha a > 0 és b > 0;6a -  15b
513.* Gyoktelenítsétek az alábbi törtek nevezôjét:

1)
72

3)
15

5)
1

«Í2 + 1 ’ «fÏ5 -T iT  ’ «fa -  «fb

2)
4

4)
19

6)
73+1 ,

7 7 + 7 3  ’ 275-1  ’ •/3 - 1
514.*Gyoktelenítsétek az alábbi törtek nevezôjét:

8 . . 9
1)1} 75-2 2) >fîÔ -T Ï’ 3) «fx+Jÿ ’

2-Jl
4) -£- 2t= ! 2+72
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3) 4 ± i - 4 z i = 4 '/2 ! 
yÍ2-\ V2+1

515. * Igazoljátok a következö egyenlôségeket:

i) —  '—r + —L r = iO ;
5-2Vó 5 + 2V6

2 2 _ Q.
'  3 ^2 + 4  3V2 - 4  ’

516. *Igazoljátok, hogy az alábbi kifejezések értéke racionális szám:

6 6
1)

V ñ + V ó  | VÎT- V ó ,
3 + 2V3 3- 2V3 ’ VTT—Vó V n + V ó

517.* Egyszeríísítsétek a következö kifejezéseket:

a + J ñ  ba 4ifa - 4
0  V^-2 V^-2

Vw +1 V/» +3
J ñ i - 2  Jm  ’

+ 4 Vx- 4

6) Vá 2VÖ+2’

3)

4)

5)

^/xy + .y X + V*y

Va_____ a
J a + 4 a - 16 ’

Jb

x Je  -  5 . c -2 5
7) ^  ‘ 3c ;

8) í ^ _ _ ^ _ v Y I .
' l Vä+iJ <3-1 ’

V¿7 + Vá , V¿T j . Va

■ +
Vaá -  b Jb -  Ja

9)

, 0 >

Jb Ja  -  Jb J Jb

V x - 3 ^ l 2 V x j .  Vx+3

5í 8.* Egyszeríísítsétek a következö kifejezéseket:

J a - 3 J7¡ - 4  
1} V«+l Vä ;

Ja  +1 Jb  +1
a - J o b  J ñ b - b  ’

4)
Jm ( Jm  + J ñ  J ñ

J m - J ñ  I J ñ  J m - J ñ

( Vx +1 4Vx j  x + Vx
5) lVx-1 X-1

3)
Vx Vx

6)
a -6 4  1______J ñ  + 8 (
J ñ + 3 a + &Jñ a — 3Jñy - 2 j y  3 j y - 6  ’

519.** Emeljetek ki tényezôt a gyökjel alól:

1 ) V -iri‘ ; 4) JrnW  , ha ni < 0, « < 0;

2) Ja4bli , ha ¿7 =£ 0; 5) yl\5x3y 14 , ha y < 0;

3) J4xby  , ha x < 0; 6) J64crb9 , ha a > 0;
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7) y/2A2nıub's , ha b < 0;

8) y¡-m2n2p 's , ha a;; > 0, n < 0!
520. *’ Emeljetek ki tényezôt a gyôkjel alól:

1) V-m19 ;
2) -Ja2ib2A , ha b * 0;

3) V49a2/> , ha a < 0;

4)

5) yİ27x'5y İA , ha y < 0;

6) J  - 5 0 m b nb p 1 , ha aaa >  0, A7 >  0!
521. ”  Vigyetek be tényezôt a gyôkjel alá:

1) ôV J; 5) xy2J x ÿ ,  ha x < 0;

2) b̂ b -, 6) 2pjf;

3) cVF; 7) 2p f f ;

4) inJri, ha ni > 0; 8) ab2̂ ,  ha a > 0!

522.** Vigyetek be tényezôt a gyôkjel alá:

1 ) m 4 î  > ha m > 0; 4) x4yjx*ÿ  , ha y < 0;

2) 3nVë, ha /? < 0; 5) 7a j±  ;
V ci

3) W p 7 ; 6) 5a/)JIZ
V 56 ’

ha fl < 0, /) > 0.

523.”  Bizonyítsátok be a kôvetkezô azonossâgokat:

r %yf7i______ 154a  Y  8Va+41 f 7V a-4 9  _  -,
V VcT + 7  a +14 Va + 49 J a -  49 Va + 7

2) £^[+27 í_ y ¡_ 3 ___=
Va -  V¿ V.a-3Va+9 aVa + 27 y
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524.** Egyszerüsitsetek az alâbbi kifejezeseket:

1) a + J~öb a — b J~â+>Fb
■Ja - J b  

>fĞba +

2) \J~â + J b - - 2-Jâb ■Jâ-■Jb -Jb
+ JT) {■Jâ + Jb Jâ ,

525. * Egyszerüsitsetek a következö kifejezeseket:

1) J3+2J2 ; 2) V7+4VJ ; 3) J 11+2^30 !
526. * Egyszerüsitsetek a következö kifejezeseket:

1) V8+2V7 ; 2) J\5+6>Î6 ; 3) Vt+ İT hT !
527. * Egyszerüsitsetek az alâbbi kifejezest:

1 1
V2 + 1 V3 + V2 /T + V T  V5 + V4

528.* Igazoljâtok, hogy

■+...+

+ . . . +
yîÖĞ+^99 ■

V9Î-1 .
VÖT + J&9V3+I V5+V3 ^7+>/5

529. * Igazoljâtok, hogy

Jl-yİ2+yÎ2 -yÎ2+J2+y/2 -V I -V 2 + V 2  = 2 !
530. * Egyszerüsitsetek az alâbbi kifejezeseket:

1) V10+8V2+79+4V2 ; 2) V22+6V3+V13+V48 !

I ISMETLÖ FELADATOK

531. Egy munkâsnak naponta 12 alkatreszt kellett elkeszitenie. Mivel 
ö naponta 15 alkatreszt gyârtott, igy a hatâridö lejârta elött 
mâr 5 nappal, csak 30 alkatreszt kellett elkeszitenie. Hâny 
alkatreszt kellett a munkâsnak a terv szerint legyârtania?

532. Egy kiârusitâson egy termek ârât 20%-kal csökkentettek. Hâny 
szâzalekkal kellene ennek a termeknek az ârât növelni, hogy 
az eredeti âron lehessen ertekesiteni?

533. Egy csönak a folyon lefele haladva 32 km-t 4 ora alatt tett 
meg, a folyon felfele pedig 8 ora alatt. Hatârozzâtok meg a 
folyöviz sebesseget es a csönak sebesseget âllövizben!
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534. Ferenc es Olga egy vonaton utazott. Ferenc a szerelveny 
elejetöl szämitva a 12-edik vagonba szällt fei, Olga a vegetöl 
szämitva a 4-edikbe. Fläny vagonböl ällt a szerelveny?

535. Az adott kifejezesek közül melyik erteke a legnagyobb, ha az 
a szäm pozitiv, a b szäm pedig negativ:
l) erb; 2) -a 2b2\ 3) -ab2\ 4) ab\ 5) - a2bl

p , NEM HAGYOMÄNYOS MÖDSZEREK HASZNÄLATA

536. Egy ürhajö a Vendegvärö bolygöt azonos idöszakonkent läto- 
gatja meg (nem feltetlenül egesz naponkent). Lehetseges-e, 
hogy ebben az evben elöször hetfön, mäsodszor kedden, ne- 
gyedszer vasärnap järt a bolygön?

A negyzetgyökfüggveny es grafikonja

Ha A'-szel jelöljük a negyzet területet, akkor az y -  Jx keplettel 
meg tudjuk hatärozni a negyzet oldalhosszät. A terület, az x vältozäsa 
maga utän vonja az oldalhossz, az y vältozäsät.

Erthetö, hogy minden x erteknek csak egy y ertek felel meg. 
Tehät az y es az x vältozö között egyertelmü a hozzärendeles, vagyis
az y = yfx keplet egy fiiggvenyt add meg.

Mivel a >fx kifejezes, csak a nemnegativ ertekekre ertelmezhetö, 
igy a negyzetgyökfüggveny ertelmezesi tartomänya is a nemnegativ 
szämok halmaza.

A yfx kifejezes erteke sem lehet negativ szäm, igy egyetlen negativ 
szäm sem tartozhat hozzä a függveny ertekkeszletehez. Igazoljuk,
hogy az y = -Jx fiiggveny bärmely nemnegativ szämot felvesz, peldäul 
y = 7,2. Valöban letezik az argumentumnak olyan erteke, melynel
VT = 7,2. Ez a szäm az x = 7,22. A bemutatott pelda igazolja, hogy 
bärmely nemnegativ b szämra, letezik olyan x ertek, hogy Jx = b. 
Ez a szäm a b2.

139



2. §. NÉGYZETGYOK. VALÓS SZÁMOK

yi i

• • • • • •

1 . • •• •

.

O. i

28. ábra

Tehát az y = >fx függvény értékkészlete a nemnegatív számok 
ha I maza.

Figyelembe véve az y = Jx függvény értelmezési tartományát és 
értékkészletét megállapíthatjuk, hogy a függvény grafikonja az I. 
koordináta-negyedben helyezkedik el.

Készítsünk fiiggvényérték táblázatot. Az alábbi táblázatban feltiin- 
tettünk néhány argumentumértéket és a hozzá rendelt függvényértéket.

X 0 0,25 1 2,25 4 6,25 9
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Tüntessük fel koordináta-rendszerben azokat a pontokat, melyek 
koordinátái a táblázatban szerepló értékpárok (27. ábra)!

Minél tobb olyan pontot tüntetünk fel, melynek a koordinátái
kielégítik az y=-Jx  egyenletet, annál kevésbé fog eltérni a mi rajzunk
az y = yfx függvény képétol (28. ábra).

Ha minden ilyen pontot fel tudnánk tüntetni, akkor a 29. ábrán 
látható rajzot kapnánk. Késóbbi tanulmányaitok során megbizonyo-
sodtok majd arról, hogy az y = Jx  függvény grafikonja az y = x2 
függvény grafikonjának az egyik ága.

JOl

1
_- -

0 i X

29. ábra

y >l

{ V•L2 -  ■ _-
/ z1 t

I
0 X . Jl

' 2 X

30. ábra
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Vizsgáljuk az y  = 4x függvényt két tetszöleges x, és x2 argu- 
méntumra, melyekre igaz hogy x, < x2. A számtani négyzetgyok
tulajdonsága alapján megállapíthatjuk, hogy < ^x^ . Ez azt jelenti, 
hogy a nagyobb argumentum értéknek nagyobb fiiggvényérték felel 
meg, és fordítva, nagyobb függvényértékhez nagyobb argumentum

érték tartozik, vagyis ha < akkor x, < x2(30. ábra).
Az alábbi táblázatban összefoglaltuk az y = Vx függvényrol az 

ebben a pontban tanultakat:

Ertelmezési tartomány Minden nemnegatív szám
Értékkészlet Minden nemnegatív szám
Grafikon A parabola egyik ága
Zérushely (az argumentum azon 
értéke melynél a fiiggvényérték 
nuil a)

x = 0

1. PÉLDA

Oldjuk meg grafikusan az Vx = 6 -  
-  x egyenletet!

Megoldás
Ábrázoljuk közös koordináta-rend-

szerben az y = Jx és az y = 6 -  x 
függvények grafikonját (31. ábra)! A 
grafikonok metszik egymást, a met- 
széspont abszcisszája 4. Az ellenorzés 
igazolja, hogy a 4 valóban gyöke az 
egyenletnek.

2. PÉLDA

Hasonlítsátok össze a következö számokat: 1) 6 és JT\ ; 2) 3 V7 
és y¡65\

Megoldás
1) Mivel 6 = V36 és 36 > 31, ezért ^36 > így 6 > VTT.
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2. §. NEGYZETGYÖK. VALÖS SZÄMOK

2) Tudjuk, hogy 3 J l =J(33 es 63 < 65, igy J63 < J fö  . Tehät 
3 j l  < V65 .

3. PELDA

Mely x ertekekre teljesül a Jx < 3 egyenlötlenseg? '
Me go Id äs

Az adott egyenlötlenseget irjuk fei Vx < J9 alakban. Mivel az 
y = Jx függveny nagyobb ertekeihez nagyobb argumentum felel
meg, igy x < 9. Figyelembe veve, hogy a Jx kifejezes csak pozitiv 
szämokra van ertelmezve, igy 0 < x < 9.
4. PELDA

Egyszerüsitsük a V(V5-2j+ ^  -3^ kifejezest!
Me goldäs

Vegyiik figyelembe, hogy V5 > 2 es J5 < 3, igy J 5 - 2  > 0 es 
V5-3 < 0. Tehät

+ J ( j5 -3 f =|V5-2| + |V5-3| =
= J s - 2  + 3 - J s  =1.

F e 1 e I e t. 1.

* 1. Mi az y = Jx  függveny ertelmezesi tartomänya?
2. Mi az y  = 7 7  függveny ertekkeszlete?
3. Melyik koordinäta-negyedben van az y = Vx függveny grafi- 

konja?
4. Milyen görbe az y = J 7  függveny grafikonja?
5. Mi az y -  7 7  függveny zerushelye?
6. Az a es a Jb nemnegativ szämokröl tudjuk, hogy a > b. Hason- 

litsätok össze a 7 7  es Jb kifejezesek erteket!
7. Tudjuk, hogy Ja < J b . Mit mondhatunk el az a es a b 

szämokröl?

537.° Töltsetek ki a täbläzatot, ha y  = J x  !
X 0,01 3 1600
y 9 11 1,5
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16. A negyzetgyökfüggveny es grafikonja

538. ° Egy függveny az y  = Vx keplettel van megadva.
1) Mennyi a függveny 0,16; 64; 1,44; 3600 argumentumähoz 

tartozö helyettesitesi erteke?
2) Az argumentum mely ertekenel veszi fei a függveny a 0,2; 

5; 120; -4  erteket?
539. ® Rajz nelkül ällapitsätok meg az aläbbi pontok közül melyek

illeszkednek az y = Jx függveny grafikonjähoz: /i(36; 6); 4;

540.° Az aläbbi pontok közül melyek tartoznak az y = Vx függveny 
grafikonjähoz:

3) 5 es y/26 ; 6) 3^2 es 2^3 ; 9) ¿75 es 4^3 !
542.° Melyik szäm nagyobb:

543.* Rajz nelkül hatärozzätok meg az y = Jx  függveny grafi- 
konjänak es az aläbbi egyenesek metszespontjänak koordinätäit: 
1) y = 1; 2) y = 0,8; 3) y = -6; 4) y = 500!

544.* Rendezzetek a következö szämokat csökkenö sorrendbe: 8;
J62 ; 7,9; Vö5 ; 8,2!

545.* Rendezzetek a következö szämokat növekvö sorrendbe: V3S ;

546.* Mely ket egymäst követö termeszetes szäm között helyezkedik 
el az aläbbi szäm a szämegyenesen:

1) A{ 16; 4);
2) B(49; -7);

3) C(3,6; 0,6);
4) D (-36; 6)?

541.° Hasonlitsätok össze az aläbbi szämokat:

6,1; 6; V 5 J; 5,9!

1) ^ 2 ;
2) V3;

3) V5;

4) V7 ;

5) VTJ;

7) V59 ;
8) -V iT 5;

9) -V76,19?
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÓS SZÁMOK

547. * Mely két szomszédos természetes szám között helyezkedik el
az alábbi szám a számegyenesen:

1) Ve ; 3) 729 ; 5) - 7 ¡ 6  ;

2) 7 Ï9 ; 4 )7 1 6 0 ; 6 ) - 7 3 0 J ?
548. * Nevezzétek meg azokat az egész számokat, melyek a szám­

egyenesen az alábbi számok között helyezkednek el:

1) 3 és Vó8 ; 3) -VJT és -2,3;

2) V7 és V77 ; 4) -V42 és 2,8!
549. * Nevezzétek meg azokat az egész számokat, melyek a szám­

egyenesen az alábbi számok között vannak:

1) VT és VTT; 2) Vio és V9Ğ; 3) -  VÏ45 és -V47 !
550. * Mely x értékekre igazak az alábbi egyenlôtlenségek:

1) VT > 2; 2) V* < 4; 3) 6 < V7 < 9?
551. * Mely x értékekre igazak az alábbi egyenlôtlenségek:

1) VT < 8; 2) VT > 7; 3) 10 < V7 < 20?
552. * Oldjátokmeg grafikusan az alábbi egyenleteket:

1) V x= x; 3) Vx=x + 2; 5) Vx= — ;
„x

2) V7 = x2; 4) V* = 0,5* + 0,5 ; 6) V* =1,5-0,5* !
553. * Oldjátok meg grafikusan az alábbi egyenleteket:

1) J~x = -* -1  ; 2) V7 = 2 - x ;  3) V * = Í!
.x

554. * Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) V M 7 ; 3) V(2V J - 3J  ;

2) V i T ó - T v f 4) +>/(3-V3)r

555.* Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) V(V5-4]f ; 2)

556.** Oldjátokmeg a V7 = -x 2 egyenletet!

557.** Adott az f(x) = \ x ’ ’ fiiggvény!
i J~x , ha x > 0
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16. A négyzetgyôkfüggvény és grafikonja

1) Hatârozzâtok meg / ( —8), /  (O), f ( 9) helyettesitési értékeket!
2) Abrâzoljâtok a fiiggvény grafikonjât!

558. ** Adott az f(x) = I x *la x ^ fiiggvény!
[ vx , ha x > 0

1) Hatârozzâtok meg f(-2), f(0), f(l), /(4) helyettesitési ér- 
tékeket!

2) Abrâzoljâtok a fiiggvény grafikonjât!
559. "Hatârozzâtok meg az y = J ^ x  fiiggvény értelmezési tarto-

mânyât, értékkészletét és zérushelyeit! Abrâzoljâtok a fiiggvény 
grafikonjât!

560. *’Abrâzoljâtok az y = ~j= függvényt!
■v x

561. * Egyszerüsitsétek a kôvetkezô kifejezéseket:

1) V8-2V7 ; 3) V 12-6^3 ;
2) yl5-2y/6 ; 4) ^2%-\2>Î2 !

562. * Egyszerüsitsétek a kôvetkezô kifejezéseket:

1) V9-4>/5 ; 2) V7-2VÎÔ ; 3) V37-20VJ !
563. * Az ¿7 paraméter értékeitôl fiiggôen hâny gyôke van a Vx =

= a — x egyenletnek?

564. * Egyszerüsitsétek a + l)2 -  4>/â + J(>fâ -  2^ + S^iâ kife-
jezést!

565. * Egyszerüsitsétek a - ô f  + 2 4 J â + ô)2 -  24-/Ô" ki-
fejezést!

I ISMÈTLÔ FELADATOK

566. Az egyik konténerben 90 kg aima volt, egy mâsikban pedig 
75 kg. Miutân az elsô konténerbôl hâromszor annyi aimât vettek 
ki, mint a mâsodikbôl, az elsô konténerben kétszer kevesebb 
aima maradt, mint a mâsodikban. Hâny kilogramm aimât vettek 
ki az elsô konténerbôl?

567. A folyami kikôtôbôl a vizfolyâssal szemben egy motorcsônak 
induit el, melynek a sebessége âllôvizben 12 km/h. 40 perccel 
az indulâs utân meghibâsodott a csônak motorja, és igy a 
csônakot a vizfolyâs 2 ôra alatt visszasodorta a kikôtôbe. 
Mekkora a folyô sebessége?
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2. §. NEGYZETGYÖK. VALÖS SZÄMOK

568. Igazoljätok az aläbbi azonossägokat:

a - 2 b _____I . ci + 2b . er - 2ab _  2b_
er +2ab a1 2 - 4 b 2 (2b - a ) 2 ) er + 4ab + 4b2 et2 ’

2a_______4a \  a2 - 9  _  a2 -  9a _  a  ,
a + 3 a2 +6a + 9J ei + 1 a + 3

569. Ket helyseg között az utat egy szemelygepkocsi 2 öra alatt 
teszi meg, egy tehergepkocsi 3 öra alatt. Häny öra mülva 
talälkozik a szemelygepkocsi es a teherautö, ha a ket helysegbö! 
egyszerre indulnak egymässal szemben?

2) x2 -  1 = 0; 5) 5a;2 -  6x = 0; 8) x2 -  2x + 1 = 0;
3) x2 + 5x = 0; 6) 0,2x2 + 2 = 0; 9) 9x2 + 30x + 25 = 0!

NEM HAGYOMÄNYOS MÖDSZEREK HASZNÄLATA
571. Az 1-töl 37-ig levö termeszetes szämokat ügy rendeztek el, 

hogy bärmely szäm osztöja az elötte ällö szämok összegenek. 
Melyik szäm all ebben a sorban a harmadik helyen, ha az elsö 
helyen a 37 van, a mäsodikon pedig az 1?

ELLENÖRIZZETEK MAGATOKAT! 4. sz. TESZTFELADAT

1. Az alabbi äl 1 itäsok közül melyik hamis?
A) -5 -  egesz szäm;
B) -5 -  racionälis szäm;
C) -5 -  irracionälis szäm;
D) -5 -  valös szäm.

2. Az aläbbi szämok közül melyik irracionälis?

3. Az aläbbi függvenyek közül melyik grafikonja parabola?

A) y = 2x; B) y = x2; C) y = ^ ; D) y = y .

FELKESZÜLES AZ ÜJ TEMÄHOZ

570. Oldjätok meg az aläbbi egyenleteket:

1) x2 = 0; 4) -3x2 + 12  = 0; 7) ^ x 2 -  5x = 0;

A) V4; B) JÖÄ- C) V P 4 ; D) V4ÖÖ!
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Ellenôrizzétek magatokat. 4. sz. tesztfeladat

4. Az alâbbi rajzok közül melyiken látható az y = 4x függvény 
grafikonja?

A) y‘ / B) y C) y‘

SA
l

0

01 X 0 x 0 X

5. Az alàbbi kifejezések közül melyik nem értelmezhetô?
A) J2 ;  B) -Æ ; C) D) V(-2)2 .

6. Számítsátok k¡ a 4 lx -3  kifejezés értékét, ha x = 4!
A) 5; B) -5; C) 25; D) -25.

7. Mennyi a J36 • 0,81 kifejezés értéke?
A) 6,9; B) 54; C) 5,4; D) 0,54.

8. Határozzátok meg az ^-jVFÖj kifejezés értékét!

A) 2; B) 4; C) 2,5; D) 0,4!
9. Egyszerüsítsétek a 49a -4 \6 a  + V64a kifejezést!

A) 1 5 ^  ; B) 15¿?; C) l 4 ^  ;
1210. Gyôktelenitsétek a —j= tort nevezôjét!

A) 4 Ï ;  B) 4</2 ; C) 6 ^2 ;

11. Egyszerüsítsétek az ----° —  törtet!
a-2*¡2a  + 2

A) B) £ ± i ;  C) 1;
-J a -y /2  c i - 2

12. Egyszerüsítsétek a (2 + >/J)(2 -  VJ)+(V5*+lj -  V2Ö" kifejezést!

A) 15; B) 5; Q 1 0 - V 5 ;  D) 10 + 5^5.

D) la.

D) 10-/2

D) 4a  -  4Ï. 
4 â  + 42
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2. §. NÉGYZETGYÔK. VALÓS SZÁMOK

?
ÖSSZEFOGLALÂS

Ebben a fejezetben

•  az alábbi kifejezéseket vezettük be:
> négyzetgyók;
> számtani négyzetgyók;
> halmaz;
>  részhalmaz;'
> ¡rracionális szám;
>  valós szám;

•  elsajátítottátok
> a gyókvonás müveletét nemnegatív számokból;
>■ gyökös kifejezések egyszerüsítését;

> az y = X2 és y = Jx függvény ábrázolását;

•  megtanultátok
> a számtani négyzetgyók tulajdonságait;

> az y = X2 és az y = <Jx függvény néhány tulajdonságát.



3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET
•  Megtanuljátok megoldani az ax2 + bx + c = 0 alakú 

egyenleteket.
•  Megismerkedtek a másodfokú egyenletekre alkalmaz- 

ható nevezetes Viete tételével.
•  Elsajátítjátok a másodfokú egyenletre visszavezethetó 

egyenletek megoldását.

Másodfokú egyenletek. A nem teljes 
másodfokú egyenletek megoldása

Már megtanultátok, hogyan kell megoldani a ax + b = 0 alakú 
lineáris egyenleteket, ahol a és b bármely szám, x a változó.

Ha a * 0, akkor az ax = b alakú egyenleteket elsófokú egyen- 
leteknek nevezzük.

Például a 2x = 3, 3x = 0 és az = lineáris egyenletek

elsófokúak, viszont a Ox = 0 és Ox = 2 lineáris egyenletek nem 
elsófokúak.

Az a és a b számokat az elsófokú lineáris ax -  b egyenlet 
együtthatóinak nevezzük.

Azt a tényt, hogy az elsó­
fokú egyenletek a lineáris 
egyenleteknek részesetei a 32. 
ábra szemlélteti.

Már találkoztatok néhány 
olyan egyenlet megoldásával, 32. ábra
melyben a változó második hatványa szerepel. Például felkészülés 
kózben már megoldottátok az x2 = 0, x2 -  1 = 0, x2 + 5x = 0, x2 -  
-  2x + 1= 0 egyenleteket (570. példa). Ezek az egyenletek ax2 + 
+ bx + c = 0 alakúak.

M e g h a t á r o z á s .  Az ax1 + bx + c = 0 alakú 
egyenleteket m á s o d f o k ú  e g y e n l e t e k n e k  
nevezzük, ahol x a változó, fl, b és c bármely szám és a ^ 0.
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Az a, b es c szämokat a mäsodfokü egyenlet együtthatöinak
nevezzük. Az a szäm a negyzetes tag együtthatöja, föegyütthatö, h 
az elsöfokü tag együtthatöja, c a szabad tag.

Peldäul a -2x2 + 5x + 3 = 0 mäsodfokü egyenletben a = -2, 
b = 5 es c = 3.

Az olyan mäsodfokü egyenleteket, amelyek föegyütthatöja 1, 
redukält mäsodfokü egyenleteknek nevezzük.

Peldäul az je2 + J l x - \  = 0, x2 -  4 = 0, x2 + 3x = 0 egyenletek 
redukält mäsodfokü egyenletek, mivel föegyütthatöjuk 1.

Mivel az ax2 + bx + c = 0 mäsodfokü egyenlet föegyütthatöja nem 
lehet nulla, ezert bärmelyik mäsodfokü egyenlet felirhatö olyan alakban, 
ahoi a föegyütthatö 1. Osszuk el az ax2 + bx + c = 0 egyenlet

mindket oldalät tf-val: x2+—x + — = 0.
a a

Ha az ax2 + bx + c = 0 egyenlet b vagy c együtthatöja nulla, akkor 
az egyenletet hiänyos (nem teljes) mäsodfokü egyenletnek ne­
vezzük.

3. §. A MÄSODFOKÜ EGYENLET

A hiänyos mäsodfokü egyenletek härom reszesetet különböztetjük 
meg:

1. Ha b = c = 0, akkor ax2 = 0.
2. Ha c = 0 es b * 0, akkor ax2 + bx = 0.
3. Ha b = 0 es c * 0, akkor ax2 + c — 0.

Oldjuk meg mindegyik reszesetet külön-külön.
1. Mivel £7*0, ezert az ax2 = 0 egyenletnek egyetlen gyöke van az 

x = 0.
2. Az ax2 + bx = 0 egyenletet irjuk fei x(ax + b) = 0 alakban. Ennek 

az egyenletnek mindig ket, x] es x2 gyöke van. Az egyik gyök a 
nulla, a mäsik az ax + b = 0 egyenlet gyöke. Tehät x, = 0 es

3. Az ax2 + c = 0 egyenletet irjuk fei x2= -~  alakban. Mivel
a

c * 0, igy ket eset lehetseges: < 0 vagy > 0. Könnyen
beläthatö, hogy az elsö esetben az egyenletnek nincs megoldäsa.

150



17. Mäsodfokü egyenletek. A nem teljes mäsodfokü egyenletek megoldäsa

A mäsodik esetben az egyenletnek ket gyöke van: x, =

A kapott eredmenyeket az aläbbi täbläzat foglalja össze.

A b es c együtthatök 
ertekei Egyenlet Gyökök

b = c = 0
oII

IN3 x = 0

b * 0, c = 0 ax2 + bx = 0 X) = 0, x2 = - — 
a

b = 0, —— < 0a ax2 + c = 0 nines megoldäs

b = 0, - -  >0a ax2 + c = 0 *1 = J  ’ > X2 = ~J* a V a

PELDA

Oldjuk meg az ^2- J f .  = o egyenletet!
M

Me go Id äs

Ha x > 0, akkor x2 -  — = 0 ; x2 -  4 = 0; * = 2 vagy x = -2. Viszont
.X

x = -2  nem felel meg az x > 0 feltetelnek.

Ha x < 0, akkor x2+— = 0; x2 + 4 = 0. Ennek az egyenletnekx
nines megoldäsa.
F e I e I e t: 2.

9 ------------------------------------------------------------------------------------
1. Milyen egyenletet nevezünk lineärisnak?
2. Milyen egyenletet nevezünk elsöfokunak?
3. Hozzatok fei peldät olyan linearis egyenletre, amely elsöfokü es 

olyan linearis egyenletre, amely nem elsöfokü!
4. Milyen egyenletet nevezünk mäsodfokünak?

I 5. Hogyan hivjuk az ax2 + bx + c = 0 egyenlet együtthatöit!
6. Melyek a redukält mäsodfokü egyenletek?
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

7. Melyek a hiányos másodfokú egyenletek?
8. A hiányos másodfokú egyenletek mely részeseteit különböztetjük 

meg? Hány gyöke van ezekben az esetekben az egyenletnek?

572.° Az alábbi egyenletek közül válasszátok ki a másodfokúakat! 
Nevezzétek meg a másodfokú egyenletek együtthatóit, föegyütt- 
hatóját, szabad tagját!

573.'

6) 3x2 + X 2  + 6 = 0;
7) -'lx2 + lx  -  8 = 0;
8) X3 -  X -  9 = 0;
9) 6 -  X 2  + 4x = 0;
10) —X2 -  2x + 3 = 0.

1) X = 0;
2) X2 = 0;
3) X2 + X = 0;
4) X2 + 1 = 0;
5) X2 -  4x + 2 = 0; 
írjátok fel azt a másodfokú egyenletet, melynek:
1) a foegyütthatója 6, az elsöfokû tag együtthatója 7 és a 

szabad tag pedig 2;
2) a foegyütthatója 1, az elsöfokû tag együtthatója -8  és a

szabad tag pedig ;
3) a foegyütthatója -0,5, az elsö fokú tag együtthatója 0 és a 

szabad tag pedig 2— ;

4) a foegyütthatója 7,2, az elsö fokú tag együtthatója -2  és a 
szabad tag pedig 0!

574. ° Irjátok fel azt a másodfokú egyenletet, melynek:
1) a foegyütthatója -1, az elsö fokú tag együtthatója -2  és a 

szabad tag pedig 1,6;
2) a foegyütthatója és a szabad tag 2, az elsöfokû tag együtt­

hatója 0!
575. ° írjátok fel az alábbi egyenleteket ax2 + bx + c = 0 alakban,

nevezzétek meg az a, b és c együtthatókat:
1) 6x (3 -  x) = 7 -  2x2;
2) x (x + 1) = (x -  3) (7x + 2);
3) (5x -  l)2 = (x + 4) (x -  2);
4) 4x (x + 8) -  (x -  6) (x + 6) -  Ö!

576. ° írjátok fel az alábbi egyenleteket ax2 + bx + c = 0 alakban,
nevezzétek meg az a, b és c együtthatókat:
1) x (x + 10) = 8x + 3;
2) (x + 2)2 = 2x2 + 4!
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17. Másodfokú egyenletek. A nem teljes másodfokú egyenletek megoldása

577. ° Az alábbi egyenletek közül nevezzétek meg azokat, melyek
fóegyütthatója 1 (redukált másodfokú egyenlet). Alakítsátok át 

• a többi egyenletet redukált másodfokú egyenletté:
1) a-2 -  5x + 34 = 0; 4) 16 -  6x + x2 = 0;
2) 2x2 + 6x + 8 = 0; 5) -x 2 + 8x - 7  = 0;

3) ijc2 + * - 5  = 0; 6) -0,2x2 + 0,8x + 1 = 0 !

578. ° Alakítsátok át az egyenleteket redukált másodfokú egyenletté:

1) i-x2- 2 x - 3  = 0 ; 3) 3x2 + x + 2 = 0!

2) -4x2 + 20x -  16 = 0;
579. ° Az 1; 0; -3; 2; -10 számok közül melyek gyökei az x2 +

+ 9x -  10 = 0 egyenletnek?
580. ° Igazoljátok, hogy:

1) -1 gyöke az x2 -  2x + 3 = 0 egyenletnek;
2) a - i  és a -3 gyöke a 3x2 + 10x + 3 = 0 egyenletnek;

3) a - y f l  és gyöke a 3x2 - 6  = 0 egyenletnek!
581 Igazoljátok, hogy:

1) -5 gyöke az x2 + 3x -  10 = 0 egyenletnek;
1 2

2) a 4 gyöke az — x -  4x = 0 egyenletnek!

582. ° Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) 5x2 -  45 = 0; 4) 2x2 -  lOx = 0;
2) x2 + 8x = 0; 5) 64x2 - 9  = 0;
3) 2x2 -  10 = 0; 6) x2 + 16 = 0!

583. ° Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) x2 + 7x = 0; 3) 3x2 - 6  = 0;
2) 2x2 -  11 x = 0; 4) -8x2 = 0!

584. ° Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) (3x -  1) (x + 4) = -4 ;
2) (2x -  l)2 -  6 (6 -  x) = 2x;
3) (x + 2) (x -  3) -  (x -  5) (x + 5) = x2 -  x!

585. ° Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) (3x -  2) (3x + 2) + (4x -  5)2 = lOx + 21;
2) (2x -  1) (x + 8) -  (x -  1) (x + 1) = 15x!

586. ° Határozzátok meg azt a két szomszédos természetes számot,
melyek szorzata 36-tal nagyobb a kisebbik számnál!
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

587. ° Határozzátok meg azt a két szomszédos természetes számot,
melyek szorzata 80-nal nagyobb a nagyobbik számnál!

588. * Igazoljátok, bogy a 2 -V J  és 2 + >Í5 számok gyökei az
X2 -  4x + 1 = 0  egyenletnek!

589. * Oldjátok meg a következö egyenleteket:

592. * Mekkora az ha:
1) 6 gyöke az x2 -  nx + 3 = 0 egyenletnek;
2) 0,5 gyöke az nx2 -  8a + 10 = 0 egyenletnek?

593. * Csoportosítási módszerrel alakítsátok szorzattá a bal oldalt, és
oldjátok meg a következö egyenleteket:

2) x2 + 12a- + 20 = 0;
594.* Alakítsátok teljes négyzetté és oldjátok meg a következö egyen­

leteket:

2) a2 + 6a — 7 = 0;
595.* Alakítsátok szorzattá a bal oldalt, és oldjátok meg a következö 

egyenleteket:

596. * Két természetes szám négyzeteinek az összege 17-tel több a
nagyobbik szám kétszeresénél. Melyek ezek a számok?

597. * Határozzátok meg azt a két egymást követö egész számot,
melyek négyzeteinek az összege 1 !

598.* Az m mely értékeinél nem másodfokúak az alábbi egyenletek: 
1 ) (m -  4) a2 + mx + 7 = 0;
2) (nr + 8 /77) a2 + (777 + 8) a + 10 = 0;
3) (/772 -  8 1 ) A2 -  6a + 777 = 0?

2) =  2 !

590.* Oldjátok meg a következö egyenleteket:

591.* Mekkora az 777, ha:
1) 2 gyöke az a2 + mx - 6  = 0 egyenletnek;
2) -3 gyöke a 2a2 -  7a + 777 = 0 egyenletnek;

2) y gyöke az nrx2 + 14a -  3 = 0 egyenletnek?

1 ) a2 -  6a + 8 = 0; 3) a2 + 22a -  23 = 0!

1) a2 -  4a + 3 = 0; 3) a2+ 8a + 20 = 0!

1) a2 -  10a + 9 = 0;
2) a2 + 2a -  3 = 0;

3) a2 -  a -  2 = 0;
4) a2 + 6a + 5 = 0!
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17. Másodfokú egyenletek. A nem teijes másodfokú egyenletek megoldása

599. * Az ax2 + bx = 0 másodfokú egyenlet nullától különbözö gyökei
milyen elöjelück, ha:
1) a > 0, b > 0; 3) a > 0, b < 0;
2) a < 0, b > 0 ; 4) a < 0, b < 0?

600. * Létezik-e az ax2 + c = 0 hiányos másodfokú egyenletnek
megoldása, ha:
1) a > 0, c > 0; 3) a > 0, c < 0;
2) a < 0, c > 0; 4) a < 0, c < 0?

601. **A 3x2 -  2x + 4 + * = 0 egyenletben a csillagokat helyettesitsétek
olyan többtaggal, hogy a kapott hiányos másodfokú egyenletnek 
gyökei legyenek az alábbi számok:
1) 0 és 4; 2) -1 és 1!

602 .  **Az X2 + 5x -  1 + * = 0 egyenletben a csillagokat helyettesitsétek
olyan többtaggal, hogy a kapott hiányos másodfokú egyenletnek 
gyökei legyenek az alábbi számok:
1)0; -7; 2 ) -4 ;  4!

603. **Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

1) je2 — 31je|= 0 ; 3) x2-L li = 0;

2) x2+1XI —2x = 0 ; 4) a" - ^  = 0!

604. *Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

1) X2- 7 1X|= 0 ; 3) 2x2- ^ -  = 0.
1*1

2) X2 -6 |* |+ *  = 0;
605. **Az a mely értékei mellett lesz az (a -  2) x2 + (2a -  1) a +

+ a2 -  4 = 0 egyenlet:
1) lineáris;
2) olyan másodfokú egyenlet, melynek fóegyütthatója 1;
3) hiányos másodfokú egyenlet, a * 1;
4) olyan hiányos másodfokú egyenlet, melynek fóegyüttha­

tója 1?
606. **Az a mely értékénél lesz az alábbi egyenletek egyik gyöke 0?

Mi a másik gyök:
1) x2 + ax + a -  4 = 0;
2) 4x2 + (a — 8) a + a2 + a = 0;
3) ax2 + (a + 3) x + a2 — 3a = 0?

155



3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

I ISMÉTLO FELADATOK

607. Végezzétek el a kijelölt müveleteket:

1)
3-2 a l-a- 

2a a~

2) c,2~6b2 +2h;

3)

3 b
4 c + 4

4)

5)

6)

56 a5 b2
b4 14b5 ’

72 a3b 
c

:(27 a 2b)

4a2 - 1. 10(3 + 5
a2-  9 ¿7 + 3c2 -  4c c2 -16 ’ '

608. Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:

1) I0V3 - 5748 + 2775 ; 3) (5 -7 I f ;

2) (375 -2720)75 ; 4) (7Í8-73)72 + 0,5724 !
609. A 33. ábra melyik rajzán látható az alábbi fiiggvények gra-

fikonja:

\)y = x2; 2)y = 2x- 3) y = f ,  4) y  = j?

33. ábra

610. A tanuló egy kétjegyü számra gondolt. Ha a szárn mindkét 
számjegyét kettövel növeljük, akkor a kapott szám 13-mal 
kevesebb a gondolt szám kétszeresénél. Melyik számra gondolt 
a tanuló?

NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA
611. Egy számológépbe, ha az (a; b) számpárt táplálják be, akkor

az
 ̂ t. o ^a + b . 2

a b

számpárt adja ki. Lehetséges-e ezzel a

géppel a (0,25; 1000) számpárból a (1,25; 250) számpárt kapni?
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18 . A másodfokú egyenlet 
megoldóképlete

Ha ¡smerjük az ax = ¿ elsófokú egyenlet a és b együtthatóját,

akkor az egyenlet gyokét az x = — képlettel határozhatjuk meg.
a

Kivezetjük azt a képletet, mellyel az a, b és c együtthatókon 
kereszti.il meghatározhatjuk az egyenlet gyokeit.

Induljunk ki a másodfokú egyenlet általános alakjából:
ax2 + bx + c = 0 (l)

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát 4c/-val. Mivel <7^0, 
ezért az elózóvel egyenértékü egyenletet kapunk:

4 a2x2 + 4abx + 4 ac = 0.
Az egyenlet bal oldalát alakítsuk teljes négyzetté:

4a2x2 + Aabx + b2 -  b2 + 4ac = 0;
(2ax + b)2 -  b2 -  4ac. (2)

A (2) egyenlet megoldása és gyokeinek száma a b2 -  4ac kifejezés 
elójelétól ftigg. Ezt a kifejezést a másodfokú egyenlet diszkri- 
minánsának nevezziik, és D betüvel jeloljük. Tehát D -  b2 -  4ac. A 
diszkrimináns fogalom a latín discriminare szóból ered, melynek 
jelentésc 'negkiilonboztetni, elválasztani.

Tehát a (2) egyenlet így is felírható:
(2 ax + b)2 = D. (3)

A kovetkezó három eset fordulhat eló: D < 0, D = 0, D > 0.
1. Ha D < 0, akkor a (3) egyenletnek és így az (1) egyenletnek sincs 

megoldása. Valóban, mivel a (2ax + b)2 kifejezés az x bármely 
értékére nemnegatív.
K o v e t k e z t e t é s: ha D < 0, akkor a másodfokú 
egyenletnek nincs valós gyoke.

2. Ha D = 0, akkor (3) egyenlet az alábbi módon írható fel:
(2ax + b)2 = 0.

2ax + b = 0;

K o v e t k e z t e t é s : / w Z )  = 0, akkor a másodfokú 

egyenletnek egy gyoke van: x = —— .
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3. §. A MÄSODFOKÜ EGYENLET

3. Ha D > 0, akkor a (3) egyenlet igy irhatö fei:

(2ax + b f =

Ebböl kapjuk, hogy 2ax + b = -J~D vagy 2ax + b = J l) . Tehät

vagy

K ö v e t k e z t e t e s :  ha D > 0, akkor a mäsodfokü 
egyenletnek ket gyöke van:

Ezt a fei fräst szokäs az ax2 + bx + c = 0 mäsodfokü egyenlet 
megoldökepletenek vagy gyökkepletenek nevezni.

A kepletet alkalmazni lehet abban az esetben is, ha D = 0. Akkor

„ -b±  VÖ _ b

A mäsodfokü egyenlet megoldäsät az aläbbi algoritmus szerint 
vegezzük el:

•  meghatärozzuk a mäsodfokü egyenlet D diszkriminänsät;
•  ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs megoldäsa;
•  ha D > 0, akkor alkalmazzuk a megoldökepletet.
Ha az elsöfokü tag egyiitthatoja päros, tehät felfrhatö 2k alakban, 

akkor alkalmazhatunk egy mäsik kepletet, mely sok esetben leegy- 
szerüsiti a szämftäst.

Ebben az esetben a mäsodfokü egyenlet ax2 + 2kx + c -  0 alakü.
Szämitsuk ki az egyenlet diszkriminänsät: D = 4kr -  4ac = 4(/c -  

-  ac).
Jelöljük a k2 -  ac kifejezest Dr gyel.
Ha D, > 0, akkor a megoldökeplet alapjän:

-b  + J~D 
2a

Gyakran hasznäljäk a röviditett fei fräst.

x = - b±Jö
2 a

X =
2a 2a

x =
- 2 k ± j 4 D ^  _ -2 k ± 2 y fD ^  _ 2 { - k ± J l ^ )

2ci 2a 2a a
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18. A masodfoku egyenlet megoldokeplete

vagyis x = -_ -+- ^ L , ahol Di = k2 -  ac.

1. PELDA

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket:
1) 3x2 -  2x -  16 = 0; 4) x2 -  6x + 11 = 0;
2) -0,5x2 + 2x -  2 = 0; 5) 5x2 -  16* + 3 = 0.
3) x2 + 5x -  3 = 0;

Me gold as
1) Az egyenlet egyiitthatoi: a = 3, b = -2, c = -16.

A diszkriminans
£> = ¿2 -  4ac = (-2 )2 -  4 • 3 • (-16) = 4 + 192 = 196. 
A gyokkepletbe helyettesitve

_  2-VT% _  2-14  _  0 ___ 2 + 1 4 _ 8 _ 0 2
X|------6 6 Z’ 2 6 3 " - 3 '

F e I e I e t: -2; 2—.J
2) D = 22 -  4 • (-0,5) • (-2) = 4 - 4  = 0.

Tehat ennek az egyenletnek csak egy gyoke van:

- 2 ± J ox = - = 2.

Megjegyezziik, hogy ezt az egyenletet mas modszerrel is meg- 
oldhatjuk. Szorozzuk meg az egyenlet mindket oldalat -2-vel: 

x2 -  Ax + 4 = 0; (x -  2)2 = 0; x -  2 = 0; x = 2.
F e 1 e 1 e t: 2.
3) D = 52 -  4 • 1 • (-3) = 25 + 12 = 37.

Az egyenletnek ket gyoke van: .r, = y X-, = ~  -+ 2 ^ -  .

F e 1 e 1 e t:
2

4) D = ( -6)2 -  4 • 1 • 11 = 36 -  44 = -8 < 0.
Tehat az egyenletnek nines megoldasa.
F e I e 1 e t: Nines megoldas.

5) irjuk fel az adott egyenletet 5x2 + 2 • ( - 8)x + 3 = 0 alakban, es 
alkalmazzuk az ax2 + 2kx + c = 0 egyenlet megoldokepletet:
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

Dx = (-8)2 -  5 • 3 = 49;

F e 1 e 1 e t: j ;  3. 

2, PÈLDÂ
Oldjuk meg az alâbbi egyenleteket:

1) x2 + 6y/P'-l&=0; 3) 9x2-8 x  + - ^ -  = l+ -Ş - l
x -  1 X — 1

2) *2-lo(V*J-24 = 0;
Me gol dás

1) Mivel Jx2 = |*|, igy az*2 + 6|*| -1 6  = 0 egyenletet keli megoldani.
Ha * > 0 , akkor az *2 + 6|*| - 1 6  = 0 egyenletet kapjuk, melynek 
gyökei -8 és 2, viszont a -8 nem felel meg az x > 0 feltételnek. 
Ha * < 0, akkor az *2 -  6* -  16 = 0 egyenletet kapjuk, melynek 
gyökei 8 és - 2, viszont a -2  nem felel meg az * < 0 feltételnek. 

F e I e 1 e t: -2; 2.

2) Mivel (V*) = * , ha * > 0, ezért a változó olyan értékeit keressük, 
melyeknek két feltételt keli kielégíteniük: *2 -  10* -  24 = 0 és 
* > 0. Azt is mondhatjuk, hogy az eredeti egyenlet ekvivalens az
J* 2 -1 0 * -2 4  = 0,
| v> q egyenletrendszerrel. Az *2 -  10* -  24 = 0

egyenletnek két gyöke van a -2  és 12, viszont a -2  nem felel meg 
az * > 0 feltételnek.

F e I e 1 e t: 12.

Í9*2 — 8 y — 13) Az adott egyenlet ekvivalens a j ’ ’ egyenletrendszerrel.

9
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18. A masodfoku egyenlet megoldokeplete

F e I e I e t: .
9

S.fffflillDft
A b mely erteke mellett lesz az alabbi egyenleteknek egy gyoke:
l) 2x2 -  bx + 18 = 0; 2)* (b + 6) x2 -  (b -  2) x + 1 = 0?

Megoldas
1) Az adott egyenlet masodfoku, igy akkor lesz az egyenletnek egy 

gyoke, ha a diszkriminans 0.
D = b2 -  4 • 2 • 18 = b2 -  144; 

b2 -  144 = 0; 
b = -12  vagy ¿ > = 12.

F e l e l e t : Z >  = -12 vagy b = 12.
2) Ha b = - 6, akkor a 8x + 1 = 0 egyenletet kapjuk, melynek csak 

egy gyoke van.
Ha b * - 6, akkor az adott egyenlet masodfoku, igy akkor lesz az 
egyenletnek egy gyoke, ha a diszkriminans 0:

 ̂ D = (b -  2)2 -  4 (b + 6) = b2 -  4b + 4 -  4b -  24 =
= b2 -  Sb -  20.

Megoldva a b2 -  Sb -  20 = 0 egyenletet azt kapjuk, hogy b = -2 
vagy b = 10.
F e 1 e 1 e t: b = -2  vagy ¿ = 1 0  vagy b = - 6.

A matematikatanarok tobb 
nemzedeke es tanitvanyaik is 
Mikola Andrijovics Csajkovszkij 
(1887-1970) hires ukran peda- 
gogus es matematikus Masod­
foku egyenletek cimu kony- 
vebol meritettek pedagogiai ta- 
pasztalataikat es bovitettek tu- 
dasukat.

M. A. Csajkovszkijnak oriasi 
pedagogiai es tudomanyos ha- 
gyateka van. Munkassagat Uk- 
rajna hatarain tul is jol ismerik.

t
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

? --------------------------------------------------------
1. Mi a másodfokú egyenlet diszkriminánsa?
2. Hogyan függ a másodfokú egyenlet gyökeinek száma a disz- 

krimináns értékétôl?
3. írjátok le a másodfokú egyenlet megoldóképletét!
4. Milyen algoritmus szerint oldjuk meg a másodfokú egyenleteket?

612. ° Határozzátok mg az alábbi egyenletek diszkriminánsát és álla-
pítsátok meg a gyökök számát:
\) X1 2 3 4 5 6 + 2x -  4 = 0; 3) 2x2 -  6x -  3,5 = 0;
2) X2 -  3x + 5 = 0; 4) 5x2 -  2x + 0,2 = 0!

613. ° Az alábbi egyenletek közül melyiknek van két gyöke:
1) X2 + 4x + 8 = 0; 3) 4x2 -  \2x + 9 = 0;
2) 3x2 -  4jc — 1 = 0; 4) 2x2 -  9x + 15 = 0?

614. ° Az alábbi egyenletek közül melyiknek nines gyöke:
1) X2-  6x + 4 = 0; 3) 3x2 + 4x -  2 = 0;
2) 5x2 -  10a- + 6 = 0; 4) 0,04a2 -  0,4 a + 1 = 0?

Oldjátok meg a következö egyenleteket:615. <
1) a2 -  4a + 3 = 0;
2) a2 + 2a -  3 = 0;
3) a2 + 3a -  4 = 0;
4) a2 -  4a -  21 = 0;
5) a2 + a -  56 = 0;
6) a2 -  6a -  7 = 0;
7) a2 -  8a + 12 = 0;
8) a2 + 7a + 6 = 0;
9) - a2 + 6a + 55 = 0;
10) 2a2 -  3a -  2 = 0;

11) 2a2 -  a -  6 = 0;
12) 3a2 -  4a -  20 = 0;
13) 10a2 -  7a -  3 = 0;
14) -5 a2 + 7a -  2 = 0;
15) - 6 a2 -  7a -1 = 0;
16) 3a2 -  10a + 3 = 0;
17) -3 a2 + 7a + 6 = 0;
18) a2 -  4a + 1 = 0 ;
19) 2a2 -  a -  4 = 0;
20) a2 -  8a + 20 = 0!

616.° Oldjátok meg a következö egyenleteket:

61 7 . '

1) a2 -  3a + 2 = 0;
2) a2 + 12a - 1 3  = 0;
3) a2 -  7a + 10 = 0;
4) a2 -  a -  72 = 0;
5) 2a2 -  5a + 2 = 0;
6) 2a2 -  7a -  4 = 0;

A változó mely értékeire:
1) egyenlök a 6a2 -  2 és 5 -  a többtagok értéke;

7) 4a2 -  3a -  1 = 0;
8) -2 a2 + a + 15 = 0;
9) 6a2 + 7a -  5 = 0;
10) 18a2 -  9a -  5 = 0;
11) a2 -  6a + 11 = 0;
12) - a2 -  8a + 12 = 0!
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18. A másodfokú egyenlet megoldóképlete

2) egyenlö az y -  6 kéttagú kifejezés és az y2 -  9y + 3 
háromtagú kifejezés értéke;

3) egyenlök a 4m2 + 4m + 2 és 2nr + 10/;? + 8 háromtagú 
kifejezések értéke?

618. ° A változó mely értékeire:
1) egyenlök a 4x + 4 kéttagú kifejezés és a 3x2 + 5x — 10 

háromtagú kifejezés értéke;
2) egyenlök a 10p2 + 10p + 8 és 3p2 -  10p + 11 kifejezések 

értéke?
619. ° Határozzátok meg az alábbi egyenletek gyökeit:

1) (2x -  5) (x + 2) = 18;
2) (4x -  3)2 + (3x -  1) (3* + 1) = 9;
3) O + 3)2 -  (2x -  l )2 = 16;
4) (x -  6)2 -  2x (x + 3) = 30 -  12x;
5) (x + 7) (jc -  8) -  (4x + 1) (x -  2 ) = -21x;
6) (2x -  1) (2jc + 1) -  x(l -  x) = 2x (x + 1)!

620. ° Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) (x -  4)2 = 4x -  11;
2) (x + 5)2 (x -  7) (x + 7) = 6x -  19;
3) (3x -  1) (x + 4) = (2jc + 3) (x + 3) = -17!

621. ° Határozzátok meg azt a természetes számot, mely 42-vel keve-
sebb négyzeténél!

622. ° Határozzátok meg annak a téglalapnak a kerületét, melynek a
területe 70 cm2, és egyik oldala 9 cm-rel hosszabb a másiknál!

623. ° Két szám szorzata 84. Határozzátok meg ezeket a számokat,
ha az egyik 8-cal kevesebb a másiknál!

624. ° Két szomszédos természetes szám szorzata 89-cel több össze-
güknél. Melyek ezek a számok?

625. ° Melyik két szomszédos természetes szám négyzetének az
összege 365?

626. * Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

1) 2x2 + x>Í5-\5 = 0; ^  2f2-4 2'Y + 33)

4)2) x2- jc(V6 - l) -V ó  =0 ;

627.* Oldjátok meg a következö egyenleteket: 
1) x2 + 3jcV2 + 4 = 0 ;

4,y~ + x x ' + 17 _  5.Y - 1 i 
3 9 ~  6
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

2) X2 -  x(y/J + 2)+ 2VJ = 0;

7 3 4

628. * Az a mely értéke mellett lesz — az a2x2 + 4ax - 5  = 0
4

egyenlet gyöke?
629. * Az a mely értéke mellett lesz 2 az x2 -  0,5ax -  3a2 = 0

egyenlet gyöke?
630. * Egy négyzet alakú papírlapból levágtak egy 3 cm széles csikot.

A maradék papirlap területe 40 cm2. Mekkora volt az eredeti 
papirlap oldalhossza?

631. * Egy 18 cm hosszú téglalap alakú papírlapból levágtak a téglalap
szélességével egyenlö oldalhosszúságú négyzetet. A maradék 
téglalap területe 72 cm2. Mekkora az eredeti téglalap szé- 
lessége?

632. * Egy derékszogü háromszog befogóinak külonbsége 14 cm,
átfogója 34 cm. Mekkorák a háromszog befogói?

633. * Egy téglalap oldalainak külonbsége 31 cm, átlója 41 cm.
Mekkorák a téglalap oldalai?

634. * Határozzátok meg azt a három egymást követö természetes
páratlan számot, melyek közül a legkisebb négyzete 33-mal 
több, mint a másik két szám ôsszegének kétszerese!

635. * Határozzátok meg azt a négy egymást követö páros természetes
számot, melyek közül az elsö és a harmadik összege 5-ször 
kisebb, mint a második és a negyedik szám szorzata!

636. * Bizonyítsátok be, hogy ha a másodfokú egyenlet foegyütthatója
és szabad tagja különbözö elöjelü, akkor az egyenletnek két 
gyöke van!

637. * (Osi indiai feladat.) Majmok játszottak egyszer -  így szôl az
indiai hir - , nyolcadrészük négyzetre emelve már ugrál az 
erdöben. A fennmaradó tizenkettö táncolva és nagy zajjal a 
zöld lombok kôzé szaladt. Hányan voltak összesen?
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18. A másodfokú egyenlet megoldóképlete

638. ** Az idei labdarúgó-bajnokságban 36 mérkôzést játszottak le.
Hány csapat vett részt a bajnokságon, lia fordulônként mindenki 
mindenkivel jâtszott?

639. ** Hány oldala van annak a sokszögnek, melyben 90 átló húzható?
640. Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

1) |x2+ 7 x -4 | = 4 ; 4) x2+ — ■-12 = 0;
I I

2) 5x2 - 8 1XI +3 = 0 ; 5) x2-SJx* +15 = 0 ;

3) XIXI + 6x -5  = 0 ; 6) x2 + 4VP"-12 = 0 !
641. Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:

1) |x2 + 10x-4 | = 20 ; 3) -^--14x-15 = 0 ;
I x I

2) x Ix I +12x — 45 = 0 ; 4) x2 - 9  = 0 !
642. Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) ,v: +2a: + ̂ -  = - Í -  + 80; 2)
x - 8  x - 8

643. Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) 6x2 + 5x--— = 1----—; 2) 5x2 -14ÍVx)f - 3 = 0!
x + 1 x + 1 v ’

644. A b mely értéke esetén lesz az alábbi egyenleteknek egy gyöke:
1) 2x2 + 4x -  b = 0; 2) 3x2 -  bx + 12 = 0?

645. A b mely értéke esetén lesz az alábbi egyenleteknek egy gyöke:
1) 6x2 — 18x + b = 0; 2) 8x2 + bx + 2 = 0?

646. Igazoljátok, hogy az alábbi egyenleteknek a p bármely értéke 
mellett két gyöke van:
1) 4x2 -  px -  3 = 0; 2) x2 + px + p -  2 = 0!

647. Igazoljátok, hogy az alábbi egyenleteknek az m bármely értéke 
mellett nines megoldása:
1) x2 + mx + m1 + 1 = 0 ;  2) x2 -  2mx + 2m2 + 9 = 0!

648. Bizonyítsátok be, hogy az x2 + bx -  7 = 0 egyenletnek a b 
minden értéke esetén két gyöke van!

649. Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) x2 -  (3a + 1) x + 2a1 + a = 0;
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3. §. A MÂSODFOKÜ EGYENLET

2) x2 -  (2a + 4) x + 8a = 0;
3) a2x2 -  24ax -  25 = 0;
4) 3(2a -  1) x2 -  2 (a + 1) x + 1 = 0!

650. Oldjâtok meg a kôvetkezô egyenleteket:
1) x2 -  (2a -  5) x -  3a2 + 5a = 0;
2) x2 + (3a -  4) x -  \2a = 0;
3) ax2 -  (a + \) x + \ = 0!

651. A b mely értékei mellett lesz az alâbbi egyenleteknek egy 
megoldâsuk:
1) bx2 -  6x -  7 = 0;
2) (b + 5) x2 -  (b + 6) x + 3 = 0;
3) (b -  4) x2 + (2b -  8) x + 15 = 0?

652. A b mely értékei mellett lesz az alâbbi egyenleteknek egy 
megoldâsuk:
1) bx2 + x + b = 0;
2) (b + 3) x2 + (b + \) x -  2 = 02

I ISMÉTLÔ FELADATOK

653. Egyszerüsitsétek az 1 iLLli— — )■ a + il kifejezést!
V a o + b j  a - b

654. Hatârozzâtok meg a ^~ ) kifejezés értékét, ha r/ = - !
a ■ a 3

655. Rendezzétek a VÎT, 3^2 és 4 szâmokat nôvekvô sorrendbe!
656. Kétféle vasérc van: az egyiknek 5%-a, a mâsiknak 45%-a 

nikkel. Mennyi vasércre van szükség mind a két fajtâbôl 120 
tonna olyan ôtvôzethez, melynek 30%-a nikkel?

657. Egy kônyvbôl hiânyzik néhâny oldal. A bal oldalon a 24-es 
szâm âllt, a jobb oldalon az 53-as. Hâny lap hiânyzik a kônyv­
bôl?

FÉLKÉSZÜLÉS AZ ÛJ TÉMÂHOZ

658. Oldjâtok meg az alâbbi egyenleteket, szâmitsâtok ki a gyôkôk 
ôsszegét és szorzatât, hasonlitsâtok ôssze az elsôfokû tag 
együtthatôjâval és a szabad taggal:
1) x2 -  4x — 12 = 0; 2) x2 + 9x + \4 = 0!
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19. Viete tétele

659. Toltsétek k¡ az alábbi táblázatot, ha a, b és c az ax2 + bx + 
+ c = 0 egyenlet együtthatói, jc, és x2 az egyenlet gyökei!

Egyenlet _b_
a

c
a X\ x2 Ai + X2 X\X2

lx2 -  8x + 1 = 0
6jc2 + 1 3jc — 15 = 0

^  NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA

660. Bizonyítsátok be, hogy I0l festett kockából mindig ki lehet 
választani ll azonos színüt vagy 11 olyan kockát, mely mind 
különbözö színü!

19. Viete tétele
A felkészülés közben a 658., 659. példákat oldottuk meg. Lehet, 

hogy ezek a példák rávezettek arra, hogy milyen osszefüggés van a 
másodfokú egyenletek gyökei és együtthatói között.

19.1. t é t e I ( V i e t e  t é t e l e ) .  Ha x, és x 2 az ax2 + 
+ bx + c = 0 egyenlet gyökei, akkor

.V, +X2= - ~  és -V,A-2 = - .

Francois Viete (1540-1603) francia ma- 
tematikus, foglakozását tekintve jogász. 
1591-ben bevezette azt, hogy nemcsak az 
egyenletek váltózóit, hanem az együtthatóit 
is betüvel jelölte, ami lehetové tette az egyen­
letek általános alakjának és gyökeinek vizs- 
gálatát. Viete saját bevallása szerint kü- 
lönösen nagyra értékelte saját munkái közül 
az egyenlet gyökei és együtthatói közötti 
osszefüggés felfedezését.
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3. §. A MASODFOKU EGYENLET

B i z o n y i t a s .  © Tetelezziik fel, hogy az adott masodfoku 
egyenlet diszkriminansa nagyobb, mint nulla: D > 0. Akkor a megol- 
dokeplet alapjan felirhatjuk, hogy:

g- es x,=r>+ 'fo
2a 2 a

Vagyis x ,+x2 = ~b- 'n5 + ~b + 'r5  = +
2 a 2a 2 a a

_ -b - y /o  -b + f 5  _(-b)2-(So)2 _ b 2-D _\  IA ->--------------•------------- — —■* ■ * --------------
2a 2 a 4 a2 4 a2

_  b2 -  (b2 -  4ac) _  c
4a

M e g j e g y z e s :  Viete tetele igaz abban az esetben is, ha

D = 0. Ekkor ugy vesszuk, hogy x{=x2= —— .
2 a

jc, + x2 = 2 • f -
2 a

X\X-> b~ _  4ac _  c 
4a2 4 a2 a

K o v e t k e z m e n y .  Ha x x es x2 az x2 + bx + c = 0 redukdlt 
masodfoku egyenlet gyokei, akkor

*i + v2 = -b ,
*i ‘ -v2 = c,

vagyis a ket gyok osszege egyenlo az elsofokit tag egyiitthatojanak 
ellentettjevel, a ket gyok szorzata pedig a szabad taggal.

19.2. t e t e l  ( V i e t e  t e t e l e  n e k  m e g f o r d i -
-bt a s a). Ha a es p szdmokra igaz bogy, a  + p = — es a p  = —, 

akkor ezek a szantok az ax2 + bx + c = 0 egyenlet gyokei.

B i z o n y i t a s . ®  Induljunk ki az ax2 + bx + c = 0 egyenletbol, 
osszuk el az egyenlet mindket oldalat cr-val:

x2+ -x  + -  = 0
a a

Felhasznalva a tetel felteteleit felirhatjuk: 
x: - ( a  + p)x + ap  = 0 . (*)
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19. Viete tétele

Helyettesítsük be a kapott egyenletbe a-t és ß-t:
a 2 -  (a + ß) a  + aß = a 2 -  a 2 -  aß + aß = 0 ;

ß2 -  (a + ß) ß + aß = ß2 -  aß -  ß2 + aß = 0 .
Tehát a  és ß gyökei a (*) egyenletnek és igy az ax2 + bx + c = 

= 0 egyenletnek i s. A

K ô v e t k e z t e t é s .  Ha a és ß számokra igaz liogy, 
a  + ß = -b  és aß = c, akkor ezek a szâmok az x 2 + bx: + c = 0 
egyenlet gyökei.

Alkalmazva ezt a kôvetkeztetést, a másodfokú egyenlet megoldható 
a megoldôképlet nélkiil is.
11 peim m

Hatârozzuk meg a 3x2 -  15x + 2 = 0 egyenlet gyôkeinek ôsszegét 
és szorzatât!

Megoldâs
Ellenörizzük le, vannak-e gyökei az adott egyenletnek:

D = (— 15)2 -  4 • 3 • 2 = 225 -  24 > 0.
Mivel a diszkriminâns nagyobb, mint nulla, igy az egyenletnek két 

gyöke van: x, és x2.

Viete tétele alapján: x] + x2 XX, = 2
3 ’

Hatârozzuk meg az x2 + bx + c = 0 egyenlet b és c egyiitthatôit, 
ha tudjuk hogy az egyenlet gyökei -7  és 4!

Megoldâs
Viete tétele alapján: b = - ( - 7  + 4) = 3, c = -7  • 4 = -28.

îi. wm nm.
Îrjunk fel olyan egész együtthatójú másodfokú egyenletet, melynek

gyökei az alábbi szâmok: 1) 4 és 2)

Megoldâs

1) Mivel x, = 4 és x2 = —y, ezért

. 5  23 , _  aX | + x2 = 4 -  -  = — es x, • x2 -  4 •

6- 1/7 6 + V7es

20
7
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3. §. A MÁSODFOKÜ EGYENLET

A fordított tétel alapján az x, és x2 számok gyökei az x2 -  y  x -
20-  — = 0 egyenletnek. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát

7-tel, igy olyan másodfokú egyenletet kapunk, melynek együtthatói 
egész számok:

lx 2 -  23x -  20 = 0.

2) Ha x, = 6_,£  és x2 6 + /7

x, + x, = 6 - /7 +

, akkor

6 + /7

x, =

2 2 2 
6 -/ 7  6 + /7 = 36-7

2 ’ 2 4
29

= 6 és

29
4

Tehát x, és x2 számok gyökei az x2- 6x + — = 0 egyenletnek, de
4

akkor a 4x2 -  24x + 29 = 0 egész együtthatós egyenletnek is.
4. PÉLDA

A 2x2 -  3x -  9 = 0 egyenlet megoldása nélkül határozzátok meg 

az y  + y  kifejezés értékét, ha x, és x2 az elöbbi egyenlet gyökei!

Megoldás
3 • 9Viete tétele alapján x, + x2 = —, x, • x2 =

Tehát
J_  + _L = *i+*2 = 3 . Í 9 \  = _J_ 
x2 x, x,x2 2 V 2J 3 ’

F e 1 e 1 e t: —- .
3

s. m i m
A 3x2 -  lOx + n = 0 egyenlet egyik gyöke 4. Határozzátok meg 

az egyenlet másik gyôkét és az n értékét!
Megoldás

Jelöljük x,-gyel és x2-vel az adott egyenlet gyökeit, és emellett
x, = 4. Akkor Viete tétele alapján

, _ 10 _ 10 . 2 8 X, + X2 -  y , x2 — y  -  4 = - y  n = X,X2 = - y

F e 1 e 1 e t: x, = ——, n = - - .
2 3 3
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19. Viete tétele

6. PÉLDA
• Irjunk fel olyan másodfokú egyenletet, melynek gyokei 4-gyel 
nagyobbak, mint az x2 + 6x -  14 = 0 egyenlet megfeleló gyokei!

Megoldás
Jelóljük x,-gyel és x2-vel az x2 + 6x -  14 = 0 egyenlet gyókeit és 

x,' és x'2 a keresett másodfokú egyenlet gyokei.
A feltételek alapján: x¡ = x, + 4 és x'2 = x2 + 4.
Viete tétele alapján x, + x2 = -6  és x, • x2 = -14.
így
x[ +. x2 = Xj + 4 + x2 + 4 = (X| + x2) + 8 = —6 + 8 = 2; 

xj x2 = (x, + 4) (x2 + 4) = X|X2 + 4 (x, + x2) + 16 =
= -14 + 4 • ( -6) + 16 = -22.

Viete tételének megfordított tétele alapján a keresett egyenlet
x2 -  2x -  22 = 0.
F e 1 e 1 e t: x2 -  2x -  22 = 0.

9 ------------------------------------------------------------------------------------
1. Fogalmazzátok meg Viete tételét!
2. Fogalmazzátok meg Viete tételének kóvetkezményét!
3. Fogalmazzátok meg a Viete tétel megfordítását!
4. Fogalmazzátok meg a Viete tétel megfordításának kóvetkez­

ményét!

661. ° Mennyi az x2 + 5x -  10 = 0 egyenlet gyokeinek osszege?
1)5; 2 )-5 ; 3)-10; 4)10 .

662. ° Mennyi az x2 -  14x + 12 = 0 egyenlet gyokeinek szorzata?
1) -14; 2)14; 3)12; 4 )-12 .

663. ° A kóvetkezó egyenletek megoldása nélkül írjátok fel a gyokók
ósszegét és szorzatát:
1) x2 + 6x -  32 = 0; 3) 2x2 -  6x + 3 = 0;
2) x2 -  lOx + 4 = 0; 4) 10x2 + 42x + 25 = 0!

664. ° A kóvetkezó egyenletek megoldása nélkül írjátok fel a gyokók
ósszegét és szorzatát:
1) x2 -  12x - 1 8  = 0; 3) 3x2 + 7x + 2 = 0;
2) x2 + 2x + 9 = 0; 4) -  4x2 -  8x + 27 = 0!

665. ° Viete megfordított tétele alapján ellenórizzétek, hogy az adott
számok gyókei-e az alábbi egyenletnek:
1) 2 és 6 az x2 -  8x + 12 = 0 egyenletnek;
2) -7  és 8 az x2 + x -  56 = 0 egyenletnek;
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

3) 5 és 8 az x2 -  13x + 42 = 0 egyenletnek;
4) 9 és 11 az x2 -  20x -  99 = 0 egyenletnek!

666.° Viete fordított tétele alapján ellenórizzétek, hogy az adott 
számok gyokei-e az alábbi egyenletnek:
1) 1 és -2  az x2 + 2x -  3 = 0 egyenletnek;
2) -2  és -3 az x2 + 5x + 6 = 0 egyenletnek!

MjX 03 Határozzátok meg az x2 + bx + c = 0 egyenlet b és c egyiitt- 
hatóját, ha az alábbi számok az egyenlet gyokei:
1) -8  és 6; 2) 4 és 5!

668.  ° Határozzátok meg az x2 + bx + c = 0 egyenlet b és c egyíitt-
hatóját, ha az alábbi számok az egyenlet gyokei:
1) -2  és 0,5; 2) -10 és -20!

669. ° Irjatok fel olyan egész együtthatójú másodfokú egyenletet,
melynek az alábbi számok gyokei:
1) 2 és 5; 3) -0,2 és -10; 5) 0 és 6;

2) - j  és 2; 4) 2 -V J  és 2 + V J ; 6) - J l  és J T !
670. * írj fel olyan egész együtthatójú másodfokú egyenletet, melynek

az alábbi számok gyokei:

1) -7  és -8  ; 3) és j ;

2) 5 és -0,4; 4) 5-V Í0 és 5 + VÍÓ!
671. * Az x2 -  8x + cj = 0 egyenlet egyik gyóke -2. Határozzátok

meg az egyenlet másik gyókét és a q értékét!
672. * Az x2 + px -  42 = 0 egyenlet egyik gyóke 7. Határozzátok

meg az egyenlet másik gyókét és a p értékét!

673. * A 6x2 -  bx + 4 = 0 egyenlet egyik gyóke Határozzátok
meg az egyenlet másik gyókét és a b értékét!

674. * A 4x2 -  5,6x + ni = 0 egyenlet egyik gyóke -0,2. Határozzátok
meg az egyenlet másik gyókét és az ni értékét!

675. A 2x2 - I x  -  13 = 0 egyenlet megoldása nélkíil határozzátok 
meg az x,x2 -  4x, -  4x2 kifejezés értékét, ha xx és x2 az elóbbi 
egyenlet két gyóke!

676. * Az 5x2 +4x - 1 3  = 0 egyenlet megoldása nélkül határozzátok
meg a 3x,x2 -  x, -  x2 kifejezés értékét, ha x, és x2 az elóbbi 
egyenlet gyokei!
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19. Viete tétele

677.* A b mely értékei mellett lesznek az x2 + bx -  17 = 0 egyenlet 
gyökei ellentett számok? Határozzátok meg ezeket a számokat!
Oldjátok meg a következö 
mazzátok Viete tételét:
1) x2 -  5x + 4 = 0;
2) x2 + 5x + 4 = 0;
3) x2 -  4x -  5 = 0;
4) x2 + 4x -  5 = 0;

679.* Oldjátok meg a következö
mazzátok Viete tételét:

másodfokú egyenleteket! Alkal-

x~ -  9x + 20 = 0;
x2 -

5)
6)
7)
8)

másodfokú egyenleteket! Alkal-

X  -  2 = 0; 
x2 + 2x -  8 = 0; 
x2 -  3x -  18 = 0!

1) x2 -  lOx + 24 = 0; 3) x2 -  2x -  8 = 0;
2) x2 + 6x + 8 = 0; 4) x2 + x -  12 = 0!

63811..* Az alâbbi egyenletek közül melyeknek lesz mind a két gyöke 
pozitiv, mind a két gyöke negativ és melyek gyökei ellenkezö 
elöjelüek:
1) x2 -  12x + 1 4  = 0; 4) x2 + 16x + 1 0  = 0;
2) x2 + 6x -  42 = 0; 5) x2 -  24x + 0,1 = 0;
3) x2 -  7x -  30 = 0; 6) x2 + 20x + 3 = 0?

681. **Az x2 -  lOx + c = 0 egyenlet gyökei közül az egyik 8-cal
nagyobb a másiknál. Határozzátok meg a c értékét és az 
egyenlet gyökeit!

682. **Az x2 + 20x + a = 0 egyenlet gyökeinek aránya 7 : 3. Hatá­
rozzátok meg az a értékét és az egyenlet gyökeit!

683. **Az x2 -  7x + m = 0 egyenlet x, és x2 gyökeire igaz, hogy
2x, -  5x2 = 28. Határozzátok meg az egyenlet gyökeit és az 
m értékét!

684. **Az x2 + 4x + n = 0 egyenlet x, és x2 gyökeire igaz, hogy
3x| -  x2 = 8. Határozzátok meg az egyenlet gyökeit és az n 
értékét!

685. **Viete fordított tételével határozzátok meg az alábbi egyenletek
gyökeit:
1) 2x2 -  5x + 3 = 0; 3) 16x2 -  23x + 7  = 0;
2) 2x2 + 5x + 3 = 0; 4) - 8x2 -  19x + 27 = 0!

686.  **Viete fordított tételével határozzátok meg az alábbi egyenletek
gyökeit:
1) 7x2 + 1 lx -  18 = 0; 2) 9x2 -  5x -  4 = 0!

687. *"Az x2 -  9x + 6 = 0 egyenlet gyökei x, és x2. A gyökök
kiszámítása nélkül határozzátok meg az alábbi kifejezések 
értékét:

i)
X ,  X-,

2) X,2 + x22 ; 3) (xj -  x2)-; 4) x,3+x2
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

688. "A z X2 + 5x -  16 = 0 egyenlet megoldása nélkiil határozzátok 
meg az alábbi kifejezések értékét, ha x, és x2 az elöbbi egyenlet 
két gyöke:
1 ) x,2x2 + x2x, ; 2) ^  + 3) |x 2 + x,|.

689. "Irjatok fel olyan másodfokú egyenletet, melynek gyökei 2-vel
kisebbek az x2 + Sx -  3 = 0 egyenletek ınegfelelö gyôkeinél!

690. "Irjatok fel olyan másodfokú egyenletet, melynek gyökei 3-mal
nagyobbak, mint az x2 -  12x + 4 = 0 egyenletek megfelelö 
gyökei!

691. "Irjatok fel olyan másodfokú egyenletet, melynek gyökei 3-szor
kisebbek, mint a 2x2 -  14x + 9 = 0 egyenletek megfelelö 
gyökei!

692. * írjatok fel olyan másodfokú egyenletet, melynek gyökei 2-szer
nagyobbak, mint a 2x2 -  15x + 4 = 0 egyenletek megfelelö 
gyökei!

2693.* A 3x + ax -  7 = 0 egyenlet gyökeinek összege — . Hatá-
6

rozzátok meg az a értékét!

694. * Az x2 -  ax + 8 = 0 gyökeire igaz, hogy = —. Határoz-
x2 x, 2

zátok meg az a értékét!
695. * Igazak-e az alábbi állítások:

1) a 7x2 + 4x -  a2 -  1 = 0  egyenlet gyökei különbözö elöjelüek 
az a bármely értéke mellett;

2) az x2 + 6x + a2 + 4 = 0 egyenlet gyökei ha léteznek, 
függetlenül az a értékétôl, negativ elöjelüek?

696. * Határozzátok meg a b összes olyan egész értékét, melyre az
alábbi egyenletek gyökei is egészek:
1) x2 + bx + 6 = 0; 2) x2 + bx -  12 = 0!

6? 7• * Határozzátok meg a b összes olyan egész értékét, melyre az 
alábbi egyenletek gyökei is egészek:
1) x2 + bx + 8 = 0; 2) x2 + bx -  18 = 0!

698. * Az x2 + bx + c = 0 egyenlet gyökei egyenlök a b és c
együtthatóval. Határozzátok meg a b és a c értékét!

699. * Az a mely értékére lesz az x2 -  4x + a = 0 egyenlet gyökeinek
négyzetôsszege:
1) 12; 2) 6?

^66 .* Az a mely értékére lesz az x2 + {a -  l)x  -  2a = 0 egyenlet 
gyökeinek négyzetôsszege 9?
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H S  M ÉTLÓ FE LADATOK -

701.

Ellenórizzétek magatokat! 5. sz. tesztfeladat

702.

703.

704.

F  FÉLKÉSZÜLÉS AZ ÚJ TÉMÁHOZ

705. Az alábbi kifejezéseket csoportosítási módszerrel alakítsd szor- 
zattá:
1) x2 - I x  + 10; 3) a2 + 8a + 12;
2) y2 + 3y -  4; 4) x2 -  x -  6!

NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HAS2NÁLATA

706. László három x, y, z számjegyre gondolt. Péter megnevez három 
számot: a, b és c. László megmondja az ax + by + cz kifejezés 
értékét. Mely számokat kell megneveznie Péternek ahhoz, hogy 
a kapott információ alapján meg tudjuk mondani, mely számokra 
gondolt László?

ELLENÓRIZZÉTEK MAGATOKAT! 5. SZ. TESZTFELADAT

1. Az alábbi egyenletek kózül melyik másodfokú?
A) x2 = 0; C) x2 + x = 0;
B) x2 + x = 0; D) x2 + x -  2 = 0.

Egyszerüsítsd az alábbi kifejezéseket:

1)

0

4 a -16 
a2 - 16 ’

I2 /P-862

3)

4)

c2 + 10c + 25 
5c + 25

4-m2

5)

6)
2 -  2x2

2 - 3 b ’ y m2 -  4m + 4 ’ 4x2 -  8,v + 4

Egy gyümólcsósben 48 fát ültettek, soronként azonos mennyi- 
séget. 8-cal kevesebb a sorok száma, mint amennyi fát ültettek 
egy-egy sorba. Hány fát ültettek egy-egy sorba, és hány sort 
ültettek?
Rajz nélkül határozzátok meg az y = x2 és y = x + 2 függvények 
grafikonjainak metszéspontját! Abrázoljátok a függvényeket és 
jelóljétek a meghatározott pontokat!
A gyümôlcsôs 60%-a cseresznye és szilvafa. A cseresznye és 
szilvafák 30%-a szilvafa. A gyümôlcsôs hány százaléka szil­
vafa?
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3. §. A MASODFOKU EGYENLET

2. Oldjatok meg a 9x -  x2 = 0 egyenletet!
A) -3; 0; 3; B) 0; 3; C) -3; 3; D) 0; 9.

3. Oldjatok meg az - —  egyenletet!

A) 0; 5; B) 5; C) V5 ; D) -V J ; V5.
4. Az alabbi egyenletek koziil melyiknek nines gyokiik?

A) x2 -  5x -  2 = 0; C) x2 -  2x + 5 = 0;
B) x2 -  5x + 2 = 0; D) x2 + 2x -  5 = 0.

5. Hany gyoke van a 6x2 + 13x + 5 = 0 masodfoku egyenletnek?
A) ketto; C) egyetlen egy sem;
B) vegtelen sok; D) egy.

6. Hatarozzatok meg az x2 + 4x -  21 = 0  egyenlet gyokeit!
A) 7; -3; B) -7; 3; C) -7; -3; D) 3; 7.

7. Mennyi az x2 -  lOx -  12 = 0 egyenlet gyokeinek osszege?
A) 10; B) -10; C ) -12; D) 12.

8. Mennyi a 3x2 -  16x + 6 = 0 egyenlet gyokeinek szorzata?

A) 6; B) 2; C ) -16; D) 4r •J
9. Az x mely ertekei mellett egyenlok a (3x -  1) (x + 2) es az 

(x -  12) (x -  4) kifejezesek ertekei?
A) -12,5; 2; B) 12,5; -2; C) -25; 4; D) 25; -4 .

10. Irjatok fel olyan normal masodfoku egyenletet, melynek gyokei a
3-V2 es 3 + V2!
A) x2 + 6x -  7 = 0; C) x2 + 6x + 7 = 0;
B) x2 -  6x -  7 = 0; D) x2 -  6x + 7 = 0.

11. Oldjatok meg az x | x | -  9x -  10 = 0 egyenletet!

A) -1; 10; - 9 - VTT.
2

- 9 + V T T . 
2 C) -1; - 9- 0/4T .

2

B) 10; -  9 -  ViT -  9 + / ¡ T D) -1; 10.

12. A 2x2 + 9x + c = 0 egyenlet egyik gyoke -5. Hatarozzatok meg 
a masik gyokot es a c erteket!
A) x2 = 0,5; c = -5; C) x2 = 9,5; c = 22,5;
B) x2 = -0 ,5; c = 5; D) x2 = 9,5; c = -22,5.
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20. Másodfokú polinom

Másodfokú polinom

i h a á r  o /  ¿i Az ax2 + bx + c kifejezést m á ­
s o d f o k ú  p o l i n o m n a k  nevezzük, ahol .v változó 

b és c bármely szám és a * 0.
Lássunk néhány példát olyan tobbtagú kifejezésre, inelyek másod­

fokú polinomok:
2x2 -  3x + 5; X2 + 7x; x2 -  5; 3x2.

Jegyezzük meg, hogy a másodfokú egyenlet bal oldala is másodfokú 
polinom.

á r o / á s. A m á s o d f o k ú  p o l i ­
n o m  g y o k é n e k  nevezzük a változó azon értékét, 
melyre a kifejezés helyettesítési értéke 0.

Például a 2 gyöke az x2 -  6x + 8 másodfokú polinomnak.
Ahhoz, hogy meghatározzuk az ax2 + bx + c másodfokú polinom 

gyökeit, meg keil oldani az ax2 + bx + c = 0 másodfokú egyenletet.
A D = b2 -  4ac kifejezést az ax2 + bx + c másodfokú polinom 

diszkriminánsának nevezzük.
Ha D < 0, akkor a másodfokú polinomnak nincsenek gyôkei, ha 

D = 0 egy gyöke van, ha D > 0, akkor két gyöke van.
Csoportosítási módszerrel bontsuk tényezôkre az x2 -  3x + 2 

másodfokú polinomot (ilyen volt a 705. feladat, melyet a felkészüléskor 
oldottunk):

x2 -  3x + 2 = x2 -  x -  2x + 2 = x (x -  1) -  2(x -  1) =
= (x -  1) (x -  2).

Ezt az azonos átalakítást nevezzük az x2 -  3x + 2 kifejezés lineáris 
tényezôkre bontásának.

A másodfokú polinom gyôkei és lineáris tényezôi közötti össze- 
függést a következö tétel mondja ki.



3. §. A MÄSODFOKÜ EGYENLET

20.1. t c t c I. Ha az ax2 + bx + c mäsodfokü polinom 
diszkriminänsa pozitiv, akkor a mäsodfokü polinom szorzattä 
alakithatö:

ax2 + bx + c = a (x -  x,) (x -  x2), 
ahoi x, es x2 a polinom gyökei.

B i z o n y i t ä s .  © Mivel x, es x2 az ax2 + bx + c = 0 mäsodfokü
b cegyenlet gyökei, igy xl + x2=— x,x2= - ■ Vagyis a (x -x l){x-x2) = 

= a(x2 -  (x, + x  )x + xx ,) = a\ x2 + — x + —| = ax2 +bx + c . ^
\  Cl ClJ

M e g j e g y e z z t i k ,  hogy ha a diszkriminäns nulla, akkor ügy 
tekintjük, hogy a mäsodfokü polinomnak ket egyenlö gyöke van, vagyis 
jc, = x2. Ebben az esetben

ax2 + bx + c = a (x -  x,)2.

20.2. t e t e 1. Ha az ax2 + bx + c mäsodfokü polinom 
diszkriminänsa negativ, akkor a mäsodfokü polinom nem bonthatö 
Iineäris szorzötenyezökre.

B i z o n y i t ä s .  ® Tetelezzük fei, hogy az ax2 + bx + c 
mäsodfokü polinom szorzattä alakithatö, vagyis ax2 + bx + c = 
= a{x -  m)(x -  n). Ebben az esetben viszont m es n a polinom gyökei. 
Vagyis a diszkriminäns nemnegativ, ami ellentmond a feltetelnek. A

1. PELDA

Bontsuk tenyezökre az aläbbi polinomokat:
l) * 2 -  \4x -  32; 2) -x 2 + I7x -  30; 3) 3x2 -  7x + 2!

Megoldäs
1) Meghatärozzuk a polinom gyökeit:

x2 -  I4x -  32 = 0; 
x, = - 2, x2 = 16.

Tehät, x2 -  I4x -  32 = (x + 2) (x -  16).
2)

-x2 + I7x -  30 = 0; 
x2 -  I7x + 30 = 0; 

x, = 2, x2 = 15.
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20. Másodfokú polinom

Vagyis - X1 2 + 17x -  30 = -(x  -  2) (x -  15).
3) Megoldjuk a 3x2 -  lx  + 2 = 0 egyenletet:

*2 = 2.

Tehát 3x2 -  lx  + 2 = 3(x -  j)(x  -  2) = (3x -  l)(x -  2).

2. PÈLDA

Egyszerüsítsük a 2 ° p- törtet !

Megoldás
Bontsuk tényezôkre a tört számlálóját:

6a1 - ¿ 7 - 1 = 0;

0 |~ İ ; i'2 _ 2 ’

6«2- 0 - l  = 6(a+I X - İ J  = 3ia + l J - T - İ . I  =
= (3o + l)(2o -  1).

Vagyis

F e 1 e 1 e t:

6a2 — a - 1 _  (3a + l)(2cr-1) _  2a -1 
9a2-1 ~  (3fl + l)(3fl-l) "  3a-1 *

2a -1 
3a -1

3. PÉLDA
Az m mely értéke mellett lehet a 2x2 + 9x + m másodfokú polinomot 

olyan szorzatként felirni, melynek egyik tényezôje az (x + 5) lineáris 
kifejezés?

Megoldás
Mivel az egyik szorzótényezo az (x + 5) lineáris kifejezés, így a 

polinom egyik gyöke -5.
Vagyis:

2 • (-5 )2 + 9 • (-5) + m = 0; 
m = -5.

F e 1 e 1 e t: m = -5

1. Mit nevezünk másodfokú polinomnak?
2. Mi a másodfokú polinom gyöke?
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3. Mit nevezünk a mäsodfokü polinom diszkriminänsänak?
4. Mikor nines a mäsodfokü polinomnak gyöke? Mikor van egy 

gyöke? Ket gyöke?
5. Mikor bonthatö linearis tenyezökre egy mäsodfokü polinom?
6. irjätok le a mäsodfokü polinom tenyezökre bontäsänak kepletet!
7. Mely esetben nem lehet tenyezökre bontani a mäsodfokü polino- 

mot?

3. §. A MÄSODFOKÜ EGYENLET

707. ° Hatärozzätok meg a következö mäsodfokü polinomok gyökeit:
\) x3 1 2 3 - x -  12; 3) 3a2 -  16a + 5; 5) 4a2 + 28a + 49;
2) x2 + 2x -  35; 4) 16a2 -  24* + 3; 6) 3a2 + 21a -  90!

708. ° Tenyezökre lehet-e bontani a következö kifejezeseket:
1) x2 — 12a + 6; 3) 2a2 -  8# + 8;
2) 3 a2 -  8a + 6; 4) -6 b 2 + b + 12?

709. ° Bontsätok linearis tenyezökre az aläbbi polinomokat:
1) x2 -  Ix + 12; 7) 4a2 + 3x -  22;
2) x2 + 8x + 15; 8) -3 a 2 + %a + 3;

3) a2 -  3a -  10; 9) 1  b2- l b  + \- 
'  6 6

4) - a2 -  5a -  6;
5) - a2 + a + 2;

10) -2 a2 -  0,5a + 1,5;
11) 0,4a2 -  2a + 2,5;

6) 6a2 -  5a -  1; 12) -l,2 /;r  + 2,6m -  1!
710.° Bontsätok lineäris tenyezökre az aläbbi polinomokat:

7 1 1 . °

1) a2 -  3a -  18;

2) a2 + 5a -  14;
3) - a2 + 3a + 4;

4) 5a2 + 8a -  4;

5) 2a2 -  3a + 1;
6) 4b2 -W b -  3;

Egyszerüsitsetek a következö törteket:

7) a2 - 2a-3 ;
4

8) 0,3m2 -  3m + 7,5!

1)
x 2 +x  — 6 . 

* + 3 ’

2)
JC —4

x 2 -lOx + 24 ’

3)

4)

3a-15 
* 2 20

x2 - 3x  + 2

5)
a 2  - 7 a + 12

a - 3 a

6)
A2 +4a ,

a 2  +  2 a  -  8  '6 a  -  6



20. Másodfokú polinom 

712.° Egyszerüsítsétek a következö törteket:

1) 6 a  + 5 2) 2 a- + 1 2

713.
a  -  5 '  '  a 2 +  3a -  18 ’

Egyszerüsítsétek az alábbi törteket:
3)

5)

6)
714.* Egyszerüsítsétek az alábbi törteket:

4a2 + a -  3 „ ̂  a2 + 5a + 4

1)
4a2 - 9 3) c2 - 5 c - 6

2a2 -  9a -18  ’ c2 - 8 c + 12 ’

2)
2b2 -  7b + 3 . 4) m3-  1
4 / r -4 6  + 1 ’ m2 + 9/;/ -  10

a 2 + 9a +14 
A 2  + 7 A

3 2 -  4a —a2 
4/r  -9/? + 2 
2 + 9/7 — 5/í2

O

2)
2 / + 3 y - 5

3)

4)
a ~ - a - 20 ’ 

3 + 206-762
y 2 - 2 y  + \ ’ 7b2 - 6 b - \  *

715. ** A b mely értéke mellett lehet az alábbi polinomokat olyan
szorzattá alakítani, melynek egyik tényezôje a megadott 1 ineáris 
kifejezés:
1) 2x2 - 5 X + b; (x -  3);
2) -4x2 + bx + 2; (x + 1);
3) 3x2 -  4x + b\ (3x -  2)?

716. ** A a mely értéke mellett lehet az alábbi polinomokat olyan
szorzattá alakítani, melynek egyik tényezôje a megadott 1 ineáris 
kifejezés:
1) 2x2 -  Ix + a\ (x -  4);
2) 4x2 -  ax + 6; (2x + 1)?

717. ** Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:
9a2 - 4

2a2 - 5 a + 2 3 a + 2 
b - 4 A  b - 1

2 ^  a - l

b - b  \2b  +36+1 
c + 2 _ 2c

c2 - c - 6 
3

1 -  2a ’

b2- 1
c +3c

71S/

1)

2)

3)

4)7 V w! -  4 m + 1 m2 -  3m -  4 ) 2 m - 3  
Igazoljátok, hogy az alábbi kifejezések értéke független az a 
változó értékétol:

25a2-3 6

+ _2£L +
c2 - 6 c + 9 )  (2 c -  6)‘

4m -  6 A 4m — 16

1)

2)

1 Oa2 -  9a + 2 
2a . 1

5a+ 6 | 9 a -  8 
5a- 2  1 -  2a

• +
a + 3 a - 1 a2+ 2 a - 3 /  a + 3

2a+ 1
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

719. "Ábrázoljátok az alábbi függvények grafikonját:

1) 7 = .y2 -  6x + 5 
x - \ 2) y _  3x2 -10x + 3 x~ — 4 ,

jc -  3 x  + 2
72ü.**Ábrázoljátok a kóvetkezó függvények grafikonját:

'  y  x - 4 ’ ’ X+I x+5
721. * Alakítsátok szorzattá az alábbi kifejezéseket:

1) x2 -  6xy + 5y2; 3) 3m2 -  $mn -  3n2\
2) a2 + 5ab -  3ó/>2; 4) 4x2 -  5xy + y2!

722. * Alakítsátok szorzattá az alábbi kifejezéseket:
1) a2 -  \4ab + 40¿2; 2) 1262 + be -  6c2\

723. * Oldjátok meg a kóvetkezó egyenleteket:
1) {a2 -  a -  6) x = a2 -  9;
2) O 2 -  Sa + 7) x = la 2 -  13a -  7!

724. * Oldjátok meg az
{a2 + la  -  8) x = a2 + 16¿7 + 64 
egyenletet!

I ISMÉTLÓ FELADATOK

725. Egyszerüsítsétek az alábbi tórteket: 
3 + VJ 2 -V ó

1)

2)

2VJ ’
5 - V J

3)

4)

Vó- 3  ’ 

4 a - 2

5)

6)

9¿/-62
9a + 6bJa  + b~ 

a - J a -  8 (
a + 2-Ja +4

726.
>/\Ó-5V2 ’ 2>fá+J2 ’

A 34. ábra egyik rajzán egy állandó sebességgel halado gyalogos 
mozgási graflkonja látható. Határozzátok meg a gyalogos se- 
bességét!

5 L
kn

1
0 M i l  i. óra

a)

5
k.

ó
n

/
/

/
11/
1

¡0 1 LI_L t, óra
b)

34. ábra

kn
JL

i

4 3
Li¿L 1 1 .jL óna

c)

727. 2 1 8%-os zsírtartalmú és 3 liter 6%-os tejet ósszeóntóttek. 
Hány százalék a kapott tej zsírtartalma?
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21. Másodfokúra visszavezethetö egyenletek megoldása

F  FELKÉSZÜLÉS AZ ÚJ TÉMÁHOZ

728. Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) X2 = 9; 3 ) ( 4 x + l )2 = 9; 5 ) V T  = 9;
2) X2 = -9; 4) (x -  l )2 = 5; 6) VT = -9  !

729. Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
5x -  3 4.x -  2

1)
4x - 1 _  x  + 5 
x - 2  x - 2 ’ 3)

2)
2y2 -  3 v -2 0  ,--------— -y = i ;v - 4 4)

x +1 x + 2 

1

■ =i;

y - 5  y  + 4 ( y - 5 ) ( y  + 4 ) '

NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA
730. Milyen téglalapból van több: olyanból, amelynek kerülete 1000 

egység vagy olyanból, amelyeknek a keriilete 1002 egység? A 
feladat feltételében az összes olyan téglalap szerepel, melyek 
oldalhosszainak mérószáma természetes szám.

Másodfokúra visszavezethetö 
M H  egyenletek megoldása

1. PÉLDA
Oldjuk meg az x4 -  I3x2 + 36 = 0 egyenletet!

Me go Idás
Vezessünk be új változót: x2 = /. Akkor x4 = t2. Ekkor az egyenlet 

felírható a t változón keresztül:
í2 -  13/ + 36 = 0.

Az utóbbi egyenletet megoldva kapjuk, hogy /, = 4, t2 = 9. Mivel 
t = x2, ezért az

x2 = 4 és x2 = 9
egyenletet kell megoldani.

Tehát x, = -2, x2 = 2, x3 = -3 és x4 = 3.
F e 1 e 1 e t: -2; 2; -3; 3.

M e g h a t á r o z á s .  Az axA + bxl + c = 0 alakú egyenletet 
b i k v a d r a t i k u s  e g y e n l e t n e k  nevezzük, ahol 
x változó r/, b, c valós szám és a ^ 0.
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3. §. A MASODFOKU EGYENLET

Az x2 = t valtozo cseret alkalmazva a bikvadratikus egyenlet 
visszavezetheto at2 + bt + c = 0 alaku masodfoku egyenletre. Ezt a 
modszert valtozo cserenek nevezziik.

Ezt az elvet nem csak bikvadratikus egyenletek megoldasakor 
alkalmazhatjuk.
St.; PliLDA

Oldjuk meg a (2x -  l)-4 + (2x -  l )2 -  2 = 0 egyenletet!
Me go l das

Vezessuk be a t = (2x -  l )2 valtozot. Ezt behelyettesitve az 
egyenletimk t2 + t -  2 = 0 alaku lesz.

Innet = -2  es t2 = 1.
Tehat a

(2x -  l )2 = -2  es (2x -  l )2 = 1 
egyenleteket kell megoldani.

Az elso egyenletnek nines megoldasa. A masodik egyenletbol 
2x -  1 = 1 vagy 2x -  1 = -1  egyenleteket kapjuk, melyek megoldasa 
az x, = 0 es x2 = 1.
F e 1 e 1 e t: 0; 1.
3.1 p 6 l d a

Oldjuk meg a 6x + 5Vx + l= 0  egyenletet!
Me go l das

Vezessilnk be uj ismeretlent. Legyen Vx = t, akkor t2 = x. Igy az 
egyenletimk: 6/2 + 5/ + 1 = 0  alaku lett.

Ennek az egyenletnek ket gyoke van: /,=-■j ,  t2= - ^ .

Ket egyenletet kaptunk: V x = — J x = —

Mivel VT > 0, ezeknek az egyenleteknek nines megoldasuk.
F e 1 e 1 e t: az egyenletnek nincsenek gyokei.
4. PELDA

Oldjuk meg az A + egyenletet!

Megoldas

Ez az egyenlet ekvivalens az J x 2 + 2x = 5x + 18, 

j x - 6 ^ 0
egyenletrendszerrel.



21. Másodfokúra visszavezethetö egyenletek megoldása

Innét X 2 -  3.x - 18 = 0,
X * 6;

íx = -3  vagy x = 6,
|x * 6.

X = -3.
F e 1 e 1 e t: -3.

STpéld a

Oldjuk meg az —— -----— 7-—- — egyenletet!
J & X - - 4 X  + 4 X - - 4  x + 2

Megoldás

Rendezzük az egyenletet:  ------7 - 7— 777— rr“ ---r
& ( x - 2 ) 2 ( x -2 ) {x  + 2) x  + 2

5(x + 2 ) - 4 ( x - 2 ) - ( x - 2 f  _ Q 
-  2)2(jc -4- 2)

Ez az egyenlet ekvivalens az alábbi rendszerrel:
5 (x + 2) -  4 (x -  2) -  (x -  2)2 = 0,

• X *2 ,
x * - 2.

Ebböl következik, hogy
5x + 10 -  4x + 8 -  x2 + 4x -  4 = 0,

< x * 2, 
x * -2 .

x2 -  5x -  14 = 0,
- x * 2, 
x * - 2.

x = 7 vagy x = -2 ,
- x ^ 2, 
x * -2 .

l̂̂ /iit̂ ievezünk bikvadartikus egyenletnek?
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731. ° Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) X4 -  5x2 + 4 = 0; 4) x4 + 14x2 -  32 = 0;
2) x4 -  5x2 + 6 = 0; 5) 4x4 -  9x2 + 2 = 0;
3) x4 -  Sx2 - 9  = 0; 6) 3x4 + 8x2 - 3  = 0!

732. ° Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) x4 -  29x2 + 100 = 0; 4) x4 + 3x2 -  70 = 0;
2) x4 -  9x2 + 20 = 0; 5) 9x4 -  10x2 + 1 = 0 ;
3) x4 -  2x2 -  24 = 0; 6) 2x4 -  5x2 + 2 = 0!

733. ° Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) + 3 v = 0; 7) 2 İtil_ 9 £ ± 5 0  =0 .

x + l  x -  5 x - 5

2) x2 -  6x -  7 
x - 7

= 0 ;

3)

4)

5)

6)

x2 -  8 _  20
x +10 x + 10 
x2 -14 _  5x 
x + 2 x + 2 ’

x2 +10x _  12x + 48 . 
x -  8 ~~ x - 8  ’

8) *2-6.v+ j5^2£ = 0
x -  3 x -  3

9) =
x - 4

10) i£ ± l i  = x ;
x -  2

11) x + l =■— ;

12) 5 - 4 t = — !
. x2 x

734.° Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
X2 -  5x - 16 - 0 ; 5) x2 + 12x 0II

í̂l11

x -  6 x + 4 x + 4
4x2 -  l x  - oII

71

6) x2 -  3x _ 6 ;
x - 2 x + 6

lx2 + 6 _ 13x . 7) 2 -3 3 y _ 7 y  ;
x + 8 x + 8 ’ y - 4

x2 + 4x _. 5x + 56
8) y S S .= 10 !

x + l x + l  ’ y
735.* Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) (x + 3)4 -  3 (x + 3)2 -  4 = 0;
2) (2x + l )4 -  10 (2x + l)2 + 9 = 0;
3) (6x -  7)4 + 4 (6x -  7)2 + 3 = 0;
4) (X -  4)4 + 2 (x -  4)2 -  8 = 0!

736/  Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) (3x -  l )4 -  20 (3x -  l )2 + 64 = 0;
2) (2x + 3)4 -  24 (2x + 3)2 -  25 = 0!
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737. * Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) x-3>fx +2 = 0; 4) 8Vx+jt  + 7 = 0;

2) x->fx - \2  = 0 ’, 5) 6< /r-27+ x  = 0;
3) 3.x- 1 0>/x + 3 = 0; 6) 8x-10Vx+3 = 0!

738. * Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) x - 6- /x +8 = 0; 3) 2x-3-%/x +1 = 0 !

2) x -5> /x -50  = 0;
739. * Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1)

2)

X2 -  9.x +18 _  ^ . 3)
2X

X2 - 9 7X

3x2 - 1 4x -  5 _  Q . 4)
7.X“

.2

= 0 ;

= 0 !
jx~ +X x + ¿ x

740.* Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) 'v'~?'v~ lo= 0 ; 2) x2 + 5 x - 14
x~ -1  x2-6.x + 8

741.* Oldjátok meg a következö egyenleteket:

=  0 !

D

2)

2y  _ 3y + 3 . 
y - 3  y  ;

3.x+ 4 2.x- 9

3) 5x + 2 4x+13
je — 1 x + 1

4) 2.v--3:v + l = 3Jf_ 4!
X -  3 * +1 .X -1

742.* Határozzátok meg a következö egyenletek gyökeit:
2x -13  X + 6

1) 2) 3a-2 -4-v-_20 _ 2 -y-5  !
X -  6 .X x + 2

743.* Határozzátok meg a következö egyenletek gyökeit

1)

2)

3)

4)

5)

10 9 _
.X + 2 X 6) ± -

10

48 48
1 4 -x  14 + x
je— 1 X
X + 2 x - 2  .X2 - 4

X - 1 x + 1

7)

8)

4.x

3 -  X
X —5 5
x - 2

X2 + 4x + 4 X2 + 2.x X 
6 3 . X - 12

X2—36 x2- 6 x x2+6.x
63 -  5x

= 0

X + 3 X -  3 

4x -10  X + 6
x-1 x+1

2x+ 18 
X2 - 9  ’

9) x + x + 1 -  
’ x+1 x - 1

= 4; 10  ̂ X2 -10.x+ 25

X2 -  49 ’ 
I 10
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744 .* Oldjâtok meg a kôvetkezô egyenleteket:
60 11) “ -

'  x  a  + 10 5 ’

2)

3)

4)

5)

6)

X  a  + 2 16
x + 2 x - 2  x2 - 4  ’

24 .
5

X

1

9 .+. 14
.v + 3 .y -  3 
2^ + 3 y  +1 + ■
2 >> + 2 2 y - 2  y 2 -1

3 .v________.y -  3 _  1
x 2 -  10a- + 25 a 2 -  5a x

= 0 ;

a  -  2 0 + ■ 10
a2 + 10a a2-100 A2-10 a 

745.* A vâltozô mely értékénél lesz:
16

= 0 !

n  24 ,1) a -----  es a
a- 2 a  +  2

tort ôsszege 3;

2) a — tort értéke —-del tôbb a 36,n 
'  x  4 x + 20

746.* A vâltozô mely értékénél lesz: 

1) a r- tort értéke ^--del kevesebb a
a  + 3 2

2) a — tort értéke 9-cel tôbb a 2()—
A A + 1 8

747.**01djâtok meg az alâbbi egyenleteket:
^  2a -10 | 4 5a -1

Aj +1

2)

3)

4)

A + 1 A2 -  A + 1
5 -  2a 3

A- -  4a + 3 X ~ \  a -  3
4a - 6 ___a 14
a + 2 a + 1 a2 + 3a + 2 

a 3a -1 2
A2 -  4 a2 + A -  6 A2 + 5a + 6 • *

748.**01djâtok meg a kôvetkezô egyenleteket:
1) 3x + 2 | a 2  +39 _  5

a2 + 2a + 4 a3 -  8 a -  2 ’ 

82) - i - + £ i i  = —
'  a — 1 a + 3 a2 + 2a -  3

tort értékénél?

— tort értékénél;
A

tort értékénél?
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21. Másodfokúra visszavezethetö egyenletek megoldása

749. ** Oldjátok meg a következö egyenleteket! Vezessetek be új
változót:
1) (x2 -  2)2 -  8 (x2 -  2) + 7 = 0;
2) (x2 + 5x)2 -  2 (x2 + 5x) -  24 = 0;
3) (x2 -  3x + 1) (x2 -  3x + 3) = 3;
4) (x2 + 2x + 2) (x2 + 2x -  4) = -5!

750. ** Oldjátok meg a következö egyenleteket! Vezessetek be új
ismeretlent:
,) r 2£ z lY - 6(2, - l ) +5 = 0;

\  X J X

2 ) 3£zi + Ü ±  = 3 Í l
J x + 1 3 x - 1 3 '

751.** Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) (x2 -  6x)2 + (x2 -  6x) -  56 = 0;
2) (x2 + 8x + 3) (x2 + 8x + 5) = 63;

c4 4x23)
(x - 2 ) 2 x - 2

-5  = 0;

4) -y + 4 -  3 _ 3 i
x - 3  x + 4 2 '

752.* Oldjátok meg az alábbi egyenleteket! Vegyétek figyelembe, 
hogy a valós szám:

3) -V2 -  (3a -  2) x + 6a _  q .1) *2- 8* + .T = 0 ;

2)

x - a

x - a

x-6

x 2 -  8x + 7
•= 0 ; 4 ) (l ~ -  p  i

X +  3

753.* Az a mely értéke mellett lesz az 2— a-}±5 -  q egyenletnek egy
.x - 1

gyöke?

HsMÉTLÔ FELADATOK
754. lgaz-e, hogy az

(¿7-l)r l 1
.a¿ - 1 a2 - 2 a  + \ )  o + l

kifejezés értéke az a bármely értékére pozitív?
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

755. a ^6 + 2A - t=—
v6-2

szám?

Vó-2
Vó+2

kifejezés értéke racionális vagy irracionális

756. Ábrázoljátok az y  =
í— h a x < - 2, 

[„y2, ha ;c> -2
fiiggvény grafikonját!

NEM HAGYOMÁNYOS MÓDSZEREK HASZNÁLATA
757. A számítógép monitorán az 1-gyes számjegy látható. A gép 

minden másodpercben a monitoron lévo számhoz hozzáadja a 
szám számjegyeinek ôsszegét. Lehetséges-e hogy bizonyos ido 
múltán a monitoron a 123 456 789 szám legyen látható?

HA ELKÉSZÜLTÉL A HÁZI FELADATTAL

b 'gytH fo trk  m c g M á sa i újj vá ito zó  b e v e z e té s é v e i  
A 21. pontban megismerkedtetek az egyenletek megoldásának azzal 

a módszerével, mikor új változót vezettünk be. Tekintsünk át még 
néhány példát ennek a módszernek az alkalmazására, melyek igazolják 
a módszer hatékonyságát.
1. PÈLDA

Oldjuk meg az

Jelöljük az 

ttesítve az 

/2 + 2 í-8  = 0,

X2 - 3 x - 6 8.x
X X2 -  3x -  6

Megoldás
.V2 -  3x -  6

= -2  egyenletet!

kifejezést /-vel, akkor 8.r = - .  Behe-
O -- ----- é

lyettesítve az egyenletünk t -  — = - 2 alakú lesz, amely ekvivalens a

t*  0
egyenletrendszerrel. Megoldva ezt az egyenletrendszert

azt kapjuk, hogy /, = -4  és t2 = 2.
Tehát az adott egyenlet megoldását visszavezettük két törtes 

egyenlet megoldására:
, )  X2 ~ 3 x ~ 6 — _ 4  .

2)
X2 -  3.Y -  6 _  2
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Ha elkészültél a házi feladattal

Ezeket az egyenleteket oldjátok meg onállóan.
F e 1 e 1 e t: -3; -1; 2; 6.

2. PÉLDA

Oldjuk meg a (2x2 + 3x -  l )2 -  10x2 -  15x + 9 = 0 egyenletet!

Alakítsuk át az egyenletet:
(2x2 + 3x -  l )2 -  10x2 -  15x + 5 + 4 = 0;

(2x2 + 3x -  l )2 -  5 (2x2 + 3x -  1) + 4 = 0.
Vezessünk be új változót: 2x2 + 3x -  1 = t. Ekkor az egyenlet 

í2 -  5t + 4 = 0 alakban írható fel, melynek megoldása /, = 1 és t2 = 4. 
Vagyis 2x2 + 3x -  1 = 1 vagy 2x2 + 3x -  1 = 4.
A kapott másodfokú egyenleteket megoldva kapjuk meg az eredeti 

egyenlet megoldását.

3. PÉLDA

Oldjuk meg a (2x2 -  3x + 1) (2x2 + 5x + 1) = 9x2 egyenletet!

Könnyen leellenörizhetö, hogy az x = 0 érték nem gyöke az adott 
egyenletnek, ezért osszuk el az egyenlet mindkét oldalát x2-tel:

letet kapjuk.

Ekkor t ( t + 8) = 9. A kapott másodfokú egyenlet gyökei: /, = 1 
és t2 = -9.

Ezeket az értékeket visszahelyettesítve két egyenletet kapunk:
1) 2x + l - 3  = l;

Megoldás

F e 1 e 1 e t: -2; y ; — 1.

Megoldás

Vezessünk be új változót: 2xH-----3 - t .

2) 2x + — -  3 = -9 .x
Az egyenleteket oldjátok meg onállóan.

F e 1 e 1 e t:
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JflPÉLDA

Oldjuk meg a 7 fx + — j -2  +4rj = 9 egyenletet!

Me gold äs

Vezessünk be úi változót: * + — = t . EkkorJ x

^  +  l Y = / 2 ; x 2 +  2  +  - V  =  / 2 ; x2+± =  t 2 - 2 .
K x )  X- x~

Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve:
It - 2  (t 2 -  2) = 9;
2t2 -  It  + 5 =  0.

A kapott másodfokú egyenletet megoldva: /, = 1 és t2=- j .

Tehát ,v + — = 1 vagy x + — = —..x x 2
Ezeket az egyenleteket oldjátok meg onállóan.

F e 1 e I e t: j i  2.

U p é l d a

Oldjuk meg az (x2 -  2x + 2)2 + 3x (x2 -  2x + 2) = İO*2 egyenletet!
Me gol d äs

Könnyen meggyözödhetünk arról, hogy az x = 0 nem gyöke az 
egyenletnek. így az egyenlet felírható

[x2- 2 x  + l f  | 3{x2- 2 x + 2 ) _ lQ
X2 X

alakban, mivel az egyenlet mindkét oldalát elosztottuk x2-tel.
r" — 2 r + 2Az -----—---- = t új változó bevezetésével ax J

t2 + 3t — 10 = 0 
másodfokú egyenletet kapjuk.

Fejezzétek be onállóan.
F e 1 e 1 e t: 2 -V 2 ; 2 + ̂ 2 ; -1; -2.

Ezen példák megoldása közben felmerülhetett bennetek, hogy miért 
nem alkalmaztunk azonos átalakításokat?
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Ha elkészültél a házi feladattal

Az igazság az, hogy a kijelölt azonos átalakítások után az axA + 
.+ bx3 + ex2 + dx + e = 0 alakú egyenletet kapjuk (gyözödjetek meg 
rola onállóan). Ha a * 0, ezeket az egyenleteket negyedfokú 
egyenletnek nevezzük. Ha a = 0 és b * 0, akkor harniadfokúnak. 
Ezen egyenletek részesete a bikvadratikus egyenlet, amikor b = 0 és 
d = 0. Ezeket az egyenleteket már meg tudjátok oldani.

Altalános esetben a harmadfokú és negyedfokú egyenletek megol- 
dásához ismerni kell a megoldóképletet. A megoldóképlet kivezetésének 
tôrténetérôl olvashatsz a következö értekezésbôl.

I FELADATOK

1. Oldjátok meg a következö egyenleteket: 

J) 3 f f 9£ _ _ ^ 2 _  = 3;
2 x2-3 x

6 . 8
=i ;2 )  -

(^ + 1X-Y + 2) (x -  lX-Y + 4)

3) X (x + 3) (x + 5) (x + 8) = 100;
4) (x + 2) (x + 3) (x + 8) (x + 12) = 4x2;

5) 7(x+i ) - 2 ^ +-L) = 9;
6) 2 (x2 + x + l)2 -  7 (x -  l)2 = 13 (x3 -  1);
7) (x -  6)4 + (x -  4)+ = 82!

F e 1 e 1 e t: 1) -1; 1; 2; 4; 2) -3; 0; 3) -4±VJT ;

4) -6; -4; 5) I ;  2 ; 6) 2; 4; -1; - i ;  7) 3; 7.

Scipione del Ferro titkos fegyvere

Könnyen meg tudjátok oldani a következö harmadfokú egyenleteket:
x3 -  8 = 0, x3 + x2 = 0, x3 -  x = 0.

Ezek az egyenletek részesetei az ax3 + bx2 + ex + d  = 0 egyen­
letnek, ahol x a változó, a, b, c, d valós szám és a * 0. A harmadfokú
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3. §. A MÁSODFOKÚ EGYENLET

egyenlet megoldökepletenek kivezetese nehez feladat. Nemhiaba 
tekintik a XVI. szâzad egyik kiemelkedö matematikai felfedezesenek.

Elöször Scipione del Ferro (1465-1526) olasz matematikus vezette 
le az + px = q egyenletet, ahoi p es q pozitiv szâm. Scipione del 
Ferro a felfedezeset titokban tartotta. Abban a korban egy tudös 
ervenyesülese sokban függött a inatematikaversenyeken elert ered- 
menyeitöl. Ezert volt szâmâra kifızetödö, hogy titokban tartotta fel­
fedezeset, mert titkos fegyverkent tudta alkalmazni.

Scipione del Ferro halâla utan egyik tanitvânya Fiore, aki ismerte 
a titkos kepletet, kihivta Nikolo Tartagliât, egy velencei szâmolömestert 
(1499-1557) egy tudomânyos pârbajra. Nehâny nappal a pârbaj elött 
Tartaglia is felfedezte a harmadfokü egyenletek megoldâsânak eljârâsât 
es 1535. november 20-ân fölenyes gyözelmet aratott.

Elöször a titkos kepletet Girolamo Cardano (1501-1576) ismert 
olasz matematikus jelentette meg a A nagy muveszet, avagy az 
algebrai szabâlyokröl cimü könyveben. Ebben a müben talâlkozunk 
elöször a negyedfokü egyenlet megoldâsi eljârâsâval is, melyet Lu- 
doviko Ferrari (1522-1565) dolgozott ki.

A XVII -  XVIII. szâzadok matematikusai sok energiât fektettek 
az ötödfokıı egyenletek megoldâsâba. Az elert eredmenyekhez sokban 
hozzâjârultak Paolo Ruffıni (1765-1822) es Niels Henrik Abel (1802— 
1829) Fıatalon elhunyt norveg matematikus. Az eredmeny meglepö

Nikolo
Tartaglia

Girolamo
Cardano

Niels Henrik 
Abel
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22. A racionális egyenlet, mint a reális problémák matematikai modellje

volt: bebizonyították, hogy az általános ötödfokû és magasabb fokú 
• egyenletek véges számú algebrai müvelettel (osszeadás, kivonás, 
szorzás, osztás és gyokvonás) nem oldhatók meg.

A 7. pontban már tanultátok a racionális egyenletek alkalmazását 
a reális problémák megoldására, matematikai modelljére. Nézzünk 
meg néhány más példát ¡s.

1. PÉLDA

Az A helységból egy kerékpáros induit el, majd 45 perccel késóbb 
ugyanabba az irányba egy teherautó. A teherautó az A helységtól 
15 km-re utolérte a kerékpárost. Mekkora átlagsebességgel haladt a 
kerékpáros és a teherautó, ha a teherautó sebessége 18 km/h-val 
több volt?

Jelöljük a kerékpáros sebességét x km/h-val, akkor a teherautó 

sebessége (x + 18) km/h. A kerékpáros a 15 km-es utat óra alatt

Megoldás

tette meg, a teherautó - L- -- óra alatt. Mivel a teherautó ezt az utat
x +18

45 perccel, — órával rnvidehh ido alatt tette meo eyért —— 15 _  3
x+18 4

15 15 _  3 .
x x + 18 4 ’

5 5 _  1
x x + 18 4 ’
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20x + 360-20.y- .y2-18.y _ Q.
4.y(.y +18)

JC2 +18x-3 6 0  = 0,
- x^O,
x^-18 ;

x = 12 vagy x = -30.
A -30 nem fele! meg'a feladat feltételeinek.
Tehât a kerekpâros sebessége 12 km/h, a teherautôé pedig 

12 + 18 = 30 (km/h).
F e 1 e 1 e t: 12 km/h, 30 km/h.

2. PÉLDA
Az ütjavitâst 7 ôrân keresztül egy brigâd végezte, majd csatlakozott 

hozzâjuk egy mâsik brigâd. Két ôra kôzos munkâval be is fejezték az 
ütkarbantartâst. Hâny ôra alatt végzett volna külôn-külôn a két brigâd 
az ütjavitâssal, ha az elsônek 4 ôrâval tôbb idôre van szüksége?

Megoldâs
Jelôljük Ar-szel azt az idôt, ami alatt az elsô brigâd elkészül az 

ütjavitâssal, akkor a mâsodik brigâd (x -  4) ôra alatt. 1 ôra alatt az

elsô brigâd az üt —-ed részét javitja ki, a mâsodik az üt —!— ed
x .y- 4

9
részét. Az elsô brigâd 9 ôrât dolgozott, igy az üt — -ed részével

2végzett, a mâsodik brigâd 2 ôrât dolgozott, tehât az üt ——j-ed részét

javitotta ki. Mivel a munkât kôzôsen fejezték be, igy — + — -  = 1.

Az egyenletnek két megoldâsa van: x, = 12 és x2 = 3. A mâsodik 
gyôk nem felel meg a feladat feltételeinek, mivel akkor a mâsodik 
brigâd x = 3 -  4 = -1 ôra alatt fejezné be a munkât.

Tehât az elsô brigâd 12 ôra alatt, a mâsodik 8 ôra alatt végezné 
el az ütjavitâst, ha egyedül dolgozna.
F e 1 e 1 e t: 12 ôra, 8 ôra.
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3. PÉLDA
Egy sôoldat 120 gramm vizet tartalmaz. Miutân az oldathoz hoz- 

zâadtak 10 g sot, az oldat koncentrâciôja 5%-kal megnôtt. Hâny 
gramm sô volt eredetileg az oldatban?

Me go Idas
Jelôljük az eredeti oldat sôtartalmât x-szel. Akkor az oldat tômege 

(x + 120) gramm, tehât a tôménysége ,̂ +p () • Miutân az oldathoz 
10 g sot adtak, akkor az oldat sôtartalma (x + 10), és az oldat tômege 

(x + 130) gramm, a tôménysége pedig — • Ez a tôménység

5%-kal, azaz -^--dal tôbb az eredeti oldat tôménységénél. Tehât

a-+10 x _ 1 
JC + 130 y + 120 2 0 '

A kapott egyenletnek két gyôke van x, = 30 és x2 = -280, melyek 
kôziil a mâsodik nem felel meg a feladat feltételeinek.

Vagyis az eredeti oldatban 30 gramm sô volt.
F e 1 e 1 e t: 30 g.

758. * Az A és B vârosok kôzôtti tâvolsâg elsô 150 km-ét egy
személygépkocsi meghatârozott sebességgel tette meg. Majd a 
tovâbbi 240 km-en a sebességét 5 km-rel nôvelte. Hatârozzâtok 
meg a személygépkocsi kezdeti sebességét, ha a két vâros 
kôzôtti utat a személygépkocsi 5 ôra alatt tette meg!

759. * Egy motorkerékpâros a 90 km-es utat 18 perccel rôvidebb idô
alatt teszi meg, mint egy mâsik motorkerékpâros, mert a se- 
bessége 10 km/h-val nagyobb. Hatârozzâtok meg a motor- 
kerékpârosok sebességét!

760. * Az egyik helységbôl a mâsik helységbe, melyek kôzôtt a
tâvolsâg 240 km, egyszerre induit el egy személygépkocsi és 
egy autôbusz. Az autôbusz âtlagsebessége 20 km/h-val kisebb, 
mint a személygépkocsié, és igy 1 ôrâval késôbb érkezett meg. 
Mekkora a személygépkocsi és az autôbusz âtlagsebessége?

761. * Egy vonat 10 perces késését ügy prôbâlta behozni, hogy az
ut utolsô 80 km-es szakaszân az âtlagsebességét nôvelte 
16 km/h-val. Hatârozzâtok meg a vonat kezdeti sebességét!
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762. " A Meggyes es Körtvelyes közötti 15 km-es tâvolsâgot egy
lovas valamilyen âtlagsebesseggel tette meg. A visszaiıton a 
sebesseget 3 km/h-val növelte, igy 15 perccel rövidebb idö 
alatt ert vissza. Hatârozzâtok meg a lovas kezdeti sebesseget!

763. * Egy gepirönönek meghatârozott idö alatt 180 oldalt kellett
legepelnie. Ö viszont 5 örâval hamarabb vegzett a munkâval, 
mert örânkent a tervezettnel 3 oldallal többet gepelt le. Hâny 
oldalt gepelt örânkent a gepirönö?

764. * Az egyik szivattyıı 90 km3 vizet 1 örâval rövidebb idö alatt
pumpâl ât, mint egy mâsik szivattyü 100 km3-t. Mennyi a 
szivattyük teljesitmenye, ha az elsö örânkent 5 km3-rel több 
vizet pumpâl ât?

765. * Egy munkâsnak 72 alkatreszt kellett meghatârozott idö alatt
legyârtania. Mivel naponta 4 alkatresszel többet keszitett, igy 
a munkât a tervezettnel 3 nappal hamarabb fejezte be. Hâny 
nap alatt vegzett a feladattal?

766. * Egy setahajö a folyon lefele 16 km-t tett meg es felfele 30 km-t.
Az egesz üt 1 ora 30 percig tartott. Hatârozzâtok meg a lıajö 
âtlagsebesseget âllövizben, ha a vizfolyâs sebessege 1 km/h!

767. * Egy csönak 15 km-t tett meg a folyon lefele, majd visszafordult.
Visszafele az üt 1 örâval hosszabb volt. Hatârozzâtok meg a 
csönak sebesseget a folyon lefele, ha a vizfolyâs sebessege 
2 km/h!

768. * Az egyik kikötöböl a folyon lefele egy tutaj indult el, majd
4 örâval kesöbb egy csönak. A csönak a kikötötöl 15 km-re 
utolerte a tutaj t. Hatârozzâtok meg a vizfolyâs sebesseget, ha 
a csönak sebessege âllövizben 12 km/h!

769. * Egy setahajö 4 ora alatt 45 km-t tett meg a folyon lefele es
28 km-t a folyon felfele. Hatârozzâtok meg a vizfolyâs se­
besseget, ha a setahajö sebessege âllövizben 18 km/h!
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770. * Egy turista az út |--át hajón, a tóbbit személygépkocsival tetteo
meg. A személygépkocsi sebessége 20 km/h-val nagyobb a 
hajó sebességénél. Személygépkocsival 1 óra 30 perccel ke- 
vesebbet utazott, mint hajón. Határozzátok meg a személy­
gépkocsi és a hajó átlagsebességét, ha a turista 160 km-t tett 
meg ósszesen!

771. * A menetrend szerint az autóbusznak 72 km-t kellett megtennie.
24 km megtétele után egy sorompónál az autóbusz 12 percet 
várakozott. Hogy tartani tudja a menetrendet, az autóbuszvezetó 
a sebességét 12 km/h-val novelte és így csak 4 percet késett. 
Határozzátok meg az autóbusz kezdeti sebességét!

772. * Az iskolások egy csoportja turistautat szervezett A városból B
városba. Odafelé autóbusszal mentek, visszafelé pedig vonaton. 
Visszafelé az út 30 perccel róvidebb volt. Határozzátok meg a 
vonat és az autóbusz átlagsebességét, ha a vonat sebessége 
20 km/h-val kevesebb a busz átlagsebességénél, és a két város 
kózótt a müút 160 km, a vasútvonal pedig 150 km!

773. * Egy turista kajakkal 4 km-t a tavon és 5 km-t a folyón lefelé
ugyanannyi ido alatt tett meg, mint 6 km-t a folyón felfelé. 
Mekkora sebességgel haladt a kajakos a tavon, ha a vízfolyás 
sebessége 2 km/h?

774. * Egy gozos 1 óra alatt 16 km-t tett meg a tavon és 18 km-t a
tóból eredó folyón. Határozzátok meg a gozos sebességét 
állóvízben, ha a folyó sebessége 4 km/h!

775. * Egy kózónséges tórt nevezóje 3-mal tóbb a számlálójánál. Ha
a tórt számlálóját 4-gyel, a nevezójét pedig 8-cal noveljük, akkor

a kapott tórt értéke —-dal tóbb az eredeti tórt értékéné!.
6

Határozzátok meg az eredeti tórtet!
776. * Egy kózónséges tórt számlálója 5-tel kevesebb a nevezójénél.

Ha a tórt számlálóját 3-mal csókkentjük, a nevezójét pedig 4-

gyel noveljük, akkor a kapott tórt -7 -dal kisebb az eredeti 

tórtnél. Határozzátok meg az eredeti tórtet!
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777. * Két munkás együtt a kijelölt feladatot 20 nap alatt végzi el.
Hány nap alatt készülnének el külön-külön a munkával, ha az 
egyiküknek 9 nappai több idöre van szüksége?

778. * Egy épület homlokzatának kifestésére az egyik munkásnak 5
órával több idöre volt szüksége, mint egy másik munkásnak. 
Az egyik munkás 3 órát dolgozott, majd felváltotta öt a másik 
munkás. Két órával késôbb a homlokzat 40%-a volt kifestve. 
Hány óra alatt ké.szülne el az egész munkával külön-külön 
mindkét munkás?

779. * Az egyik traktoros 6 órát dolgozott a mezön. Másik nap
besegített neki egy másik traktoros, így 8 órai közös munka 
után befejezték a szántást. Hány óra alatt szántaná fei külön- 
külön mindkét traktoros ezt a mezöt, ha az egyiknek erre 3 
órával kevesebb idöre van szüksége?

780. * A 20 gramm sót tartalmazó sóoldathoz 100 g vizet öntöttek, így
az oldat toménysége 10%-kal csökkent. Mennyi vizet tar- 
talmazott az oldat eredetileg?

781. * Egy 10 kg cinket tartalmazó cink-réz ötvözethez hozzáolvasz-
tottak 10 kg rezet. A kapott ötvözet 5%-kal több rezet tar- 
talmaz, mint az eredeti. Mennyi rezet tartalmazott az eredeti 
ötvözet?

782. **2 óra 40 perccel késôbb, mint ahogy az A kikötöböl el induit egy
tutaj, a B kikötöböl a folyón felfelé elinduit egy motorcsônak. 
Határozzátok meg a folyóvíz sebességét, ha a tutaj és a 
motorcsônak az A kikötötöl 14 km-re talâlkozott! A motorcsônak 
sebessége állóvízben 12 km/h, és a két kikötö között a távolság 
32 km!

783. **Egy medencébe két csô vezet. Az egyik csövön keresztül töltik
meg a medencét vízzel, a màsikon keresztül engedik le a vizet. 
A viz leengedése 1 órával tovább tart, mint a medence meg- 
tôltése. Ha mindkét csö nyitva van, akkor a medence 30 óra 
alatt telik meg vízzel. Hány óra alatt lehet megtölteni vízzel az 
üres medencét?
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784. ** Egy medencét három csapon keresztül lehet ınegtölteni vízzel.
Az elsö csapon keresztül annyi idö alatt telik meg a medence, 
mint a mâsik kettön együtt. Az elsö csapon keresztül 2 órával 
gyorsabban telik meg a medence, mint a másodikon és 8 órával 
hamarabb, mint a harmadikon. Hány óra alatt teine meg a 
medence az egyes csapokon keresztül?

785. **A 400 km-es távolságot egy autóbusz meghatározott átlag-
sebességgel szerette volna megtenni. Az elsö két órában a 
tervezett sebességgel haladt, de megállt 20 percre pihenni. 
Ahhoz, hogy idejében megérkezzen, az út hâtralévô részén 
10 km/h-val nagyobb sebességgel haladt. Mekkora volt az 
autóbusz tervezett sebessége?

786. ** Egy munkásnak meghatározott idö alatt 360 alkatrészt kell
legyàrtania. Az elsö öt napban a tervnek megfelelöen dolgozott, 
majd naponta 4 alkatrésszel növelte termelését, így a hatâridöre 
372 alkatrészt készített el. Hány alkatrészt kellett elkészítenie 
naponta a terv szerint?

787. * Egy meghatározott feladatot az egyik munkás 12 órával gyor­
sabban fejez be, mint egy másik, és 4 órával késôbb, mintha 
együtt dolgoznának. Hány óra alatt végzi el a kijelölt munkát 
az elsö munkás?

I ISMÉTLÓ FELADATOK

788. Számítsátok ki:.

1) (27 • 3~4)2; 2) ------- ; 3) (109)2 • 1000"6!

789. Határozzátok meg az a2 -2 jJ a  + 2 kifejezés értékét, ha a = 
= V 5-3!

790. Abrázoljátok az y — -2x  + 4 függvény grafikonját!
1) Mi a függvény zérushelye?
2) Határozzátok meg x azon értékeit, melyeknél y > 0!
3) Rajta van-e az M{—36; 68) pont a függvény grafikonján?

791. A k mely értéke mellett illeszkedik az A ( -->í\2 ; -%/J) pont az 

y  = L  függvény grafikonjához? Rajzoljátok meg a grafikont!
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3. §. A MASODFOKU EGYENLET

792. Az alabbi egyenlosegek koziil melyik igaz? A valaszotokat 
indokoljatok meg!

NEM HAGYOMAMYOS MODSZEREK HASZNALATA

794. Egy tanyeron 9 kUlonbozo tomegii sajtdarab van. Bizonyitsatok 
be, hogy az egyik darabot kette lehet osztani ugy, hogy a 
kapott sajtdarabokat ket tanyerra rakva azokon egyenlo tomegii 
sajt legyen!

1. Hatarozzatok meg az 5x2 -  x -  6 masodfoku polinom gyokeit! 
A) 2; -0,6; B) -2; 0,6; C) 1; -1,2; D) -1; 1,2.

2. Alakitsatok szorzatta a - x2 -  4x + 5 polinomot!

4. Oldjatok meg az xA + lx 1 -  18 = 0 egyenletet!

A) -3; 3; B) - J l  ; 2; C) -3; J l  ; - J l  ; 3; D) J l  ; 3.
5. Hatarozzatok meg az (x2 -  4x)2 -  2 (x2 -  4x) - 1 5  = 0 egyenlet

- 2 J = V J- 2  vagy Jh /3 -2 f = 2 -J 3  .
793. Egyszeriisitsetek az alabbi kifejezeseket:

ELLENORIZZ^TEK MAGATOKAT! 6. SZ. TESZTFELADAT

A) (x -  1) (x + 5);
B) (x + 1) (x -  5);

C) -(x -  1) (x + 5);
D) -(x  + 1) (x -  5).

3. Egyszeriisitsetek az x* + 7x + \2 
x2 + x - 6

tortet!

gyokeit!
A) -1; 1; 3; 5; B) -1; 5; C) 1; 3; D) 1; 3; 5.

6. Oldjatok meg az x -V x -1 2  = 0 egyenletet!
A ) -3; 4; B ) -2; 2; C) 16; D) 9; 16.
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Ellenörizzetek magatokat! 6. sz. tesztfeladat

r2 _ A
7. Oldjâtok meg az

A) -2;

8. Oldjâtok meg a

x -  3
B) 3;
3a -1

A - 3
egyenletet!

C) -2; 3;
1 0 -9a

D) -3; 2.

a  -  2 A2 - 2 a
egyenletet!

A) - f ;  2; B) f ; -2; Q - f ; D) 2.

Az egyik vârosböl a mâsikba, melyek között a tâvolsâg 350 km, 
egyszerre es egy irânyba elindult egy teherautö es egy szemely- 
gepkocsi. A tehergepkocsi âtlagsebessege 20 km/h kisebb a sze- 
melygepkocsi sebessegenel, igy 2 örâval kesöbb erkezik meg. 
Jelöljük x km/h-val a teherautö sebesseget, akkor az alâbbi egyen- 
letek közül melyik a feladat matematikai modelIje?

350 350 _ 2 .  q  _350
AA)

a + 20

d . 350 | 350
’ a a + 20

=  2

C)

D)

350 _ 2  •
a + 20
350_______
A A -  20

A

350 = 2 .

10. Egy gözös 30 km-t tett meg folyon lefele, majd visszafordult. 
Oda-vissza az utat 3 ora 10 pere alatt tette meg. A vizfolyâs 
sebessege 1 km/h. Jelöljük a gözös sebesseget âllövizben x km/h- 
val. Az alâbbi egyenletek közül melyik felel meg a feladat felte- 
teleinek?

A)

B)

30 30
A + 1
30

A — 1
30

= 3,1; C) 30
A + 1

II
s

h+

= 3,1; D) 30
A + 1

ı 30
A — 1

= 3 - .  
6A + 1 A — 1

11. Egy munkâsnak meghatârozott idö alatt 96 alkatreszt kellett 
legyârtania. Mivel naponta a tervezettnel 2-vel több alkatreszt 
keszitett, igy a munkât 3 ııappal hamarabb fejezte be. Jelöljük x- 
szel a munkâs napi termelekenyseget. Az alâbbi egyenletek közül 
melyik felel meg a feladat felteteleinek?

96 96 -> 96 96A)

B) 96
a - 2

A - 2

96

■ = 3 C)
A A -  3

=  2

= 3 D) 96
a - 3

-9 6 = 2

203
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12. Két munkás egyíitt 10 óra alatt készül el a kijelölt feladattal. 
Ugyanezt a munkát egyedül, az egyik munkás 15 órával hamarabb 
végzi el.
Jelöljük X órával azt az idot, ami alatt az egyik munkás egyedül 
elvégzi a kijelölt feladatot, akkor az alábbi egyenletek közül melyik 
lesz az adott probléma matematikai modellje?

A) l 5 +  15 - 1 ;  
X 1 0 - *

C) —
X

B) l5+ 15 = !; 
X *-10

D) —
X

*+15
10

.X- 15
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Összefoglalâs

f
* ÖSSZEFOGLALÂS

Ebben a fejezetben

•  az alábbi kifejezéseket vezettük be:
>  elsöfokû egyenlet;
>  másodfokú egyenlet;
^  a másodfokú egyenlet együtthatói;
>  hiányos másodfokú egyenlet;
> redukált másodfokú egyenlet;
>  a másodfokú egyenlet diszkriminánsa;
>  másodfokú polinom;
>  a másodfokú polinom gyökei;
>  a másodfokú polinom diszkriminánsa;
>  bikvadratikus egyenlet;

•  elsajátítottátok:
>  a hiányos másodfokú egyenlet megoldását;
>  másodfokú egyenletek megoldóképletét, gyókképletét;
>  Viete tételének alkalmazását;
>  a nemnegatív diszkriminánsú másodfokú polinomok 

szorzattá alakítását;
>  másodfokúra visszavezethetö racionális egyenletek 

megoldását;
>  az egyenletek megoldására az új változó bevezeté- 

sének módszerét;

•  megtanultátok:
>  a hiányos másodfokú egyenletek megoldásának algo- 

ritmusát;
>  a másodfokú egyenletek megoldóképletét;
>  Viete tételét és annak megfordítását;
>  a másodfokú polinomok szorzattá alakítását.
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795.

Ismétlo feladatok a 8. osztály 
tananyagához

Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét:
3 m — n

O

2)

m + 2n

a2 -  2a 
Aa + 2

, lia m = -4 , n = 3;

, ha a — - 0,8!

796. A változó mely értékeire vannak értelmezve az alábbi kife­
jezések:

1) Ib -  11;

2> 7 ;
3)

4)

5)

6) 

7)

2 - y ’ 
m - 3 . 

7 ’

3 + /
4- t  ’

2* 3
X — 1 Jt -  6

5
a-8+3 ’

8)

9)

10) 

11)

12)

13)

A -  2 . 
1*1+7 ’

__.
a 2 -2 5  ’

3
1*1 - 5 ;

A

4 ’ 8 +  —

6 -1

1
(a -3 X * -4 ) ’ 

a  +  8

797.

7 9 8 .

14) ( a  + 8Xa -3 ) j 
Egyszerüsítsétek a következö kifejezéseket:
1) (5a -  7y) (5a + ly) + (7a -  5y) (7a + 5y);
2) (a + 4)2 -  (a -  2) (a + 2);
3) (Sa -  3b) (8a + 3b) -  (6a -  5b)2;
4) (m -  3) (m + 4) -  (m + 2)2 + (4 -  m) (m + 4);
5) 0,4tf (5a -  1) (5a + 1) -  0,5 (5 -  2a)2 + 0,3 (3 + 2a) x 

X (3 -  2a)!
írjátok fel az alábbi hányadosokat tört alakban, majd egy­
szerüsítsétek a kapott törteket:
1) 4mn2p : (28m2tipb);
2) -3 0 aV  : (36aV );
3) -  63a/  : (-72a/ ) !
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799.

800.

801.

802.

8 0 3 .

Ismétlô feladatok a 8. osztály tananyagàhoz

Egyszerüsitsétek az alâbbi törteket:

1)

2)

3)

4)

5)

3 x - 6 y
7)

a 3 + 64 .
3.x ’ 3a +12 ’

3a + 96
8)

x6 -  5 y + 56 -  xy
4a +126 ’ x 2 -  25

a2 -  49 .
9)

I n f  - I m  + 7
3a + 21 ’ 14/T73 +14 ’
12.x2 -  4x . 10)

a2 + 6c* - b 2 +ac .
2 -6.x ’ ¿/6 + c + a c - 0 “

.x2 - 9
11)

20mn2 -  lOnrn  + 5/«3
.x2 + 6x + 9 ’ 10/wj -  5/«2

67 + 64
12)

x2 -  yz + xz -  y 2
62 + 65 ’ 2 2 1 x + yz -  xz -  y6)

Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét:
x V -x V

1) ■■■■' r r '~ - hax  = -0,2, y = 0,5;
X y

4a2 -3 6
2) —77---77, ha <7 = 2;7 5 a '-3 0 a  + 45

(3a+ 36)“ * 1 « 1
3) V ^ F ’ h a a = T ’ é = “ 6 ;

4)
20.x2 -  140xy + 245y2 , ha 2x -  ly  = -0,5!4.x - 1 4y

Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket (n természetes szám): 
100" 18"

1)

2)

3)

22/1+3 j2/i+l ’ 

22/1+1 y/l+1
6-28" ’ 

5”*1 -5 "
2-5” ’

4)

5)

2̂//+2 2«+3 ’ 
41-9" ,

9/1+2 + 9// •

Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) (a + 2) X = 7; 3) (<7 + 3) x = a2 + 6a + 9;
2) (<7 + 6) X = a + 6; 4) (<72 -  4) x = <7 -  2!
Az alábbi kifejezéseket adjátok meg tört alakban:

7a +  — ; 3)
7x -  2y 3

22 22 ’ 15p

8x
3y

_ 5 x  .
3y ’

4)
x + y x 
9 p  9p

15 p
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Ismétlo feladatok a 8. osztály tananyagához

6)

7)

o o - 6  . 
8 8 ’ 8)

7/7 — 17 ! 7 - 2 p  . 9)5¿ 5* ’
6o2 -  4o o2 + o

A - - V  | x + y  m 
8 8 

10a - 6  4a + 11

15o 15o ’
804. Egyszeríísítsétek az alábbi kifejezéseket:

1)
l y 14 5)y 2 -  4 2 4 5/  -  4

2)
/ - 3 y
2 5 - /

7 V -  25 . 
2 5 - /  ’

6)

3)
9/7 + 5 
3p + 6

10/7 — 12 ! 9 p - l  
3p + 6 3p + 6 ’ 7)

4) 7a + 5 ! 
3 - A

5a + 11 .
a - 3  ’ 8)

( 3 a - \ f  +  ( a - 3 f
4o -  4

a2 - 3 a

4 -4 o  

a  -  4
( 2 - a ) 2 ( a - 2 ) 2

')

2> i +b

3)

4)

7 6
0 -2 2 -0  ’
6o _ 4o ,

5 -0 0 -5  '
;okat és kivonásokat:

5 7
24av 1 8 a v  ’

562 - 86 + 1 26-1 ?
a~b2 a~b

806. Végezzétek el a kijelölt müveleteket:

D 

2)

3)

4)

5)

6)

7)

2 o - 1 3o + 2
0 - 4 2 (a -4 ) >

A + 2 4 —A
3a + 9 5a + 1 5 ’
m + 1 m + 2
ni -  3 m + 3

A 2 / y
A + y •> *> ^ - -A - A -  ’

m 3/«2-  3 mn
3 m -  2 n 9m2 -  12w + 4«2
0 + 3 0 - 2 , 0 + 2

o2 -  2o 5o -10 + 5« ’
3 o - l

8) 2 -

3o -  3 2o2 -  4o + 2
14

m -  2
— m ;
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Ismetlo feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

9) 2x+ 1 8 2x- 1
.V2 -  6jc + 9 x 2 - 9  x 2 + + 9

807. Igazoljatok a
2 2 2 • = 0

(b - c \ c - a ) (a - b X c - b ) ( a - c \ b - a )
azonossagot!

808. Irjatok fel az alabbi torteket egy egesz es egy tortkifejezes 
osszegekent:

1)
a - 1

2) a ' + 2a -  2 3) * + 3.v -  2
a + 2 '  -x -  3

809. Ismeretes, hogy -̂ - = 4. Hatarozzatok meg az alabbi kifejezesek
erteket:

x + y
1)

2 ^  3x+4v (
X x

810. Hatarozzatok meg az n azon termeszetes ertekeit, melyekre az 
alabbi kifejezesek erteke is termeszetes szam:

1)

2)

12«2 -5 «  + 33

/? -6 /J-+54

3) 10-4«

4) 12 ~~3,7 j

811. Az alabbi egyenlosegekbol fejezd ki az x valtozot:

1) x  + f - l ; 2) —+ —=6; x a
812. Igazoljatok az alabbi azonossagokat:

1)

2)

3) £ + £ = ± i

144
£/' + 12a + 36 36 -  a2 a2 -  12a + 36 (a2 _ 35 '̂

o2 b2 c2
(a - b \ a - c ) ( b - a ) ( b - c )  (c - a \ c - b )

813.* Egyszeriisitsetek az
= 1 !

a(a + 3) (a + 3X« + 6) (a+ 6X̂  + 9) (a + 9Xa + 12) 
kifejezest!

814. * Bizonyitsatok be, hogy ha -+  ̂+ c =—.~ +L akkor ¿>=0 vagy
a + b - c  a - b - c

c = 0!
815. Vegezzetek el az alabbi szorzasokat:

3 9x - y -
} v 24^’ 3) 16a3 4 9b2

2 1 lOa2
4) 26m2

13m4
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Ismetlo feladatok a 8. osztaly tananyagahoz

816.

817.

5) 24/7 
16wJ

-34 w5 6) 4a'V  2\xb2 25a5y  ,
Ict'b lOvVr 3 x*b

Vegezzetek el az alabbi szorzasokat:
2xy -  y 2 3b_ . m~ -  64

91)

2) a1 - l a b  a2b + 2ab2

3)

4)

nr -81
jmJ -  9m~ m~ + 8//?

2x2 — l 6jc + 32 .x3 +8
a2 + 2ab a2 - l a 2b ’ '  3x2-6 x + 1 2  4x2-6 4

Adjatok meg tort alakban az alabbi kifejezeseket! Vegezzetek 
el a hatvanyra emelest:

.) ( 4 )  ; 3)Vx )

2> 4)

lOx-V 
3 a*b2

2a* b4v  
25.x5

5x2
4«263

818. Vegezzetek el az alabbi osztasokat:

1)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

x 2 -  10.v + 25 . x - 5
.x2 -  100 jc-10*

ab + b2 . ab + a2 .
8 b 2a ’

2c-3

0
a2 -  1 . a2 + 2a + 1
a -  8 a - 8

: (2c—3);

16v2 . x 2 + 8.x)’+ 16v2
25.x2- 4 y 2 25.x2 + 20x1' + Ay

n~ -  3n n* - 2 1  n
49/72 — 1 49«_ -  14« + 1 

wi2 -/7 15 . 5m8 + 5/n4»5 + 5/i10
T 0 o2m -  8/7 3///' + 6«
5a2 -  20c/6 .30 (o -46  )2

819.
3a2 + 62 9a4 -  64

Tudjuk, bogy az alabbi tortek egyszerusithetetlenek. Helyette- 
sitsetek az x es y valtozokat olyan egytagii kifejezessel, hogy 
az alabbi egyenlosegek azonossagok legyenek:

1)
y  _  6oY2

l a 2b2 4 c 2) :
3 6 w / 2 /7 4 . y  _  2 1 / 7

x  3 5 / 7 * ’ 5 /7 7 /7 3

820. Ismeretes, hogy 3.x- —= 8. Hatarozzatok meg a 9x2+ —r ki-

8 2 1 .

fejezes erteket! 
Ismeretes, hog) 
kifejezes erteket!
Ismeretes, hogy 4x2+ 4 r = 6. Hatarozzatok meg a 2x—-

X-  X
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Ismétlô feladatok a 8. osztály tananyagàhoz

822. Egyszerüsítsétek az alàbbi kifejezéseket:
.x3* xbk

1) — — , ba k és n is egész szàm;

A+ 5 ik'+3 1+3 ik+2/-> \ d 'U .  ̂  ̂ 1 J ' r2) — jn r ~  ■----— , ha k egesz szam;

3)
(a-” + 3 / y - 1 2.X-V . X2" -  9 y 2

a3" + 2 7 /"  (x" - 3 ÿ ' J  + \2x"y"

823. Egyszerüsítsétek az alàbbi kifejezéseket:
(  a + 4 o - 4 ^  16 -a "

, ha ri egész szàm

2) [ 7.x-

3)

a - 1 a + 4 J 32î73 

4a ï  14a--50
X — 3 ) 3a -  9 ’ 

_2a_ jr+ 7 _  _ _ 32_
^ 1 ^ 8 - 4 «  / f l  + fl2

4) 7c 9c -  65 8c + 64
c - 8  c2 -  16c + 64 J c~ — 64 c - 8

„2 „3

tf + 6 í/2+c/6 + 62 J a 2 - b 2 ) ’

b + 36 + b 2 b ) . 6 b  + b~

5)

6)

7 )  , ,
j   ̂a3 + 1 A2 -  A + 1 X -  1 )  4 A + 1

824. Igazoljátok, hogy a változók megengedett értékeire az

1 ^ . 4(2c72 -  9) 2a2

6 + 6 36- b 2 6 - 6 J (6 -6 )2 ’

2 a  '  -  o  A „2-  A + 2 j A" -  2a + 1 . A- 1 I

, ( a - 3 ) 2 9 - a2 (a + 3)2J ‘ 8 I - a 4 9 - a 2

kifejezés értéke állando!
825. Egyszerüsítsétek a következö emeletes törteket:

25 _
2) 1- ----!----!

a +
1) a  + 10 .

25
1- - 1

826. Oldjátok meg az alábbi egyenleteket: a +1

) ^ = 2 ;
a + 3

2) =
A + 4



827.

828.

829.

830.

831.

832.

Ismetlö feladatok a 8. osztäly tananyagähoz

2 x -9  3x 3) -------+• •= 2 . v 5x2 +8 2x ~ 1 3x -1 , 4) ---------= ------------------ l
2x + 5 3x -  2 ’ 7 x2 - 16 x + 4 4 -  x

Oidjätok ineg az aläbbi egyenleteket:
x ~ a = 0 !1) £±1 = 0 2)x + a  x —\

Hatärozzätok meg a következö kifejezesek erteket:

1) 2 '3 + 4 '2;

2) ‘ + (-1,8)% 5-'; 4) 2~3 -  6 '1 + 3'2!
Az aläbbi törteket irjätok fei olyan alakban, melyben nines se 
negativ se nulla hatvänykitevö:

3x‘V V 12 _  l,001°/w-'V7p"4 ,
U 7a ° b - V  ’ ] 2”3a~"ä16c”22 ‘
Az aläbbi kifejezeseket irjätok fei hatvänyalakban vagy hat- 
vänyok szorzatakent:
1) a 1
2) a~9
3) ^ ,7
4) x"2
5) au

6) a ' 7

7) a~n : a

8) (a3) '5;
Hatärozzätok meg a következö kifejezesek erteket:
1) ll"23 • l l 25; 4) IO"15 : 10"14 • 10-2;
2) 317 • 3-14; 5) (14-10)5 • (14^T8;

3-,2-(3-6)'3
3) 4~6 : 4~2; 6) ------ L“ i— '

«l0; 9) (a~'2r 2-,
tf5; 10) (a3)4 : (a~2y  : ( a 'Y 1-,
b-4 • ¿T11; 11) (/?7"3« V 7)-4;
x3; 12) ( a 1*-2)'3;

13) (xV)5 • (x-V3)3;
a"";

a 10 • a4;

(b- T  Ct 4)2 '
Hatärozzätok meg az aläbbi kifejezesek erteket:

1) 25'3 • 58;

2) 64'3 : 32~3;

3) IO"10 : 1000~3

i - r ,  ■ £ ,
) 8, 4•3~7 ’

5)
15 • 5 
45-3-3"

(0 ,001)-5; 6) (0,12^2 V —  !
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Ismétlô feladatok a 8. osztály tananyagàhoz

833. Egyszerüsitsétek a következö kifejezéseket:

2) 0,2anb-9 • 50¿r10610 ;
3) -0 ,3 öio67 • 5a % 6;

4) 0,36<af5/>6c3 • Í - 2-|-jtf4¿r4cr5 ;

5) 2x7 • ( -3 x -y )3;
6) (a2b9)'2 ■ (-2aAb'°y,
7) (-5a~3b2c-2y 2 • (OA a2b”3cy2;
8) 0,1//7~V • (0,01 ni~3nY2;

9)

10) -(4  a-V)-2 ;

lÔ ,-15 II/t"

834. Egyszerüsitsétek a következö kifejezéseket:
1) ( a ! -  1) ( a 5 + 1) -  ( a s -  2)2;

,  a _î -  3è'6 a"’ +3A‘‘
* * /  -6 n - 3 , - 6  , 1-12 -6 1-12 ’a - 2 a  b +b a - b

m + n m n~ +n -10
4) n

ç 2 ____ j . 4c~6 + 3 [ 2c
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Ismetlö feladatok a 8. osztäly tananyagähoz

835.

836.

837.

838.

839.

840.

8 4 1 .

Vegezzetek el a kijelölt müveleteket! Adjätok meg az eredmenyt 
normälalakban:
1) 1,3 • 104 + 1,8 ■ 105; 3) 5,6 • 103 -  3,2 • 102;
2) 1,5 • 102 -  2,8 • IO"2; 4) 4,8 • 10“3 + 6 • IO'4! 
Egyszerüsitsetek a következö törteket (n egesz szäm):

1)

2) 14"

5)
-3 -2 -Ia ' +a +a  _ 
a -+ er + a

6) 6"+2 -  6"

35

3)

4)

-3"
12"

a +a
24

7) 5"+z -  5" 
5"

2'" +18) ——— !
2" +1

Az y  =---- keplettel megadott fiiggvenyre hatärozzätok meg:
.v

1) a függveny helyettesitesi ertekeit a -4; 8; 1,2 argumentum 
helyen;

2) azon argumentum erteket, melynel a függvenyertek 24; 
-18; 60!

Az = — keplettel megadott fiiggvenyre hatärozzätok meg:
.r

1) a függveny helyettesitesi ertekeit a 2; -1,5; 4 argumentum 
helyen;

2) azon argumentum erteket, melynel a függvenyertek -2; 3;
—4,5;

3) azon argumentum ertekeket, melyeknel a függvenyertek 
negativ!

Äbräzoljätok az y = —  függveny grafikonjät!
' 1*1

Közös koordinäta-rendszerben rajzoljätok meg az y = — es
x

y = x -  3 fiiggvenyek grafikonjät! Olvassätok le a metszes- 
pontok koordinätäit!
Hatärozzätok meg a p erteket, ha ismert, hogy az aläbbi pontok 
rajta vannak az y~ -^  függveny grafikonjän: 1) A(-3; 2); 2)

* ( - y ; 3 ) ;  3) C(-0,4; 1,6)!
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Ismétlo feladatok a 8. osztály tananyagához

842. Ábrázoljátok a következö függvények grafikonját: 

L l l ,  ha x < -3 ,
1) y  = ¡ x

il — x, ha x > -3;

2) y = {

3.x - 1, ha x < 2, 

J°, h a 2< x< 5 ,

x -3 . ha x ^  5.
843. Ábrázoljátok a következö függvények grafikonját:

4.V + 12
1) y-

3 2 - 2 x2) =
x 2 +3x ’ ' x J - 16x

844. Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

1) 0,4^625 -  i  Vİ44; 4) -0.04^/ÎÖÖÖÖ ;

2) 7 m -70¿5 W 24+9 ; 5)^-^625 - ^ 7 2 8 9 !

3) 3 7 0 ^ 5 -V7: + 242 ;
845. Határozzátok meg a következö kifejezések értékét:

1) (7J)2-7U69;
2) (jVİT)2 -( l5 7 j)2 ;

3) 5 0 .( - iV 7 ) ! - i.(3 V 2 )2;

4) 71089-i-V âT ëV ;

5) ¿739,69 - - —759,29 + (-1775  T ;

6) ¿Vl72-152 +[2^¿] -0,37900!
846. Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) 71 = 2; 4) 277-7 = 0;
5) 77+5 = 0;2) Tv = ¿  ;

4
3) 7 x -3  = 0 ; 6) 1 7 7  + 5 = 0;
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Ismétlo feladatok a 8. osztály tananyagához

7) yflx - 4  = 0 ;

8) J lx - 4  = 0 ;

10) 4 ^  = 7;
Jx

11) 15 = 3 ;vjt + 4

9) -Jlx-4  = 2 ; 12) V í+V l+T =5!
847. Vonjatok gyököt az alábbi kifejezésekbôl:

1) ^9 100;

2) VO-49-16 ; .

3) ^676 0,04;

5) 25 
196 ’

4) V0,64-0,25-12’ ;

6) Æ

7 )  /

8 )  ^

9 1024
64 ' 1089

49
848. Vonjatok gyököt az alábbi kifejezésekbôl:

1) V75-234;

2) ^2•800 ;

3) Vi,6-12,1 ;

4) V2890 - 2,5 !
849. Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét:

1) VİÖ8-V3; 4) Vm  V ^ 9 ;

V288
2) V52-VÎ3;

3) VÏ6Ô-V25Ô ;

5) j i  
JÖÖ6) ■JO, 2 2 5  '

850. Határozzátok meg az alábbi kifejezések értékét:

1) VÖ7İJ  ; 5) VTF;

2) V TÜ t7 ;  6) V(-23)* ;

3) IV (6 Íf ; 7) V2‘ -74 ;

4) - 2 A j £ Á f ;  8) '■
851. Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) V F  > ha 4 > 0;
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Ismétlô feladatok a 8. osztály tananyagàhoz

2) Vr7 , ha t < 0; •
3) V49/77"/78 ; ha m > 0;
4) V0^1a66‘° , ha > 0, < 0;

5) -jxVlOOx26 , ha x < 0;

Jabh10c346) ---- — , ha ¿7 > 0, c < 0;
ab c

7) , ha y > 0, X < 0;>> I Í

8) -0,l*Vh96x,8y 6 , ha x < 0!
852. Egyszerüsítsétek az alàbbi kifejezéseket:

1) V(l o -v T T )2 ;

2) V('AÔ'-ll)’ ;

3) V(VİÖ-VİT): ;

4) V(3-V6)2 W(2-Vô)2 ;

5) ^(V24-5)2-V(V24-4)2 !
853. Egyszerüsítsétek az alàbbi kifejezéseket:

1) Vl8+8>/2 ;

2) V38- 12V2 ;

3) V16+6V7 +V23- 8V7 ;

4) V26- 6VT7 -V66-14VÍ7 ;

5) >/46+10ÆT -+- V46—10-%/2Ï !
854. Emeljetek ki tényezôt a gyôkjel alól:

1) 724 ; 3 )7 7 0 0 ; 5) j 7 f % ;  7) -1.6V5Ö;

2 )  763 ; 4) y/Ô32 ; 6) -2,47600 ; 8) i £ 1 1  !
8 V 25
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Ismétlô feladatok a 8. osztály tananyagàhoz

855. Emeljetek ki tényezôt a gyôkjel alól:
1) VlOa2 , ha a ̂  0; 4) V36m2n , ha m < 0;
2) J\5b2 , ha < 0; 5) J 4x6y5 , ha x > 0;
3) / P ÿ 7 ; 6) JlOOa'b22 , ha b < 0!

856. Vigyetek be tényezôt a gyôkjel alá:

1) 3 /İÖ ; 3) 0 ,3 /7; 5 ) 1 / 9 8 ;  7) -0 ,5 /3 0 ;

2) 2VTT; 4) 1 /Ï7 5  ; 6) - 5 / 7  ; 8) 4 / 7  !

857. Vigyetek be tényezôt a gyôkjel alá:
1 ) aJs  ; 3) ; c / P ;
2) bJ—b ; 4) nJ~m , ha n < 0!

858. Hasonlítsátok össze az alábbi számokat:

859.

860.

1) 5 /6  és ó / 7 ;

2) V55* és 3/ó  ;

Egyszerüsítsétek az alábbi kifejezéseket:

1) Vó4<7 + J~4a -  /l21a  ;
2) / Ï 5 +/2Ö -/72Ö ;
3) 6/I25a -  2 /807 + 3/  80« ! 
Végezzétek el az alábbi szorzásokat:

1) (/80 -/45* )/5 ;

2) (2/6+/54-V % )V 6 ;

3) (l2-/Îö)(3+/Tö);

4) (2V5+ /7  )(2V7-/7);

5) (/Í9-/Í3*)(/Í9+/Í3*);

6) (4 /7 + 9 /« ) (4/ P - 9/ 7);

7) (/TPWFT^J2;

8) (3/ İ T - 2/ÎÖ )2 !
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Ismétlô feladatok a 8. osztály tananyagàhoz

861. Egyszerüsitsétek az alâbbi törteket:

1)
*2-19

4)
29-V 29

x + Vİ9 ’ V29 ’

2)
VT- 6 .
X -  36 ’ 5) a-bJZb+n  , >  Q b  > 0 

Í/-96

3) /w + 8V/J .
m -  64 6)

I I - V 33 , 
V33-3 '

862. Gyôktelenitsétek az alâbbi törtek nevezôjét:

2)

863.* Gyôktelenitsétek az alâbbi törtek nevezôjét: 
1 _  2

3)

Gy

D

Ha

1)

a3
4 > 7)

6
V J ’ VTf+ViT ’

7 a  77 + 9 . 8)
18

aV J 
2 _ 

VÎT ’

^  V/I + 9 ’

6) -7=¿— :
7 V lJ -2

V4 7 -V 29

VJ + V J + l ’ VÏÏ) + V J-V T '
864. Határozzátok meg a következö kifejezések értékét: 

5 5
4 -  3 VT 4 + 3 VJ ’

1__________ 1
V4 + VÍ5 +1 J 4 + VÎT -  1 ’

3) ^ 5 - 2 ^ 6  W 5+2V6 J !
865. Egyszerüsitsétek az alâbbi kifejezéseket:

■VT X
1) 2)

VJ + VJ
V J-V J  VT J V J-V TV 7 -3  x —9

866. * Egyszerüsitsétek az alâbbi kifejezéseket:

D  + 5J - 2OJlc +J{yfx- 4 J  + \6-Jx ; 

2) Va+ 2  V<7+3 + 4  +  V<7-2V<7+3+4 !

867. * Egyszerüsitsétekaz +

kifejezést!

VJ

+ . . .+
V50+V47
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Ismétlo feladatok a 8. osztály tananyagához

868. * Bizonyítsátok be, hogy:

J 2 +J3 -y ll+ Jl+ Jl -\2+yİ2+yİ2+^Î3 -V2-V2+V2W ? =1 !
869. Rendezzétek növekvö sorrendbe az alábbi számokat: 13; >/l65 ; 

12,7; V m  ; 13,4!
870. Ábrázoljátok közös koordináta-rendszerben az y  = és 

y = X -  6 függvények grafikonját! Jelôljétek a inetszéspontot!
871. Az alábbi számok melyik két egész szám szomszédai: 1) VT7 ;

2) >/67 ; 3) JÏÔ3 ; 4) - J 5 1,25 ?
872. Mely egész számok vannak az alábbi számok között:

1) 6 és V67 ; 3) -V53 és -4,9;
2) VÎ4 és V52 ; 4) -VJT és 2,7?

873. Adott az f  (x) =

——, ha x < 0,x
3, ha 0 < X <4, függvény. 

-Jx , ha X > 4

1) Határozzátok meg /*(—0,5), /"(O), /"(4), /"(9) helyettesítési 
értéket!

2) Ábrázoljátok a függvény grafikonját!
874. Oldjátok meg a következö egyenleteket:

1) X2 -  4x — 32 = 0; 5) x2 + 6x -  15 = 0;
2) X2 -  lOx + 2 1 = 0 ;  6) 3x2 -  x -  5 = 0;
3) 6x2 -  5x + 1 = 0; 7) 4x2 + 28x + 49 = 0;
4) 8x2 + 2x -  3 = 0; 8) x2 -  16x + 7 1 = 0 !

875. Oldjátok meg a következö egyenleteket:
1) (x -  4) (x + 2) -  2 (3x + 1) (x -  3) = x (x + 27);
2) (4x -  3)2 + (3x -  1) (3x + 1) = 9;
3) (x + 4) (x2 + x -  13) -  (x + 7) (x2 + 2x -  5) = x + 1;

^  l{x2 -  9) x +1 _  x -  41 .
} 5 2 4 ’

^  •y2 + 5* x  + 3 _  2.x2 -  2 i 
3 2 ~  8 '

876. Oldjátok meg az alábbi egyenleteket:
1) x2 + (5¿7 -  1) x + 4tf2 -  a = 0;
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2) X 2 -  (2a + 3) + 6a = 0;
3) a2x2 -  10ax + 16 = 0!

877. Oldjâtok meg az alàbbi egyenleteket:
1 ) | x2 -  2x -  6 | = 6; 3) x | x | + 2x -  15 = 0;
2) X 2  -  6 I X  I -  16 = 0; 4) 11 x2 -  6x -  4 | -  3 | = 1 !

878. Oldjâtok meg a következö egyenleteket:

1 ) x2 -  6x + --2 - = —=--- 8 ;x-2  x-2
2) (>/7-5)(l5x2- 7 x - 2 ) = 0 ;

3) (x2-f-6jc)(V3c-4)(,x2-8jc-48)=0 !
879. Oldjâtok meg a következö egyenleteket:

1) Vx2 + 3 x -4  + Vx2 + 6x + 8 = 0 ;
2) x2 -4 x  + 4+ |x2 -3 x  + 2| = 0 ;

3) V25 -  je2 H-1 je2 -I- 8.r -  201 = 0 !
880. A diszkrimináns kiszámítása nélkül határozzátok meg az a azon 

értékét, melynél az alàbbi egyenleteknek egy gyôkük van:
1) x2 + 22x + ûr = 0; 2) x2 -  ax + 81 = 0.
Számítsátok ki ezt a gyököt!

881. A b mely értéke mellett lesznek az x2 + bx -  23 = 0 egyenlet 
gyôkei ellentett számok? Határozzátok meg ezeket a gyököket!

882. gyöke a 12x -  bx + 5 = 0 egyenletnek. Határozzátok
meg a b értékét és az egyenlet másik gyôkét!

883. 0,2 gyöke a Sx2 -  3,2x + k — 0 egyenletnek. Határozzátok meg 
a k értékét és az egyenlet másik gyôkét!

884. Az x2 -  bx + 20 = 0 egyenlet x, és x2 gyôkeire igaz, hogy 
x, = 5x2. Határozzátok meg a b együtthatôt és az egyenlet 
gyôkeit!

885. Irjatok fel olyan másodfokú egyenletet, melynek a gyôkei 
1-gyel kisebbek az x2 -  3x -  5 = 0 egyenlet megfelelö gyôkeinél!

886. Oldjâtok meg a következö egyenleteket:

3x2 + 4x _  3 - 4x m 
) x2 - 9  ~  x 2 -  9 ’

* - x —2 x - 2 .
} 4 x - 3  ~  7 -je ’
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887.

5)

6)

63_______2 _  7 .
A'2 + 3A A2 -  3A X ’

2a 3 _  4a - 2
a - 2  a  +  4 ( a  +  4Xa - 2 ) ‘

^  a 2 + 2a a 2 - 4  5a( 2 - a )  ’

A 2 -  2a + 1 A3 -  1 A2 + A + 1
Oldjâtok meg a következö egyenleteket:
n  -Y ~   ̂ a  +  5 _  i o .

’ a + 5 A - l  ~ 3 ’

2) — - — + 6 + - lx—  = 3;
A A 2 -  3a +  6

3) — ------- 7
(3*-l)

4a

3a -1
-5  = 0 ;

4) _________ 13 - 2  »
a2 + 2a -  8 a2 + 2a -  3

888. * Az a mely értékei mellett lesz az - + 21 = 0 egyenletnek

egy gyôke?
889. Igazak-e a alábbi állítások:

1) ha m és n az ax2 + bx + c = 0 egyenlet gyôkei, a * 0 és
c * 0. akkor a -m  és -n  gyôkei az ax2 -  bx + c = 0
egyenletnek;

2) ha m és n az ax2 + bx + c = 0 egyenlet gyôkei, a ^  0 és

c * 0, akkor az — és — gyôkei a ex2 + bx + a = 0
ni n

egyenletnek? A feleletet indokoljátok meg!
890. * Határozzátok meg a b azon egész értékeit, melyekné! az alábbi

egyenlet gyökei is egész számok: *
I) X2 + bx -  6 = 0; 2) x2 + bx + 21 = 0!

891. * x i és x2 az x2 -  (2 a -  5) x + a2 -  7 = 0 egyenlet gyökei. Az
a mely értéke mellett igaz, hogy 2a, + 2a2 = a,a2?

892. * Az a mely érteke mellett lesz az x2 + (a + 9)x + a2 + 2a -
= 0 egyenlet gyökeinek szorzata 15?

222



Ismétlô feladatok a 8, osztály tananyagàhoz

893. Egy autôbusznak 255 km-t kellett megtennie. Miután megtette

‘ az lit — -ét, 1 órára leparkolt. Az út hâtralévô részén a se-
bességét 5 km/h-val csökkentette és igy 9 óra múlva érkezctt 
meg. Mekkora volt az autóbusz kezdeti sebessége?

894. Egy réz-cink ötvözetben 20 kg cink van. Az ötvözethez hozzá- 
olvasztottak 3 kg rezet és 4 kg cinket. Az igy nyert ötvözet 
5%-kal tôbb rezet tartalmaz, mint az eredeti. Mennyi rezet 
tartalmazott az eredeti ötvözet?



HH A 7. osztályban tanultak ismétlése 

Egész kifejezések
1. Változót tartalmazó kifejezések.

Egész racionális kifejezések.
A kifejezés helyettesitési értéke

Azokat a kifejezéseket, melyekben változók (vagy csak változó, 
ha egy van), számok, zárójel van, melyekre a négy alapmüveletet 
véges sokszor alkalmazták, változót tartalmazó kifejezéseknek ne- 
vezzük.

Ha a változók helyére behelyettesítünk konkrét szâmokat, akkor 
számkifejezést kapunk. Ennek a szâmkifejezésnek az értékét nevezzük 
a változót tartalmazó kifejezés helyettesitési értékének.

A számkifejezéseket és a változót tartalmazó kifejezéseket algebrai 
kifejezéseknek nevezzük.

Azokat a kifejezéseket, melyek nein tartalmaznak változóval való 
osztást egész kifejezésnek nevezzük.

Az ab jelôlést azokra a kétjegyü szâmokra alkalmazzuk, melyekben

a tízes és b egyes van, tehât ab = \0a + b. Hasonlôképpen, abc- 
vel jelôljük azokat a hàromjegyü szâmokat, melyekben a százas van,

b tízes és c egyes, vagyis abc = 100a + 106 + c.

2, Azonosan egyenlô kifejezések. Azonossâgok

Azok a kifejezések, melyek bármely helyen vett helyettesitési értéke 
egyenlô, azonosan egyenlô kifejezéseknek nevezzük.

Azt az egyenlôséget, amely a változók bármely értékére teljesül, 
azonossâgnak nevezzük.

Ha egy kifejezést vele azonosan egyenlô kifejezéssel helyettesitünk, 
akkor azonos átalakítást végzünk.

Azonosság bizonyítása annyit jelent, hogy igazolni kell az adott 
egyenlôségrôl azt, hogy az azonosság.

Az alább felsorolt lehetôségekkel igazolhatunk azonosságot:
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•  azonos atalakitassal az egyik oldalt olyan alakra hozzuk, amilyen 
a masik oldal;

•  azonos atalakitassal mind a ket oldalt egyenlo alakra hozzuk;
•  igazoljuk, hogy a ket oldal ktilonbsege nulla.
Ahhoz, hogy bebizonyitsuk egy egyenlosegrol, hogy nem azonossag, 

elegendo felhozni egy ellenpeldat: megnevezni a valtozonak egy olyan 
erteket, me lyre az egyenloseg nem teljesul.

3. Termeszetes kitevojii hatvany

Az a szam /7-edik hatvanyanak nevezziik azt az n tenyezos szor- 
zatot, melyben minden tenyezo a, a * 0.

Az a szam w-edik hatvanyanak jelolese: a" (olv. a /7-edik hatvanya, 
a az /7-ediken). A 2. es 3. hatvanyra kiilon szavunk van: negyzet es 
kob.

A szam elso hatvanya maga a szam.
Az elobbi meghatarozasok alapjan:

a" = aa ... a , n > 1,
n tenvezd
ax = a.

Barmely nemnegativ szam hatvanya nemnegativ.
Negativ szam paros kitevojii hatvanya pozitiv, paratlan kitevojii 

hatvanya negativ.

4. Termeszetes kitevojii hatvanyozas azonossagai

Barmely a szamra es termeszetes m es n szamra igaz, hogy:
cTcf = cr+\

azonos alapii hatvanyok szorzasakor a hatvanyalapot a kitevok ossze- 
gere emeljiik.

Barmely a szamra es termeszetes m es n szamra, ha m > n igaz, 
hogy:

am : an = am~\
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azonos alapu hatvanyok szorzasakor a hatvanyalapot a kitevok kiilonb- 
segere emeljtik.

Barmely a szamra es termeszetes ni es n szamra igaz, hogy:

( c r y  = cT\

hatvanyok hatvanyozasakor az alap uj kitevoje a kitevok szorzata 
lesz.

Barmely a es b szamra es termeszetes n szamra igaz, hogy:

(ab)n = a"b",

a szorzat /7-edik hatvanya a tenyezok «-edik hatvanyainak szorzataval 
egyenlo.

5. Egytagu kifejezesek

Azokat a kifejezeseket, melyekben szamok es valtozok szorzassal 
vannak osszekapcsolva egytagu kifejezeseknek nevezziik.

Azt az egytagu kifejezest melyben csak egy szamtenyezo van, ami 
az elso helyen all, a tobbi tenyezo pedig kiilonbozo alapu hatvany, az 
egytagu kifejezes normalalakjanak nevezziik.

A nulla is egytagu kifejezes. A nullaval azonosan egyenlo egytagu 
kifejezeseket nulla ertekii kifejezesnek nevezziik. Nem soroljuk oket 
a normalalaku egytagu kifejezesek koze.

Az egytagu kifejezesek szamtenyezojet egyiitthatonak nevezziik.
Azokat az egytagu kifejezeseket, melyek legfeljebb egyiitthatoikban 

kiilonboznek, egynemu kifejezeseknek nevezziik.
Az egytagu kifejezesek fokszamanak nevezziik a benne szereplo 

valtozok hatvanykitevoinek osszeget. Azon egytagu kifejezesek fok- 
szamat, melyek nullatol kiilonbozo szamok, nullanak tekintjuk .

A nulla ertekii kifejezeseknek nines fokszamuk.
Ket egytagu kifejezes szorzata is egytagu kifejezes. Egytagu 

kifejezes hatvanya egytagu kifejezes.
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6. Tobbtagú kifejezések

Egytagú kifejezések osszegét tobbtagú kifejezésnek (polinomnak) 
nevezzük.

A tobbtagú kifejezés osszeadandóit tagoknak nevezzük.
Azokat a polinomokat, melyeknek két tagja van, kéttagú kife­

jezésnek, melyeknek három tagja van, háromtagú kifejezésnek ne­
vezzük. Az egytagú kifejezések a tobbtagú kifejezések részesete. Ezek 
olyan polinomok, melyeknek egy tagja van.

A tobbtagú kifejezések, egytagú 
kifejezések és a számok viszonyát a 
35. ábra szemlélteti.

Ha a tobbtagú kifejezések tagjai 
kozott vannak egynemüek, akkor 
ezeket a tagokat a polinom egynemü 
tagjainak nevezzük.

Az egynemü tagok ósszevoná- 
sával a tobbtagú kifejezés helyettesíthetó egy egyszerübb, kevesebb 
tagból álló vele azonosan egyenló kifejezéssel.

Ahhoz, hogy osszeadjunk két tobbtagú kifejezést, a kifejezéseket 
zárójelbe vesszük és kózéjük plusz jelet tesztink, majd a zárójel 
felbontása után osszevonjuk az egynemü tagokat (ha van ilyen).

Ahhoz, hogy kivonjunk két tobbtagú kifejezést, a kifejezéseket 
zárójelbe vesszük és kózéjük mínusz jelet teszünk, majd a zárójel 
felbontása után osszevonjuk az egynemü tagokat (ha van ilyen).

A tobbtagú kifejezés szorzattá alakításának nevezzük azt az eljárást, 
amikor a kifejezést tóbb tényezó szorzatára bontjuk.

A szorzattá alakításra nines univerzális szabály. Viszont alkal- 
mazható az alábbi algoritmus:
1) ha lehetséges, kózós tényezót kell kiemelni;
2) nevezetes azonosságot kell alkalmazni;
3) ha nem lehetséges nevezetes azonosságot alkalmazni, akkor a

csoportosítás módszerét alkalmazzuk a szorzattá alakításhoz.
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7. Egytagú kifejezés szorzása tobbtagúval

Ahhoz, hogy egy egytagú kifejezést megszorozzunk egy több- 
tagúval, a tobbtagú kifejezés ininden tagját meg kell szorozni az egytagú 
kifejezéssel és a kapott szorzatokat össze keil adni.

Az egytagú és tobbtagú kifejezések szorzására érvényes a szorzás 
felcserélhetôségi tôrvénye. Ezért az elöbb megfogalmazott szabályt 
alkalmazhatjuk abban az esetben is, ha egy tobbtagú kifejezést szorzunk 
egytagú val.

8. Tobbtagú kifejezés szorzása tobbtagúval

Ahhoz, hogy egy tobbtagú kifejezést megszorozzunk egy tobb­
tagúval, a tobbtagú kifejezés minden tagját meg kell szorozni a másik 
kifejezés minden tagjával, és a kapott szorzatokat össze kell adni.

Tobbtagú kifejezések szorzata is tobbtagú kifejezés.

Nevezetes azonosságok

9. Két tag osszegének és külonbségének szorzata

Egy kéttagú külônbség és ugyanazon tagok osszegének szorzata 
egyenlö az elsö és a második tag négyzetének külônbségével:

(ia -  b) (a + b) = a2 -  b2.

10. Két tag négyzetének külonbsége

Két tag négyzetének külonbsége egyenlö ezen tagok osszegének 
és külonbségének szorzatával:

a2 -  b2 = (a -  b) (a + b).

11. Kéttagú összeg és külônbség négyzete

Egy kéttagú összeg négyzete megegyezik az elsö tag négyzetének, 
az elsö és második tag kétszeres szorzatának és a második tag 
négyzetének ôsszegével:

(a + b)2 = a2 + 2 ab + b2.
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Két tag külônbségének négyzetét megkapjuk, ha az elsö tag 
négyzetébôl kivonjuk az elsö és a második tag kétszeres szorzatât, és 
hozzáadjuk a második tag négyzetét:

{a -  b)2 = a2 - 2 ab + b2 .

12. Tôbbtagu kifejezések átalakítása kéttagú összeg vagy 
külônbség négyzetévé

Az alábbi képletek lehetôséget adnak a háromtagú kifejezések 
kéttagú kifejezés négyzetévé „tómórítésére”:

a2 + 2 ab + b2 = (a + b)2, 
a2 -  2ab + b2 = (a -  b)2.

Azokat a háromtagú kifejezéseket, melyek átalakíthatók kéttagú 
kifejezések négyzetévé, teljes négyzetnek nevezzük.

13. Két tag köbeinek összege és külônbsége

Két tag köbeinek összege egyenlö a tagok ôsszegének, valamint a 
tagok négyzetei ôsszegének és szorzatuk külônbségének szorzatával: 

a3 + b3 = (a + b) (a2-  ab + b2).
Két tag köbeinek külônbsége egyenlö a tagok külônbségének és a 

tagok négyzeteinek, valamint szorzatuk ôsszegének szorzatával: 
a3 -  b3 = (a -  b) (a2 + ab + b2).

Egyenletek

14. Az egyenlet gyôke

Az egyenlet gyôkének nevezzük a változó azon értékét, melyre az 
egyenlôség teljesül.

Az egyenlet megoldása olyan eljárás, amellyel meghatârozzuk az 
egyenlet gyôkeit, vagy igazoljuk, hogy nines megoldás.

Gyakran a szôveges feladatok reális problémák felvetése. A 
feltételek alapján felírt egyenletet a probléma matematikai modelljének 
nevezzük. Ezért az egyenlet gyöke nem ininden esetben lesz a feladat 
megoldása. Ellenörizni keli, hogy a kapott érték nem mond-e ellent a 
feladat feltételeinek.
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Szöveges feladatok megoldásánál célszeríí az alábbi algoritmııst 
követni:
1) a feladat feltétele alapján írjunk fel egyenletet (állítsuk össze a 

feladat matematikai modelljét);
2) oldjıık meg a felirt egyenletet;
3) ellenörizzük le, hogy az egyenlet gyökei megfelelnek-e a feladat 

feltételeinek.

15. Az egyenletek azonos átalakításai

Az egyenlet gyökei nem változnak, ha az egyenlet mindkét oldalához 
hozzáadjuk (vagy mindkét oldalából kivonjuk) ugyanazt a számot.

Ha egy olyan egyenlet mindkét oldalához, melynek nincsenek 
gyökei, hozzáadjuk vagy mindkét oldalából kivonjuk ugyanazt a számot, 
olyan egyenletet kapunk, melynek szintén nincsenek gyökei.

Az egyenlet gyökei nem változnak, ha az egyenlet mindkét oldalát 
megszorozzuk (vagy mindkét oldalát elosztjuk) ugyanazzal a nullával 
nem egyenlö számmal.

Az egyenlet gyökei nem változnak, ha az egyenlet egyik oldaláról 
átviszünk a másik oldalra egy tagot ellenkezö elöjellel.

16. Egyismeretlenes lineáris egyenletek

Egyismeretlenes lineáris egyenletnek az ax = b alakú egyenletet 
nevezzük, ahol x az ismeretlen, a és b adott számok.

Ha a * 0, akkor az egyenlet mindkét oldala elosztható ¿/-val. Az

egyenletnek egy megoldása van: x = —.a
Ha a = 0, akkor a 0x = b alakú egyenletet kapjuk, és két részesetet 

kell figyelembe venni: b = 0 vagy b * 0.
Az elsö esetben a Ox = 0 alakú egyenletet kapjuk. Tehát, ha a = 0 

és b = 0, akkor az ax = b alakú egyenletnek ininden szám a megol­
dása, végtelen sok megoldása van.
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A ınâsik esetben, ha b * 0, akkor az x bârmely ertekere a 
0x -  b egyenlöseg hamiş. Tehât, ha a = 0 es b * 0, akkor az 
ax = b egyenletnek nincs megoldâsa.

ax = b
alakü egyenlet

a *  0 a = 0 es b = 0 a = 0 es b ^  0
bx = — a x -  bârmely szäm nincs megoldäs

Függvenyek

17. A függveny.
A függveny ertelmezesi tartomänya es ertekkeszlete

Ha a független vältozö minden ertekehez meghatärozott szabäly 
szerint csak egy ertek tartozik, akkor az ilyen megfeleltetest egyertelmü 
hozzärendelesnek, függvenynek nevezzük.

A független vältozöt ältaläban x-szel, a fiiggö vältozöt y-nal, a 
hozzärendelesi szabälyt f-fei jelöljük. Ha az y es az x vältozök között 
egyertelmü a hozzärendeles, akkor az y -  f(x) jelölest hasznäljuk 
(olv. y egyenlö f  az x helyen).

A független vältozöt argumentumnak nevezzük.
Az f  függveny minden x argumentumähoz az y fiiggö vältozö egy 

erteke tartozik, amit a függveny helyettesitesi ertekenek neveziink es 
f  (x)-szel jelöljük.

Az argumentum összes erteke alkotja a függveny ertelmezesi 
tartomänyät. A függö vältozö ältal felvett összes ertek alkotja a 
függveny ertekkeszletet.

Nehäny függveny jelölese:
y = [x] egeszresz függyeny. A függvenyertek egyenlö az argu­

mentum ertekenel nem nagyobb egesz szämmal.
y = {*} -  törtresz függveny. {*} = x -  [x].

18. A függveny megadäsi mödjai

Egy függvenyt adottnak tekintünk, ha ismerjük az ertelmezesi 
tartomänyät es a hozzärendelesi szabälyt.
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Mivel a fiiggveny a egy egyertelmu hozzarendeles, ezert meg- 
adhato szavakkal, koriilirassal.

A leggyakoribb megadasi mod az analitikus, vagyis keplettel.
Ha egy fiiggveny olyan keplettel van megadva, melynek jobb oldala 

egesz kifejezes es nines meghatarozva az ertelmezesi tartomanya, 
akkor iigy tekintjiik, hogy a fiiggveny ertelmezesi tartomanya minden 
szam.

A fiiggvenyek meg egy megadasi modja a tablazat. Egy ilyen 
tablazat ket sorbol all. Az elso sorban szereplo szamok alkotjak a 
fiiggveny ertelmezesi tartomanyat. Az oszlopok tartalmazzak a fiig- 
getlen valtozo -  fiiggo valtozo ertekparokat. Ezt a modot akkor 
celszerii alkalmazni, ha az ertelmezesi tartomany nehany szam.

Ha az ertelmezesi tartomany szomszedos ertekei kozott a kii- 
lonbseg 1, akkor azt mondjuk, hogy a tablazat 1 lepeskozzel van 
osszeallitva.

19. A fiiggveny grafikonja

Az /"fiiggveny grafikonja olyan gorbe, mely a koordinatasik azon 
es csakis azon pontjaibol all, melyek abszcisszaja egyenlo a fiiggveny 
argumentumaval, ordinataja pedig az f  fiiggveny helyettesitesi er- 
tekevel.

Ha egy gorbe az /"fiiggveny grafikonja, akkor az alabbi ket feltetel 
teljesiil:
1) ha x0 a fiiggveny valamely argumentiima es az f  (x0) a hozza 

tartozo fiiggvenyertek, akkor az (x0; f  (x0)) koordinatajii pont illesz- 
kedik a grafikonra;

2) ha a grafikon valamely pontjanak koordinatai (x0; y0), akkor x0 es 
y0 megfeleloen a fiiggveny fiiggo es fiiggetlen valtozoi, vagyis 
fo = f(x  0).
A koordinatasikon abrazolt alakzat nem lehet egy fiiggveny gra­

fikonja, ha az argumentumnak letezik olyan erteke, melyre az y erteket 
nem lehet egyertelmiien meghatarozni.
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Egy görbe akkor tekinthetö egy ftiggvény grafikonjának, ha az 
abszcisszára bocsátott bármelyik merölegcs egyenesnek az adott 
gorbével csak egy közös pontja van.

20. A lineáris függvény, grafikonja és tulajdonságai

Az y = kx + b képlettel megadott függvényt lineáris függvénynek 
nevezzük, ahol k és b adott szám, x a független változó.

A lineáris ftiggvény értelmezési tartománya bármely szám, gra­
fikonja egyenes. Mivel az egyenest egyértelmüen meghatározza két 
ktilönbözö pontja, így a lineáris függvény grafikonjának ábrázolásához 
elegendö választani két ktilönbözö argumentum értéket és kiszámítani 
a hozzájuk tartozó ftiggvényértéket, majd a két meghatározott és a 
koordinátasíkon felttintetett ponton keresztül meghúzni az egyenest.

Az y = kx, k * 0 képlettel megadott függvényt egyenes ará- 
nyosságnak nevezzük.

Az egyenes arányosság a lineáris függ- 
vények részesete (ezt az osszefüggést 
szemlélteti a 36. ábra).

Az egyenes arányosság grafikonja 
olyan egyenes, ami átmegy az origón.
Ezért az egyenes arányosság grafikonjának 
ábrázolásához elegendö meghatározni egy, 
az origótól ktilönbözö pontot, meghúzni ezen a ponton és az origón 
0(0; 0) keresztül egy egyenest.

Ha az y = kx + b képletbe k = 0 értéket helyettesítünk, akkor 
y = b. Ebben az esetben a ftiggvényérték változatlan bármely argu­
mentum helyen. A ftiggvény grafikonja olyan egyenes, amely pár- 
huzamos az abszcisszatengellyel.

Kétismeretlenes lineáris egyenletrendszer

21. Kétismeretlenes egyenlet

A két változót tartalmazó egyenloséget kétismeretlenes egyenletnek 
nevezzük.
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A változók azon értékpárjait, melyre az egyenloség teljesül, a 
kétismeretlcnes egyenlet gyökeinek nevezzük.

Ha X = a és y = b érték az egyenlet megoldása akkor ez (a; b) 
alakban is felírható. A zárójelben elsö helyen az x változó, második 
helyen az y változó értékét írjuk. Ha az egyenletben a változókat nein 
x-szel és y-nal jelôlték, akkor meg keli beszélni, hogy melyik változó 
értékét tüntetjük fei a számpárként megadott feleletben az elsö helyen, 
és melyiket a másodikon. Altalában a latin ábécé sorrendjének meg- 
felelöen járunk el.

A kétismeretlenes egyenlet megoldása azt jeleni, hogy megha- 
tározzuk azokat a számpárokat, melyekre teljesül az egyenloség vagy 
igazoljuk, hogy nines i İyen számpár.

A kétismeretlenes egyenletekre érvényesek azok az azonos átala- 
kítások, melyek az egyismeretlenes egyenletekre is (lásd a 15. pontot 
a 230. oldalon).

A kétismeretlenes egyenlet grafikonja a koordinátasík azon, és 
csakis azon pontjai, melyek koordinátái (számpárok) az egyenlet 
gyökei.

Ha egy görbe az egyenlet grafikonja, akkor az alábbi két tulajdonság 
teljesül:
1) az egyenlet gyökei olyan pontok koordinátái, melyek illeszkednek

a grafikonra;
2) a grafikon bármely pontjának koordinátái olyan számpár, ami az

egyenlet gyöke.

22, Kétismeretlenes lineáris egyenlet grafikonja

Kétismeretlenes lineáris egyenletnek nevezzük az ax + by = c 
alakú egyenletet, ahol a: és y ismeretlen, a, b és c adott számok.

Bármely esetben, ha b * 0 vagy b = 0 és a * 0 az ax + by = c 
egyenlet grafikonja egyenes.

Ha a = b = 0 az ax + by = c egyenletben, akkor a Ox + 0y = c 
egyenletet kapjuk.

234



A 7. osztalyban tanultak ismetlese

Ha c * 0, akkor ennek az egyenletnek nines megoldasa, vagyis 
nem letezik a koordinatasikon olyan pont, mely szolgalhatna az egyenlet 
grafikonjakent.

Ha c = 0, akkor a
Ox + Oy = 0

egyenletet kapjuk. Ebben az esetben az egyenlet megoldasa az egesz 
koordinatasik.

Az alabbi tablazat osszefoglalja az ax + by = c egyenlet grafi- 
konjanak minden reszesetet:

Egyenlet Az a, b es c ertekei Grafikon

ax + by = c b * 0, ci es c 
barmely szam

nem meroleges 
egyenes

ax + by = c b -  0, a * 0, 
c barmely szam meroleges egyenes

ax + by = c a = b = c = 0 az egesz koordinatasik
ax + by -  c a = b = 0 ,c ^ 0 nines megoldas

23. Ketismeretlenes linearis egyenletrendszer

Ha tobb egyenlet kozos megoldasat kell meghatarozni, akkor azt 
mondjuk, hogy egyenletrendszert kell megoldani.

Az egyenletek rendszerbe foglalasahoz kapesos zarojelet haszna- 
lunk.

A ketismeretlenes egyenletrendszer megoldasanak nevezziik a 
valtozok azon ertekeit, melyekre egyidejiileg teljesiil mindket egyenlet.

A ketismeretlenes egyenletrendszer megoldasa azt jeleni, hogy 
meghatarozzuk azokat a szamparokat, melyekre teljesiil az egyenloseg, 
vagy igazoljuk, hogy nines megoldas.

24. A ketismeretlenes linearis egyenletrendszer 
grafikus megoldasa

Az egyenletrendszer grafikus megoldasa abban rejlik, hogy:
•  kozos koordinata-rendszerben abrazoljuk a rendszer mindket 

egyenletenek grafikonjat;
•  meghatarozzuk a grafikonok metszespontjainak koordinatait;
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•  a meghatarozott szamparok lesznek a rendszer megoldasai.
A grafikus modszert akkor celszerii alkalmazni, ha a gyokok szamat 

keressiik.
Ha a rendszerben foglalt egyenletek grafikonjai egyenesek, akkor 

a rendszer megoldasa az egyenesek kolcsonos helyzetetol fiigg:
•  ha az egyenesek metszik egymast, akkor a rendszernek egy 

megoldasa van;
•  ha az egyenesek illeszkednek egymasra, akkor az egyenlet- 

rendszernek vegtelen sok megoldasa van;
•  ha az egyenesek parhuzamosak, akkor az egyenletrendszernek 

nines megoldasa.

25. A ketismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa 
behelyettesito modszerrel

Ezzel a modszerrel a ketismeretlenes linearis egyenletrendszer 
megoldasa visszavezetheto az egyismeretlenes linearis egyenlet megol- 
dasara.

Ahhoz, hogy a ketismeretlenes egyenletrendszert behelyettesito 
modszerrel oldjuk meg, a kovetkezo lepeseket kell elvegezni:
1) kifejezziik az egyik egyenletbol az egyik valtozot a masikon ke- 

resztiil;
2) az igy kapott kifejezest belielyettesitjiik a masik egyenletbe a valtozo 

helyere;
3) megoldjuk az igy kapott egyismeretlenes egyenletet;
4) visszahelyettesitjiik a valtozo meghatarozott erteket az elso lepesben 

kapott kifejezesbe;
5) kiszamitjuk a masodik valtozo erteket;
6) felirjuk a megoldast.

A ketismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa 
egyenlo egyiitthatok modszerevel

Ezzel a modszerrel a ketismeretlenes linearis egyenletrendszer 
megoldasa visszavezetheto az egyismeretlenes linearis egyenlet megol- 
dasara.

Ahhoz, hogy a ketismeretlenes egyenletrendszert az egyenlo egyiitt- 
hatok modszerevel oldjuk meg, a kovetkezo lepeseket kell elvegezni:
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1) megfelelö szorzötenyezöket välasztunk ügy, hogy ha megszorozzuk 
az egyik egyenletet, vagy mindket egyenletet ezzel a szämmal, 
valamelyik vältozö együtthatöi egyenlök legyenek;

2) tagonkent kivonjuk az igy kapott egyenletek jobb es bal oldalät;
3) megoldjuk a mäsodik lepes eredmenyekent kapott egyismeretlenes 

egyenletet;
4) visszahelyettesitjük a vältozö meghatärozott erteket az eredeti 

rendszer valamelyik egyenletebe;
5) kiszämitjuk a mäsik vältozö erteket;
6) feiirjuk a gyököket.

A szäm abszolüt erteke

27. A szäm abszolüt erteke

Az a szäm abszolüt ertekenek nevezzük a szämegyenesen az a 
szämot jelölö pont es az origö tävolsägät.

Az a szäm abszolüt ertekenek jelölese: | a \ (olv. az a szäm 
abszolüt erteke).

A pozitiv szäm abszolüt erteke magäval a szämmal, a negativ 
szäm abszolüt erteke pedig ellentettjevel egyenlö.

I 0 | = 0.
Kapcsos zäröjelet alkalmazva az abszolüt ertek tulajdonsäga igy 

irhatö fei:
i a, ha a > 0,

I a I ~ |  -a, ha a < 0.

Az abszolüt ertek nein negativ.
Ellentett szämok abszolüt erteke egyenlö:

M  = I ~ a  I-

Koordinätasik

28. Derekszögü koordinäta-rendszer

Hüzzunk a sikon ket egymäsra meröleges szämegyenest, ügy hogy 
az origök egybeessenek. Ezeket az egyeneseket koordinätatengelyek- 
nek, a metszespontot, az O pontot a szämläläs kezdöpontjänak (ori-
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gónak) nevezzük. A vizszintes tengely az abszcisszatengely, melyet x- 
szel jelôlünk, a függôleges tengely az ordinâtatengely és y-nal jelôljük.

Az abszcisszatengelyt x tengelynek, az ordinâtatengelyt y ten- 
gelynek is szoktuk nevezni. E két tengely együtt alkotja a derékszôgü 
koordinâta-rendszert, melyet Descartes-féle koordinâta-rendszernek 
is nevezünk.

Azt a síkot, melyen koordináta-rendszer van, koordinátasíknak 
nevezzük.

A koordinátatengelyek négy részre osztják a síkot, melyeket 
koordinâta-negyedeknek nevezünk, és a 37. ábrán látható módon 
számozunk.

A 7. osztályban tanultak ismétlése

y ‘
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-...............mMII. negyed

-3 -
IV. negyed

-3 -

37. ábra 38. ábra

Jelôljük a koordinátasíkon az M  pontot (38. ábra). Az M  ponton 
átmenó az abszcisszatengelyre meróleges egyenes az abszcissza­
tengelyt az A pontban metszi, az ordinátatengelyre meróleges egyenes 
ezt a tengelyt a B pontban metszi. Az A pont koordinátája az x 
tengelyen 3, a B pont koordinátája az y tengelyen -2.

A 3-as számot az M  pont abszcisszájának, a -2-t az M  pont 
ordinátájának nevezzük. Ezért ezeket a számokat az M  pont koor- 
dinátáinak nevezzük. Jelólése: M(3; -2).

A pont koordinátáinak felírásakor dsó helyre az abszcisszát, 
másodikra az ordinátát írjuk.

He egy pont az abszcisszatengelyen van, akkor az ordinátája nulla, - 
ha az ordinátatengelyen van, akkor az abszcisszája nulla.



Feleietek es ütmutatâsok

50. 0,3- 51. 5. 53. —. 54. Nem. Ütmutatâs. Irjuk fel az adott

törtet
a2 + 1

alakban. 58. 1) x -  bârmely szâm, kiveve a —1 -et;

2) nines megoldâsa; 3) nines megoldâsa. 59. 1) nines megoldâsa;
2) -7. 60. 1) Ha a = 0, akkor nines megoldâsa; ha a * 0, akkor

x = —; 2) ha a = 0, akkor x bârmely szâm; ha a * 0, akkor x = 1;
a

3) ha a -  6, akkor x -  bârmely szâm; ha a * 6, akkor x = a -  6;
4) ha <7 = -2, akkor nines megoldâs; ha a = 2, akkor x -  bârmely
szâm; ha a * -2  es a * 2, akkor * =

nines megoldâs; ha a * -3, akkor x =
a + 2 

3
a + 3

. 61. 1) Ha a = -3, akkor 

; 2) ha <7 = 0, akkor nines

megoldâs; ha <7 = 9, akkor x -  bârmely szâm; ha <7 * 0 es <7 * 9,
a — 9akkor x = 

3

. 64. -4, ha a = 2b. 65. 48 km/h, 60 km/h. 76. 1) -  —;
a 2

2 > m + 2

79. 1)

; 3) 77. D i ;  2) 78.1) 1 -  a • 2) — • 3) m ’ '  ¿ - 2 ’ } n — 5

Cv-7)2
; 2) ^ 4 .  87. 2) 5; 3) 4 İ . 88. 2) -3; 3) -4,5.r  + 2

89. 1) 1; 2; 3; 6; 2) 1; 2; 7; 14; 3) 1; 2; 8. 90. 1) 1; 3; 9; 2) 1; 2; 
4; 8; 3) 2. 91. 15 km/h, 12 km/h. 92. 1) -2; 2) nines megoldâs.

112- 6> 7) 8> 113- 5> 7 ; 6> y + 2-

116. 2) 4. 117. 1) i ;  2) 2,5; 3) 0,1. 118. 1) 1,2; 2)

121. 2)
b2-3b + 9 

m b 2

. 122. 1)
2i73 2 -2 6  , v a + b; 2) 7 7 7 - 7 . 124. 1) -9 m - n 86J + l ab ’

2) — ; 3) t----- — 7 -; 4) ---- r .  128. 7— 7 7--- rr. Ütmutatâs. Irjâtok
2x (a2 -2 5b 2J  y ~ 2 ( a - l X a - 4 )  J

fel az összeadandökat ket tört különbsegekent. Peldâul =

3
<3-2 a - . 129. (a - l\a - \) . 132. Ütmutatâs. A bal oldalon minden
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törthöz adjatok hozzâ 1-et, a jobb oldalon 3-at. 135. 270 km. 160. 1) -5;
40 
212) 0,9; 3) -5 ; 4) -3,2. 161. I) 2) 162. 83. 163. 10

164. 7 vagy -7. 165. 2 vagy -2. 166. 1) 1; 2) 1. 167. 1) ——
( a + 5 Y

2) 1. 170. 1) 0,5; 2) x -  bârmely szâm. 172. 1,2 ora. 173. 50 üter,

30 liter. 174. 5 ferfi, 1 nö, 6 gyerek. 178. 1) —— ; 2)
1 — a 2 ;3 ) 12b- 3

4) ;5 )  6) f r r -  l™- 1) 2) -1; 3) a + y; 4)a + 5 -V+-3

180. i) 4 ^ ;  2) a 4 ar — 1
a - 8

2) c -  5; 3) -2; 4)

2a ;3 )  ¿ ;4 )  — ; 5) 2; 6) a - 2. 181. I) ^
>-+ 2

3 c - 1 ’ 
¿7 + 2 
¿7-2 ‘ 
7 + x  _

a ’
. 184. 1) Nem; 2) igen. 186. 1) —; 2) a -  3;

O <7

3) a + 1; 4) cı + b 187. 1)
„2 . ı2a + b ; 2) - öt. 188. 1) - ¿7 + Z> . J_

2ab  ’  ̂ o ‘

189. -y. 192. 1) 2) 1. 193. 1) - l j ;  2) 4- 195. Ütmutatâs.3 4
Îrjâtok fel a kifejezest 10 - 3" — 5 • 2" alakban. 196. 480 kg. 197. 500 
hrivnya, 700 hrivnya. 198. 2 ora. 199. 90 alkatresz. 200. 9 vereb, 10 
galamb, 11 pacsirta. 207. 2) nines megoldâs; 3) -2; 4) x bârmely 
szâm, kiveve a 2-t; 5) x bârmely szâm; 6) 3; 7) 0,5; 8) nines megoldâs;

9) - 4 ;  10) 17; 11) 12; 12) J İ ;  13) -4 ; 4; 14) 0; 15) 4. 208. 1) -1;
3 4

2) nines megoldâs; 3) 10; 4) nines megoldâs; 5) 4; 6) x bârmely szâm, 
kiveve a 0-ât; 7) 6; 8) x bârmely szâm, kiveve a -0,5-et; 9) -3; 3.

209. 7. 210. 10. 212. 1) 2) nines megoldâs; 3) 7; 4) 0; -2;
5) nines megoldâs; 6) -17; 7) 0; 8) nines megoldâs. 213. 1) 10; 2) -0,5;
3) -3; 4) -4; 4; 5) nines megoldâs; 6) -5. 214. 2 km/h. 215. 29 km/h. 
216. 9 km/h. 217. 1) nines megoldâs; 2) 9; 3) 0. 218. 1) 0.6; 2) 0. 
219. 1) Ha a * 1, akkor x = 1; ha a -  1, akkor nines megoldâs; 
2) ha a * -5, akkor x = a; ha a = -5, akkor nines megoldâs; 3) ha 
¿7 = 0, akkor x -  bârmely szâm, kiveve a 3-at; ha ¿7 * 0 es ¿/ * 3, 
akkor x = a; ha ¿7 = 3, akkor nines megoldâs; 4) ha ¿7^7 , akkor 
x = ¿7 vagy x = 6; ha ¿7 = 7, akkor a* = 6; 5) ha ¿7 ^ 4 es ¿7 ^ -2, 
akkor a = 4 vagy a = -2; ha ¿7 = 4, akkor a = -2; ha ¿7 = -2, akkor 
a = 4; 6) ha ¿7 * 4 es ¿7 * -2 , akkor a = ¿7; ha ¿7 = 4 vagy ¿7 = -2 ,
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akkor nines megoldâs. 220. a = 2 vagy a = -2. 221. a ----9 vagy
a = — 3 vagy ¿7 = 0. 222. 70 000 lakos. 223. 60 km. 251. 1) 2,7;
2) 9— . 258. 5. 259. 6. 265. 31 darab vastömb. 266. 80 000 lakos.

125

267. 2 km. 280. 6) 7) 8) 281. 5) 16; 6) 144.6 9 7
291. 1) -3; 2) -5; 3) -2; 4) -7; 5) 0; 6) 2. 292. 1) 4; 2) 1; 3) -1;

4) 6. 295. 8 pere. 296. 5,34 kg. 297. 81-szer. 298. 1) ; 2) -4b2-

3) 15c3 + 5; 4) — lT . 299. 1) - f f - ; 2) . 300. 1)-1 vagy 0;

2) 3 vagy 4; 3) 4 vagy 5; 4) 2 vagy 3. 301. 1) 6 vagy 7; 2) 4 vagy 
5; 3) 4 vagy 5; 4) 4 vagy 5. 302. 28; 8. 303. 31,6%-kal. 304. 5 ora 
45 pere. 305. Igen, 5 darab 5 hrivnyâs cimlet es 3 darab 2 hrivnyâs 
cimlet. 331. 1) 2; 2) -1; 3; 3) nines megoldâs. 332. 1) 2; 4; 2) -1; 
1; 3) nines megoldâs. 345. Nines megoldâs. 346. 9%-kal csökkeııt. 
347. 36 erme, 24 erme. 348. 12 km/h. 353. 1) Nines megoldâs; 
2) -1; 3; 3) 2. 354. 1) -3; -1; 2) nines megoldâs; 3) -1. 369. 4. 
371. 5 km/h, 3 km/h. 397. 1) -10; 2) 25; 3) -23,8; 4) 13; 5) 216;
6) -20. 398. 1) 13,4; 2) 21; 3) -20. 399. 2) x < 0; 3) x -  bârmely 
szâm; 4) x = 0; 5) x > 8; 6) x < 8; 9) x -  bârmely szâm kiveve a 
8-at; 10) x > 0 es x * 9; 11) x > 0; 12 x = 0; 13) x-nek nem letezik 
olyan erteke; 14) x - bârmely szâm; 15) x = 0; 16) x -  bârmely szâm, 
kiveve a 0-t. 400. 2) y < 0; 3) y > 0; 4) y < 0; 5) y = 0; 6) y > 0;
7) y > 0 es y * 1. 401. 6) -10; 10. 402. 4) -7; 7. 405. 1) 167;
2) 2116; 3) nines megoldâs. 406. 1) 4900; 2) nines megoldâs. 407. 
1) Ma a * 0  es b * 0, akkor a es b azonos elöjelüek; ha a = 0, akkor 
b -bârmely szâm; ha b = 0, akkor a bârmely szâm; 3) ha b * 0, 
akkor a > 0; ha b -  0, akkor a bârmely szâm; 5) ha ¿7*0, akkor 
b < 0; ha ¿7 = 0, akkor b bârmely szâm. 408. 2) Utmutatâs. 
x2 -  4x + 5 = (x -  2)2 + 1. 409. Utmutatâs. -x 2 + 6x -  12 = 
= ~(x -  3)2 -  3. 410. 2) kifejezes. 411. 1) 0; 2) nines megoldâs;
3) 1; 4) -2; 5) -1; 1; 6) 1. 412. 1) 0; 2) nines megoldâs; 3) 1;
4) 3. 413. 1) ¿7 > -1; 2) a = -1; 3) ¿7 < -1. 416. 1) ha ¿7 = 0, akkor 
x > 1, ha ¿7 * 0, akkor x -  1; 2) ha ¿7=1, akkor x -  bârmely szâm; 
ha ¿7 * 1, akkor x -  0; 3) ha ¿7 = 0. akkor x ^  1; ha a * 0, akkor 
x = 2; 4) ha a < 0, akkor ninesenek gyökök; ha a > 0, akkor x =

= ¿72 + 2. 417. ¿/ < 0 vagy ¿7=1. 418. 13. 419. 420. 10 darab
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Feleletek es ütmutatäsok

5 hrivnyäs cimlet, 20 hrivnyäsböl 21 cimlet. 438. Ütmutatäs. Legyen
— es — az adott racionälis szäm. Akkor az összegük ——— , vagyis 
n q nq

j , ahoi s g Z, t e  N. 439. Ütmutatäs. Ha feltetelezzük, hogy az
adott összeg racionälis szäm, akkor az adott irracionälis szäm meg- 
adhatö ket racionälis szäm kiilönbsegekent. 440. 1) Nem, peldäul
VT + (-VT)=0; 2) nem, peldäul VT-VT = (VT) =3; 3) nem, peldäul 
VT-0 = 0. 441. A harmadik lepcsöhäzban, a hatodik emeleten. 
442. —. 444. 18 1. 474. 1) Nem letezik olyan * ertek; 2) 3; 3) -1;a
3. 475. 1) -4; 2) 2. 476. -4. 477. 120 ha. 506. 1) öVT ; 2) 1lVT ;
3) loVT, 4) 9VJF; 5) -aVTF; 6) 0. 507. 1) -öVT; 2) 6V7F ;
3)10a3VF. 509. 1) 16 +VT; 2)-10VJ-5; 3)1; 4)1; 5)4.
510. 1) 10-4^2 ; 2) 74; 3) 4; 4) 32. 517. 1) V F -2 ; 2) --- -̂7=;m -  2v/»

4>t̂ ;
r\ 4 ä + 4 b  ^  ^  0\ /~ ,
5) ~ 7 T ~ ’ 6)— ; 7)7FFT;

9)
V7

4 ä  - 4 b ; 10) V7. 518. 1) - V ;  2) - - 4 = ;  3) 4; 4) ß ;
a + va  vofo » m

5) VT; 6) 22
9 - a

519. 1) mAJ^m  ; 2) rr/rV F ; 3 )T -2 x

4) nfrrJnm  ; 5) -3;cy7V5F; 6) 8abAJb  ; 7) -1 Xm'tfJlm  ;
8) mnp1 J - p  ; 520. 1) -w9V̂ F7; 2) tf"/>,2VF; 3) -7tfVF ;
4) aAbA-Jäb ; 5) ~3-X7 v' VTT; 6) -5nr'?r'p*J-2p . 521. 2) Mivel a 
feltetelek szerint b < 0, ezert bJ^b = -J -b J ; 3) Vc7"; 5) - / F y 7 ;

8) VFFF 522. 2) -VFiF7 ; 3) J ] ? ; 6) -V iF F F . 524. 1) ;

2) VF. 525. 1) VT+l ; 2) VT+2 ; 3) VF+VT. 526. 1) VT+l;

2) VF+3; 3) VT+VT. 527. 9. 530. 1) 4+V T; 2) 3VT+1 . 531. 180 
alkatresz. 532. 25%-kal. 533. 6 km/h, 2 km/h. 534. 17 vagon. 
552. 1) 0; 1; 2)0; 1; 3) nines megoldäs; 4) 1; 5)4; 6)1.
554. 4) 5 -  2 VT. 555. 2) —VT. 556. 0. Ütmutatäs. Az egyenlet bal 
oldala csak nemnegativ erteket vesz fei, a jobb oldala csak nem
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Feleletek es ütmutatâsok

L

pozitivat. 561. 1) J Î - \ \  2) VJ-V2 ; 3) 3 - J Î ; 4) 6- y / î .
562. 1) V J-2 ; 2) 3) 5-2^3 . 563. Ha ¿7 > 0, akkor egy
gyök van, ha a < 0, akkor nincs megoldâs. 564. 2Va+l, ha a > 0;
3, ha 0 < a < 1. 565. 12, ha a > 36; 2J â , ha 0 < a < 36. 
566. 63 kg. 567. 3 km/h. 569. 1 ora 12 pere. 586. 6; 7. 587. 9; 10.

589. 1) 0; 14; 2) nincs megoldâs. 590. 1) 0; 2) -2 ^ 2 ;  i J Î .
596. -3; -2  vagy 3; 4. 597. -1; 0 vagy 0; 1. 598. 1) 4; 2) 0; -8;
3) -9; 9. 603. 1) 0; -3; 3; 2) 0; 1; 3) 1; 4) -2; 2. 604. 1) 0; 7; 
-7; 2) 0; 5; -7; 3) -1,5; 1,5. 605. 1) 2; 2) 3; 3) 0,5; -2; 4) nem letezik 
ilyen ertek. 606. I) a = 4, x2 = -4; 2) ¿7 = 0, x2 = 2 vagy a = -1,

x2 = | ; a  = 3,x2 = -2. 610. 35.617. 1) 1; -£ ,2 ) 1; 9; 3) Ü ^ II . 

618. I) 2; -1 ; 2) -3; 619. 1) 4; -3,5; 2) 1; - ± ; 3) 2; f ;

4) -3±Vf5 ; 5) 3; 6; 6) 3 t , . 620. 1) 3; 9; 2) ^ ; 3) nincs

megoldâs. 621. 7. 622. 38 cm. 623. 6 es 14 vagy -14 es -6.

624. 10; 11. 625. 13; 14. 626. 1) V J ; 2) -1; J Z ; 3) 6;

4) -1 ; 627. 1) - J î \  ; 2)2; V J ; 3) 1; | .  628. -20; 4.

629. 1; 630. 8 cm. 631. 6 cm vagy 12 cm. 632. 16 cm, 30 cm.
633. 9 cm, 40 cm. 634. 9; 11; 13. 635. 4; 6; 8; 10. 637. 16 majom 
vagy 48 majom. 638. 9 csapat. 639. 15 oldal. 640. 1) -8; -7; 0; 1;
2) -1; 1; 0,6; -0,6; 3) -3  + VTT; 4) -2; 2; 5) 3; 5; -3; -5; 6) 2; 
-2. 641. 1) -12; 2; -2; -8; 2) 3; 3) 15; -7±V34; 4) 9; -9. 

642. 1) -10; 2) 3. 643. 1) | ;  2) 3. 644. 1) b = -2; 2) b = -12 vagyO
b = 12. 645. 1 ) 6 =  13,5; 2) 6 = -  8 vagy 6 = 8. 649. 1) x = 2a + 1 

vagy x = a; 2) x = 2a vagy x = 4; 3) ha a t- 0, akkor x = — vagy

x = ; ha <7=0, akkor nincs megoldâs; 4) ha <7 = ̂ ,  akkor x = - j ,

ha <7*-!, akkor x = -vagy x = —!—
2 ’ 3 2a- 1
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Feleletek és ütmutaiâsok

a- = - a ; 2) x = -3 a  vagy a = 4; 3) ha a  = 0. akkor a = 1; ha 

a + 0, akkor a = 1 vagy a = a = —. 651. 1) ¿> = 0 vagy b -

2) b = -5  vagy b = iJ Z  vagy b = -2-JZ ; 3) b = 19. 652. 1)6 = 0

vagy b = -0 ,5  vagy b = 0,5; 2) 6 = -3 vagy b = - 5. 653. - .a
654. 9. 655. 4, VT7, 3 V J . 656. 45 tonna, 75 tonna. 657. 14 lap.
671. a2 = 10, q = -20. 672. a2 = -6, p = -1. 673. a2 = 2, b = 14. 
674. a2 = 1,6, /w = -1,28. 675. -20,5. 676. -7. 681. a, = 1, a2 = 9, 
c — 9. 682. a , = 14, a2 = -6, ¿7 = 84. 683. a, = 9, a2 = -2, m =
= -18. 684. a, = 1, a2 = -5 , n = -5. 687. 1) 1,5; 2) 69. Ütmutatâs.

x ; + a2 = (a, + a2)2 — 2a,a2; 3) 57; 4) 567. 688. 1) 80; 2)

3) V89. Ütmutatâs. | a2- a, \ = ■J{x2- x l)~. 689. a2 + 12a + 17 = 0. 
690. a2 -  18a + 49 = 0. 691. 6a2 -  14a + 3 = 0. 692. a2 -  15a +
+ 8 = 0. 693. a = 2 vagy a = -2. 694. a — 6 vagy a = -6 . 
696. 1) 7; -7; 5; -5; 2) -11; 11; -1; 1; -4; 4. 697. 1) -9; 9; -6; 6; 
2) -17; 17; -7; 7; -3; 3. 698. b = c -  0 vagy £ = 1, c = -2. 
699. 1) a -  2; 2) nincs ilyen értéke az c/-nak. 700. <7 = 2. 702. 4

sor, minden sorban 12 fa. 704. 18%. 713. 1) ——- ;  2) ■■■■■-- ;
c/ -  6 2o -1

3)
c +1
c -  2 ’ 4)

3) a +1 
ci — 5 ; 4)

/h2+/h + 1 a + 4 ^  1 — 4/7 i 1X 4.V-3 ^  2y + 5
5) 6> tttt- 714- ’> t t ; 2> ~ ;

+ 4 -  715. 1) -3; 2) -2; 3) 716. I) -4 ; 2) -14.
o — l 3

717. 1) 1; 2) 3) -  +  4) 4. 721. 1) (x y) (x -  5y);

2) (a + 9/>) (z/ -  4/>); 3) (3/;/ + w) (/;; -  3//); 4) (4a -  y) (x -  y). 
722. 1) (a -  4b) (a -  10/>); 2) (3b -  2c) (4b + 3c). 723. 1) Ha 
a = 3, akkor a -bârmely szâm, ha a = -2 , nincs megoldâs, ha a + 3

c + 3és <7 + -2 , akkor a =
a + 2

; 2) ha a = 7, akkor a -bârmely szâm, ha

<7=1,  akkor nincs megoldâs, ha £7 ^ 7 és £7 + 1, akkor a = 

724. Ha £/ = -8, akkor a -  bârmely szâm, ha a

2a+\
£7-1

1, akkor nincs

megoldâs, ha a t- -8  és a * 1, akkor a = a <- 8
u — 1 727. 6,8%.
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Feleletek es ııtmutatâsok

729. 1) niııcs megoldâs; 2) -4; 3); 4) y -  bârmely szâm, kiveve

a -4-et es az 5-öt. 733. 1) -4; 1; 2) -1; 3) - j ;  4) -2; 10; 5) 7;

6) -6; 7) -5; 10; 8) 5; 9) 2; 8; 10) -2; 9; 11) -3; 2; 12) 4; -0,4.

734. 1) -1; 2) -0,25: 3) 0,5; 6; 4) 8; 5) -3; 6) -3; 12; 7) -1 ; | ;

8) -3 ; 13. 739. 1) 6; 2) 5; 3) 7; 4) 6. 740. 1) 10; 2) -7.

741. 1) 3+VTS; 2) -23; 1; 3) -27; -1; 4) 3. 742. 1) 4; 9; 2) 5. 
743. 1) -1; 18; 2) -98; 2; 3) -1,5; 4) -2; 5) -3; 4; 6) -3; 7) 2;
8) 9; 9) 1; 10) 9. 744. 1) -60; 50; 2) -3; 3) -9; 24; 4) 2; 5) -20;

2; 6) 15. 745. 1) 14; 2) -56; 60. 746. 1) -15; 12; 2) -20; 2.

747. 1) -5; 2) nincs megoldâs; 3) 3^-; 4) 1. 748. 1) -15; 1; 2) 1,5.

749. 1) - J î ; J3 ; -3; 3; 2) -6; -4; -1; 1; 3) 0; 3; 4) -1; -3; 1.

750. 1) -  j ;  1; 2) 0,5. 751. 1) -1; 7; 2; 4; 2) -6 ; -2; -4±V2Ö ;

3) -2; 1; 4) ; 10. 752. 1) Ha a -  1, akkor x = 7; ha a = 7, akkor

x = 1; ha a * 1 es a * 7, akkor x = 1 vagy x = 7; 2) ha a * 1 es 
a * 7, akkor X = a; ha a = 1 vagy a = 7, akkor nincs megoldâs;

3) ha a * 2 es a * -j , akkor x = 3a vagy x = 2; ha a = 2 vagy

a -  j ,  akkor x = 2; 4) ha e/ = 0, akkor * -  bârmely szâm, kiveve

a -3-t; ha a = —3, akkor nincs megoldâs; ha a i  0 es a --t -3, akkor

x = a. 753. a = 2>/5 vagy <7 = -2 ^ 5  vagy a = 6. 758. 75 km/h. 
759. 50 km/h, 60 km/h. 760. 80 km/h, 60 km/h. 761. 80 km/h. 
762. 12 km/h. 763. 12 oldal. 764. 30 m3, 25 m3. 765. 6 nap. 
766. 31 km/h. 767. 10 km/h. 768. 3 km/h. 769. 2 km/h vagy 
2,25 km/h. 770. 60 km/h, 40 km/h. 771. 60 km/h. 772. 60 km/h.

773. 8 km/h. 774. 32 km/h. 775. 776. y j . 777. 45 nap, 36 nap.

778. 15 ora, 10 ora. 779. 21 ora, 24 ora. 780. 80 g. 781. 30 kg. 
782. 3 km/h. 783. 5 ora. 784. 4 ora, 6 ora, 12 ora. 785. 80 km/h.
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Feleletek és útmutatások

786. 24 alkatrész. 787. 12 óra. 789. 6. 804. 3) j .  810. 4) 1,2,  3.

813. p j . 814. Útmutatás. Vizsgáljátok a két oldal külônbségét!

867. Æ  zA. 890. 1) -5; 5; -1; 1; 2) -10; 10; -22; 22. 891. = 1.

892. a = 3.



J Az E llanôrlzzètek  m agatokat! 
feladatsorok megoldàsa

A
tesztek
szâm a

A tesztfeladatok sorszám a

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 B C A A D A C D C D B C

2 B D B D A A C B C B C A

3 C D C B C A B B D A A D

4 C B B C C A C D C C A B

5 C D D C A B A B A D B A

6 D C A B A C A C A D B c



Tárgyvnutató

A -  természetes számoké 108
alaptulajdonság -  racionális számoké 109
-  racionális tortkifejezésé 11 -  valós számoké 111
arányosság 78 hatvány
-  egyenes 78 -  egész kitevöjü 63
-  fordított 79 -  negativ egész kitevöjü 62
azonosság 11 -  nulia kitevöjü 62

hipérbola 81
D
diszkrimináns

-  ágai 81

-  egyenleté 177 k
-  másodfokú polinomé 177 kifejezések

-  azonosan egyenlö 11
E -  egész 6
Egyenlet -  tört 5
-  bikvadratikus 149
-  ekvivalens 52 m
-  grafikus megoldása 82 másodfokú egyenlet
-  másodfokú 149 -  diszkriminánsa 157
---- redukált 150 -  gyokképlete 158
----hiányos 150 -  megoldóképlete 150
-racionális 53

N
GY négyzetgyok 97
gyokvonás 97 négyzetgyokjel 97
gyök alatli kifejezés 97 nevezö gyoktelenítése 129
gyokképlet, másodfokú nofmálalak 63

egyenleté 157
1)

H '
r
parabola 92

halmaz -  ágai 92
-  egész számoké 108 -  csúcsa 92
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polinom •
T

-  lineáris tényezôkre tényezo bevitele a gyökjel
bontása 177 alá 126

-  másodfokú 157 tényezô kiemelése a gyökjel
alól 126

R tizedestört
racionális kifcjezések 6 -, végtelen 110
racionális tört 6 -, -  szakaszos 110
részhalmaz 109 -, -  nem szakaszos 111

tört alatti kifejezés 97
SZ tört szakasza 109szám normálalakja 63
számok -
-  egész 108 V
-  irracionális 110 valós számok halmaza 111
-  racionális 109 változók megengedett
-  természetcs 108 értékei 6
-  valós 111 Viete tétele 167
számtani négyzetgyôk 97 -  megfordítása 168
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Melléklet.
Tanmenetjavaslat

Sorszám Tananyag Óraszám
I. Algebrai tôrtkifejezések (32. óra)

1 Tôrtkifejezések 2
2 A tôrtkifejezések alaptulajdonsága 2

3 Azonos neve2öjü tôrtkifejezések összeadâsa 
és kivonása 2

4 Különbözö nevezöjü tôrtkifejezések 
összeadâsa és kivonása 4

5 1. számú témazáró dolgozat 1

6 Tôrtkifejezések osztása és szorzása. 
Tórtkifejezés hatványra emelése 3

7 Tôrtkifejezések azonos átalakításai 5
8 2. számú témazáró dolgozat 1

9 Azonosan egyenlö, ekvivalens egyenletek. 
Törtes egyenletek 2

10 Negativ egész kitevöjü hatvány 3
11 Az egész kitevöjü hatvány azonosságai 3
12 Az y  = — függvény és grafíkonja 3
13 3. számú témazáró dolgozat 1

II. Négyzetgyôk. Valós számok (14 óra)
14 Az y  = x~ függvény és grafíkonja 2
15 Négyzetgyôk. Számtani négyzetgyôk 2
16 Számhalmazok 2
17 A számtani négyzetgyókvonás azonosságai 2

18 Négyzetgyôkôs kifejezések azonos 
átalakításai 3

19 Az y  = Jx  függvény és grafíkonja 2
20 4. számú témazáró dolgozat 1
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Tanmenetjavaslat

A táblázat folytatása

Sorszám Tananyag Óraszám
III. Másodfokú egyenletek (18 óra)

21 Másodfokú egyenletek. Hiányos másodfokú 
egyenletek megoldása 2

22 A másodfokú egyenlet megoldóképlete 4
23 Viete tétele 2
24 5. számú témazáró dolgozat 1
25 Másodfokú polinom 2

26 Másodfokúra visszavezethetö egyenletek 
megoldása 3

27
Egyenlettel megoldható szöveges feladatok 
(Az egyenlet, mint egy valós probléma 
matematikai modellje)

3

28 6. számú témazáró dolgozat 1
A tananyag ismétlése és rendszerezése (6 óra)
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Arkagyij Merzljak, több mint 40 matematika-tankönyv es 
segedkönyv szerzöje, Ukrajna kivâlö oktatâsi dolgozöja, 
mödszertani szakember, a Kijev-Pecserszki 171. szämü 
Lider liceum matematika-tanara.

Vitalij Polonszkij, több mint 50 matematika-tankönyv, 
könyv es cikk szerzöje, Ukrajna erdemes tanâra, a Kijev- 
Pecserszki 171. szämü Lider liceum matematika-tanara.

Mihajlo Jakir, több mint 50 matematika-tankönyv, könyv 
es cikk szerzöje, Ukrajna erdemes tanara, Kimagaslö erde- 
mekert erdemrend II. es III. fokozatanak kitiintetettje, a 
Kijev-Pecserszki 171. szämü Lider liceum matematika- 
tanara.
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